Nagyon jo dolgunk volt mellette. Naprakész volt a fi-
zika legtjabb eredményeivel. Elvarta, hogy kikérjik véle-
ményét szakmai kérdésekben, hogy kérdezziik a fizika
legfrissebb eredményeirdl, tandcsot kérjink kirdnduldsa-
ink, utazasaink megszervezéséhez. Nem tudtunk olyat
kérni, amiben ne segitett volna.

Mellette tanultam meg kirdndulast, tarat szervezni. Ez
tobbnyire abbdl allt, hogy mindent elintézett, nekem csak
ala kellett irnom a papirokat. Mindig vonattal utaztunk,
nem szeretett buszozni. Miutan felszalltunk a vonatra, min-
denkinek a helyén kellett tilni a vonat indulasaig. Azoknak
is, akik nem tartoztak hozzank. Emiatt szoltam neki, de azt
mondeta, abbol nem lehet baj, ha nyugton maradnak.

A tarakon ragaszkodott ahhoz, hogy 6 menjen eldl, &
diktalja a tempot. Senkinek nem volt szabad megel6z-
nie. En voltam a sorban az utolsé. Felting szind pulo-
verben vagy dzsekiben kellett tiriznom, hogy messzi-
16l is tudja ellendrizni, senki nem maradt le, nem kertlt
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mogém. Nagyon féltette a gyerekeket. Mindig arra gon-
dolt, mit mondunk a sztl6knek, ha valami baj torténik.

Volt egy 6tnapos hatizsikos tarink a Zemplénben, Sa-
rospataktol Fizéren és Telkibanyan keresztiil Regécig.
Laktunk arvizvédelmi szikségszallon, turistahdzban és
pajtaban, széna kozt. Utaztunk teherauton, de legtobbet
gyalog, végig a gerincen. Mikor mar senkinek nem volt
innival6ja, hatizsakjabol elGvardzsolt par doboz konzerv-
uditst, osszeadta térfogatukat, elosztotta az osztilylét-
szammal, majd egy mérShenger segitségével igazsigosan
szétosztotta a gyerekek kozott. Volt, amikor szendvicset
kaptunk téle, volt Ggy, hogy mi lattuk el édességgel. Na-
gyon édesszaju volt.

Tanitds vagy tGrazas kozben sokszor gondolok arra,
vajon meg lenne-e elégedve velem. Halas vagyok a sors-
nak, hogy t6le tanulhattam, mellette valhattam tanarrd.

Sebestyén Zoltanné
Jedlik Anyos Gimnazium, Budapest

FIZIKAI KETTOSINGA VIZSGALATA

Kaotikussd valo mechanikai stkmozgas egy példaja

Nagyon sok természettudomanyos torvény differencial-
egyenletek segitségével van leirva. Ha ezeket meg tudnank
oldani, akkor lehetGségiink lenne arra, hogy a kapott figg-
vény segitségével megmondjuk, hogy egy adott tetszéleges
idépillanatban a jovében mi lesz a rendszer allapota. Am
nagyon sok esetben ez lehetetlen, és ezért vagyunk képte-
lenek megjosolni a jovét. Megadhato egy egyszerd feltétel,
mely a bonyolult mozgas létrejottéhez sziikséges. Ez a
rendszer nemlinearitdsa. Linearis rendszerben a kovetkez-
mények egyenesen ardnyosak a kivaltd okkal. Altaliban
azonban a kdvetkezmény nem egyenesen aranyos a kivalto
okdval, hanem annak bonyolultabb fiiggvénye. A rugéban
ébredd erd példaul aranyos a megnyulassal, ha az kicsi, de
nagyobb megnyilds esetén az egyenes arinyossignil
gyorsabban nG. A kdosz tehdt a nemlinedris rendszerek
idobeli viselkedése. Mivel szinte minden rendszer ilyen, a
kdosz megjelenése tipikus. Ezen azt értjik, hogy a kaosz
lehet&sége szinte minden nemlinedris rendszerben meg-
van. Az azonban, hogy ténylegesen megvalosul-e, a rend-
szer konkrét tulajdonsagaitol és kezdeti helyzetétdl is fiigg.
A szamitogépek elterjedésével az utdbbi két évtizedben
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Békéssy LaszI6 Istvan, Bustya Aron
Szent Laszl6 Altalanos Mivel6dési Kézpont, Baja

A fizikusok valahogy igy szeretnek gondolkozni:
,Ezek és ezek a feltételek: mi fog most térténni?”
Richard P. Feynman

A fizikai térvények jellege (MagvetS, 1983)

hirtelen megfoghatova és konnyen szimulalhatova valtak a
kaotikus mozgas szokatlan sajitsagai.

Egyszerd mechanikai rendszer példaul egy inga (fo-
nalinga, fizikai inga), melynek egyszer( az id6beli visel-
kedése: ha meglokjiik, egy id6 utin nyilvain megall. To-
vabbra is egyszerd marad, ha az ingat jatszotéri hinta
modjara megfelelS id6kozonként gyengén 10kdossik. Az
inga valamely allapotinak megadasa mindoszze két val-
toz6 — a hely és a hozza tartozd sebesség — ismeretét
igényli. Marpedig, ha mindossze két allapotjellemzére
van sziikségtink, akkor ezek értékeit egy sikbeli koordi-
nata-rendszer tengelyeire felmérve az inga barmely alla-
potat egy (fazis)sikbeli ponttal, az inga mozgisa sorin
befutott allapotok 6sszességét pedig valamilyen sikbeli
alakzattal, gorbével (trajektoria) azonosithatjuk.

A surlodas kovetkeztében fokozatosan megalld inga-
nak ekkor egy origdba tarté spirdl, a hinta mozgasanak
pedig egy tnmagaba visszatér§ — a periodicitast szemlé-
letesen is megjelenits — zart gorbe felelne meg.

A fazistérbeli palyak a sarlodo inga esetében el6bb-
utobb egy (fix)pontban kotnek ki, mig az ingadéra (hinta)
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1. dbra. A strlodasmentes fonalinga mozgasanak fazissikbeli képe

esetében lassan rahtzoédnak egy zart gorbére. Igazan
egyszeru alakzatok — egy pont és egy zart gorbe — szem-
léltetik azokat az dllapotokat, amelyek mintegy maguk-
hoz vonzzak a kilonféle (IehetSleg kozel) kiindulo alla-
potokbdl elinditott palyakat. A rendszer idébeli viselke-
dését ezért a tovabbiakban éppen ezek az alakzatok, az
agynevezett altraktorok szerint osztalyozhatjuk. Ha az
attraktor egyetlen (fix)pontbdl all, akkor a rendszer
elébb-utébb dllandosult egyensulyi allapotban, zart gor-
be esetén pedig valamilyen periodikus mozgasnal kot ki.
Az inga tehat kettGs értelemben is egyszertnek tekint-
hetd. Egyrészt mert dllapotat kevés, mindossze két vilto-
z6 jellemzi, masrészt mert id6beli viselkedése is egysze-
rd. Itt egyszerd szerkezetl attraktorokkal van dolgunk.

Valamely rendszer idébeli viselkedését attraktordnak
geometriai tulajdonsagaival jellemezziik. Egyszerd attrak-
tor egyszerd, bonyolult attraktor bonyolult dinamikat
képvisel. Ha az ingat nem egy radra, hanem rugora eré-
sitjuk, vagy masik ingdra fuggesztjik fol, vagy gyengén
lokdosstik, esetleg magat a felfuiggesztési pontot kezdjik
vizszintesen rezegtetni, a rendszer tovabbra is egyszerd
marad, dllapotdt kevés viltozo irja le. A rendszer hosszu
tava viselkedését meghataroz6 attraktorok azonban lat-
vanyosan eltérnek az eddig megszokottaktol.

Egyszerd fizikai inga mozgdsarol

Egy fizikai inga kiterjedt méretd, és a fondlinga altalano-
sitasaként foghato fol. Példa lehet ra egy rad, amely rog-
zitett tengely koril forog surlodasmentesen. Az egyszerd
inga felfoghato a fizikai inga specidlis eseteként 1= ml*

3. dbra. A fizikai inga szdgsebessége az idG fiiggvényében
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2. dbra. A 90 cm hosszt fizikai inga mozgasinak szogkitérés—idé
fliggvénye

tehetetlenségi nyomatékkal, ahol m a nehezék tomege, /
a fonal hossza. A fizikai inga mozgasegyenlete a ra hato
forgatonyomaték alapjan (a surlodast elhanyagolva):

aro  mgl

— — +-5"sinB = 0,
dr? I

ahol I a tehetetlenségi nyomaték, 0 a szogkitérés. Defi-
nialva az inga

_ | mgl
N
rezonanciafrekvencijat, a mozgasegyenlet

0+ 0sind = 0
egyszeribb alakot olt, melyet két elsérendi differencial-
egyenletté irhatunk at:
k=y
§ = —oisinx+ f(p),
ahol f(y) a sarlodasra jellemzé tag, ennek alakjat méré-
stinknél a 7. abrdn lathatjuk. Ezek alapjan megrajzolhat-

juk a fazissikbeli abrat f(y) = 0 esetre (1. dbra).
Kis lengésekre hasznalhatjuk a

4. dabra. A surlodasos fizikai inga fazissikbeli dbraja. Jol latszik a (0;0)
fixpont
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5. dbra. A fizikai inga szoggyorsuldsa jelzi az ingdra hat6 forgatonyo-

maték valtozasat
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6. dbra. Az egyszerU fizikai inga szoggyorsuldsa a szogkitérés szerint

abrizolva

és a mozgasegyenletre ilyenforman a

ae . mgle ~0
dt 1

kozelitést. Ennek az egyenletnek van megoldésa:

0 =9, cos(w,1+8) mgl

ma.

ahol w, =

Ily modon a periddusidére a szokasos

I

mgl

T=2m

formula adodik.

A fizikai ingdnk 90 cm hosszu rad volt (a 30 és 60 cm-
es karokbdl allo kettGsingankndl atmenetileg egymashoz
erdsitettiik a két tengelyezett részt). Vizsgalataink a szog-
kitérés—idG (2. dbra), szogsebesség—idS (3. dbra) és a
forgatonyomatékrol is tajékoztatast ado szoggyorsulis—idd
(5. abra) osszefuggésekre koncentralodtak. Természete-
sen a kozegellenallast és tengelysurlodast nem tudtuk ki-
kiiszobolni. A 4. dbra mutatja a fizikai inga mozgasat a fa-
zissikon. A 6. dbran a szoggyorsulast a szogkitérés szerint
abrazoltuk. Itt jol latszik a sarlodas hatasa, mivel ugyanah-
hoz a sz6ghtz nem csak egy szoggyorsulis tartozik.

A 8. abran a maximalis szogkitérések idébeli valtozasa
mutatja az ingdra hat6 fékez6 er6k alakuldsat. A mozgas
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7. dabra. A szogkitérés csillapoddsa a mérés idStartama alatt (0-8 s)
y=1,35exp(-0,14t+4,5) - 31 fliggvény szerint tortént.
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8. dbra. Az inga csillapoddsanak mérése. Jol lathat6, hogy a mozgas kez-
deti szakaszan a kozegellenallas a sebességgel aranyos, mig a kisebb se-

elején az inga sebessége még elég nagy ahhoz, hogy a se-
bességgel aranyos kozegellenallasi erd foliilmalja a tenge-

9. dbra. Az eszkoz és a mérési elrendezés, valamint az elengedett inga
mozgisinak egy-egy fazisa
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lyeknél jelentkezd sarlodast. Itt expo-
nencialisan csillapodik. A csillapodast
az f(1) fuggvény kitevGjében szerepld
tényezd jellemzi. A mozgds masodik
szakaszin mar a tengelysiarlodas a
nagyobb. Ennek értéke nem valtozik
az idével, ezért linearis csillapodast
jelent. A surlodast jellemzs tényezs a
g(p) figgvény meredeksége.

A 8. abran lathat6, hogy a moz-
gas kezdeti szakaszan (0-3 s) az f(1),
a masodik szakaszban (3-9 s) a g(1)
fliggvény irja le a szogkitérés csok-
kenését.

FD = 74,556Xp[ ! )+16,41,

3,39
g(H) = 70,36 - 7,74 .

A g(p) fuggvény t> 9 s idStartamok-
ra mar nem értelmezhets, mert az in-
ga megallt.

Kett6s fizikai inga
Az eszkoz

Az ingat puhafabol készitettiik, felsé
része 60 cm, also része 30 cm hosz-
szu. A felsG végét egy potenciométer
tengelyéhez csavaroztuk, igy a kilen-
gésegeknél a csuszo érintkezSt moz-
gatja (9.a-d dbra). Sajnos éppen
emiatt 1ép fel itt jelentGs sarlodas. A
két darabot fémcsukloval 6sszeerdsi-
tettik. Itt olajozassal csokkentettiik a
surlodast.

A megfigyelési, mérési folyamat

A méréshez sziikséges fesziiltséget
(kb. 5 V) egy stabilizalt egyenarama
tipegység szolgiltatta. A potencio-
méter tengelyéhez rogzitett kettSs
fizikai inga fels6 karjanak szogelfor-
dulasaval ardnyos fesziiltséget (kalib-
ralaskor bedllitottuk a 0 és a 90 fokos
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10. dabra. A mozgas valos térbeli palyai

11. abra. A mozgas valos térbeli palyai vilagos hattérrel
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12. abra. A csuklo és az als6 kar végpontjanak valos térbeli palyai
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13. dbra. Az egyik mérés szogkitérés—ido grafikonja. Kezddfeltételek:

felsG kar kitérése 120°, a két kar altal bezart szog 20°
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14. dbra. A szogsebesség—idG grafikon, amit a szogkitérés—idé grafikon
numerikus derivaltjaként kapunk
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15. abra. A felsG kar mozgasanak fazissikbeli dbraja
szogkitérést) szolgiltatott az interfész (analdg input) egy-
ségen keresztil a szamitogépnek. A Data Monitor for
Windows (Vernier) szoftver rogzitette a bedllitott id6-
tartamon kereszttl kapott jeleket. Az inga mozgasarol
fényképeket és videofelvételt készitettiink. Az inga also
végére vilagitd LED-et szereltiink és a sotétben filmez-
tiik, illetve hosszt expozicios ideji (3-5 s) felvételeket
készitettink. Ezeken kirajzolodott a mozgds valos tér-
beli palyaja. A 10.a—c dabran ilyen felvételek lathatok az
eredeti hattérrel, a 11.a—d dbrdn az eredeti sotét hatte-
ret fehérre cseréltik. A mozgids valos térbeli palyajat
még jobban szemlélteti a 12.a—d dbra. Ezeken a korives
vonal a két kar csuklojanal 1évés voros LED, a masik vo-
nal az als6 kar végén 1évs kék LED képe. A felvételek
expozicios ideje 6-10 s volt.

A FIZIKA TANITASA

A mért adatok feldolgozisa, elemzések

A mérések soran kapott ¢ szogkitérés, ¢ idé adatparokat
atmasoltuk egy matematikai programba (Origin), mely-
nek segitségével grafikonon abrazoltuk (13. dbra). Mivel
az abrazolt adatokra fliggvény nem illeszthetd, igy a val-
tozasok jobb kovetésére elvégeztettik az adatokon a
numerikus derivalast. Ily modon a (¢ = ®) szdgsebes-
ség-id6 grafikonhoz jutottunk (14. dbra). Ujboli numeri-
kus derivalassal kaptuk a forgatbnyomatékra utald (M =
IB) B szoggyorsulds idébeli valtozasat (16. dbra). A fellé-
pG sarlodasra utal, hogy ugyanahhoz a kitéréshez mas
szoggyorsuldsok is tartoznak (17. dbra). Abrizoltuk a

szogsebesség () — szogkitérés (¢) grafikont (15. dbra).

16. dbra. A szogkitérés—idS grafikon masodik derivaltja, a szoggyorsu-
las—id6 grafikon
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17. abra. A szoggyorsulds abrazolva a szogkitérés fliggvényében
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18. abra. Két kozel azonos kezddfeltételd mozgas szogkitérés—idd gra-
tikonja
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19. dbra. A két mozgas szogkitérés-kiilonbségének valtozasa

A megfigyelés célja az volt, hogy megvizsgaljuk a kezdeti
feltételekre valo érzékenységet, amely a kaotikus mozga-
sok {6 jellemzgje. Ezért sok olyan mérést végeztiink, ahol
megprobaltuk reprodukalni az el6zéleg beallitott fels6 és
also6 kar induld helyzetét. A kezddfeltételekre valo érzé-
kenységet akartuk szemléltetni a két — ugyanolyan hely-
zethdl inditott — lengés szogkitérés grafikonjinak egy-
masra masolasaval is (18. abra). Kiszamoltuk és abrazol-
tuk a két mérés szogkitérés-kiilonbségeit (79. dbra). Ha
a két mozgis ugyantgy jatszodna le azonos (?) kezdéfel-
tételeknél, akkor minden érték nulla lenne, ahogyan az
abra elején és végén ez latszik is.

A hasonl6 kezddéfeltételd méréseket parosaval 6ssze-
hasonlitottuk. Kiszamitottuk a két mozgas fazissikbeli
tavolsaganak vialtozdsat. Kezdetben a kaotikus jelleg mi-
att mozgasok tavolodnak egymastol, késébb a surlodas
miatt ugyanahhoz a fixpont attraktorhoz tartanak, ezért
kozelednek egymidshoz. A két fazissikbeli pont kozti ta-
volsdgot a szogkitérések és a szogsebességek kiilonbsé-
gebdl (19. és 20. dabra) szamoltuk ki Pitagorasz tételé-
vel. Az 1. tabldzat masodik oszlopaban az inditastol a
két mozgas jelentSs eltdvolodasiig eltelt idét tintettiik
fel. Ttt a mozgds még elbre jelezhets. A harmadik osz-
lopban ettél a pillanattél a két mozgas talalkozasiig
eltelt id6t lathatjuk. Ez az id6 tobb mint hiromszorosa
az elGtte eltelt idSnek. A fizikai kettGsinga mozgasat
ezért tranziensen kaotikusnak mondhatjuk. Az inga 6sz-
szes energidja a surlodas és kozegellenallas miatt csok-
ken. Ha potolnank az energiaveszteséget (kiils6 gerjesz-
téssel), akkor a kialakulé mozgas dllandosult, vagyis
permanensen kaotikus lenne. A negyedik oszlop az el-
tavolodds meértékét jelz6 Ljapunov-exponensre tett
becsléstinket tartalmazza. Ezt Ggy kaptuk, hogy a fazis-

1. tablazat
Sorszam Kéosz el6tti Kdosz élettartama Exponens
id6tartam (s) ) (Y]
1. 2,75 6,50 0,84
2. 1,50 7,50 1,49
3. 1,75 6,50 0,48
4. 2,00 6,50 0,38
S. 2,00 6,50 0,75
itlag 2,00 6,70 0,79
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20. dbra. A szdgsebességek kozti killonbség valtozasa

sikbeli tavolsig—idd grafikonok novekvé részére expo-
nencidlis fuggvényt illesztettink (271. dbra). Ennek
alakja: A¢™ ahol A a Ljapunov-exponens.

Tovéabbfejlesztési lehetGségek

Szeretnénk az inga als6 karjinak mozgasat is elemezni.
Ehhez azonban Gj technikdra van sziikkség (pl. vektor-
szkopra). Tovabbi feladat az inga sirlodasanak csokken-
tése, esetlegesen kiillonbozé méretd karokkal valo vizs-
galodas. Megoldhat6 az is, hogy az inga felfiiggesztését
periodikus gerjesztéssel mozgassuk. Szeretnénk az inga
szimuldcios programjat is megirni, annak futtatdsi ered-
ményeit Osszevetni a méréskor tapasztaltakkal. Ezek a
feladatok 0j kihivasokat jelentenek a diakkori kutato-
munkaban.

Zarogondolatok

Vizsgalataink azt mutatjak, hogy a kdosz szamtalan jelen-
ségben megmutatkozik korilottink. Olyan kozismert
esetekben is, mint egy inga mozgasa. Fontos lenne az
ilyen jelenségek feltételeinek tanulmanyozasa, a folyamat
leirasa és dinamikajainak megismerése. Amennyiben nem
kivanatos a kaotikus viselkedés megjelenése egy rend-
szerben, meg kell talalni a modjat, hogy kiilsé beavatko-
zasokkal a rendszert el6re jelezheté mozgis felé tereljuk,
vagy legalabb meg tudjuk mondani, hogy egy adott rend-
szer viselkedése milyen koriilmények kozott valik kaoti-

21. dbra. A fazissikbeli tivolsig exponencialisan novekszik, ez kaoti-
kus jellegre utal
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kussa. Ugy érezziik, hogy megfigyeléseinkkel megtettitk
az elsG 1épéseket ebben az irdnyban. Tovabbi feladatnak
tekintjik a modszer tokéletesitését és a vizsgalati jelen-
ségkor kiszélesitését.

Koszonetnyilvanitds

Koszonetiinket fejezziik ki a bajai Szent Laszl6 Altalinos Mtvel&dési
Kozpont vezetésének, hogy munkankhoz biztositottak a szikséges
eszkozoket. Halaval tartozunk mentorunknak, 7é/ Tamdsnak (ELTE,
Elméleti Fizika Tanszék), aki a munkdnk soran sok hasznos tanacsot

MINDENTUDAS AZ ISKOLABAN

A KAOSZ

Vannak kozottink, akik gyakran halljak a kérdést: mi ez
a kdosz a szobadban? A hétkoznapi szOhasznalatban a
kdosz térbeli, statikus rendezetlenséget jelent. A modern
tudomany szohasznalatban viszont a kiosz a mozgds egy
fajtaja, mely az iskoldban tanult mozgisokhoz képest
szokatlan tulajdonsagokkal rendelkezik. Meglep& modon
ez a mozgasfajta mégis igen gyakori.

Az alabbi — az egyszerlség kedvéért a mechanika teri-

s

letérdl vett — példak segitenek megérteni a jelenséget.

Egyszert példik

Kett6s lejton pattogé golyo

A kaotikus mozgast mutatd rendszerek kozil talin a
legkézenfekvébb a két szemben allo lejté és a rajtuk
pattogd rugalmas labda altal alkotott rendszer (1. ab-
ra). A mozgast tetsz6leges hosszu ideig kovetve (a lég-
ellendllast elhanyagoljuk) sem taldlunk semmilyen sza-
balyossagot, ismétlédést. A kaotikus viselkedés abbol
adodik, hogy a masik lejtére valo atugras utan a labda
rendszerint nem pattan vissza oda, ahonnét jott. Igy al-
landbdan Gj helyzetek allnak eld, az azonos oldalon tor-
ténd, egymads utani titkdzések szdma pedig olyan tipusa
véletlen szamsorozatot ad, mintha dobdokockakkal alli-
tottuk volna eld!
1. dbra. Két azonos ddlésszogd, szemben 4ll6 lejtdn tokéletesen rugal-
masan pattogd golyo, légiires térben.

MINDENTUDAS AZ ISKOLABAN

és otletet adott. Koszonjiik a Mandelbrot Diakkor vezetGjének, Jalo-
veczki tanar Grnak a cikk megirasihoz és a mérés elvégzéséhez adott
instrukcioit.
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Golyo mozgdsa szabdlytalan edényben

Amikor egy golyot szabalytalan alaka talba helye-
zink, akkor mozgisa meglehetGsen szabalytalan lesz,
miel6tt az edény aljanak valamely pontjaban megnyu-
godna (2. abra). A golyd megallasa a surlodas és a lég-
ellenallas kovetkezménye. Ha allandoé energiabetapla-
ldst biztositunk, s a disszipdlodott energiat potoljuk
(pl. az edényt vizszintes sikban lassan mozgo feliletre
helyezzik), akkor ismét (tetsz6legesen) hosszu ideig
tartd szabalytalan, kaotikus mozgast kapunk. A surlo-
dasmentes esetben a mozgast az edény falanak alakja
(mint potencialgddor) hatirozza meg. Jol tudjuk, hogy
szabilyos, forgasszimmetrikus edényben (mely centra-
lis potencidlnak felel meg) nem alakulhat ki szabalyta-
lan mozgas, hiszen az impulzusnyomaték megmarada-
sa miatt a palyak egyszerlek. A szabailytalan esettel
kapcsolatos tapasztalatunk viszont azt mutatja: nem
gomb alakt napok koril a bolygopalyak kaotikusak is
lehetnének!

Lengo ejtogep

Tekintstink egy kicsiny csigan atvetett fonallal 6ssze-
kotott két tomegpontot (3. dbra). A jol ismert kozépisko-
lai feladatban mindkét pont csak fiiggdlegesen mozog-

2. dbra. Szabalytalan alaku tal és a benne mozg6 golyo.
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