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Börzsönyi Tamás

Szemcsés anyagokkal a mindennnapi életünkben, az
iparban és a természetben is gyakran találkozunk
[1–3]. Ennek ellenére viselkedésüket sok esetben
mind a mai napig megjósolhatatlannak találjuk. Gon-
dolhatunk a hegyoldalakon megfigyelhetô, elôre nem
jelezhetô kôlavinákra, vagy a nagy mechanikai fe-
szültség hatására összedôlô gabonasilókra. Gyakran
gondot okoz az ipari folyamatok tervezôinek, hogy a
szemcsés anyag „nem normálisan” viselkedik, például
különbözô méretû szemcsék összekeverésénél az
anyag a keverés, vagy rázás hatására inkább szétválik,
vagy más esetben csöveket dugít el, ahol pedig a szá-
mítások szerint folynia kellene. Így a szemcsés anya-
gok mechanikai, dinamikai tulajdonságainak vizsgá-
lata ma is aktív kutatási terület, ami sok más területtel
is összefügg. Erre egy jó példa a közlekedésdinamika,
ahol az autók vagy gyalogosok mozgását leíró model-
lek gyakran szoros rokonságot mutatnak a szemcsés
anyagok áramlási modelljeivel.

A szemcsés anyagok dinamikai viselkedését érdekes
dualitás jellemzi. Egyfelôl, a dobozból elég gyorsan
kiöntött cukor, vagy kávé a folyadékokhoz nagyon
hasonlóan folyik, másrészt, a folyás megindulásának
vagy – lassú öntés esetén megfigyelhetô – szakaszossá-
gának legegyszerûbb leírásához abból érdemes kiin-
dulni, hogy az anyag nagyon sok, piciny szilárd egy-
ségbôl áll. A szemcsés anyagokkal foglalkozó kutató-
kat, mérnököket régóta foglalkoztatja, hogy milyen
módon lehetne a szemcsés anyagok dinamikai jelensé-
geit a folyadékdinamikai kontinuumegyenletekhez
hasonló keretek között tárgyalni. Az egyik nehézség,
hogy a szemcsés anyag – ellentétben a normál folyadé-
kokkal – összenyomható, és sûrûsége nagyon tág hatá-
rok között változhat. Egy dobozban lévô anyagot inten-
zíven rázva könnyen elérhetô a nagyon ritka gázszerû

fázis, a doboz mozgatását fokozatosan lassítva pedig a
mozgásban lévô anyag sûrûsége folyamatosan növek-
szik, megközelítve a nyugalmi sûrûséget. Egy másik
nehézség, hogy, ellentétben az átlátszó folyadékokkal,
amelyekben az áramlási teret az anyag belsejében is
viszonylag könnyen feltérképezhetjük a folyadékba
helyezett „tracer” részecskék mozgását követve, a
szemcsés anyagok áramlását legtöbbször csak a felüle-
ten tudjuk nyomon követni. Így jóval kevesebb infor-
mációból kell rekonstruálnunk, hogy milyenek is lehet-
nek a különbözô geometriákban megfigyelhetô áramlá-
si terek, illetve az azokat meghatározó törvényszerûsé-
gek. A manapság már viszonylag elérhetô árú, gyors
videokamerák (néhány ezer kép/másodperc) elterjedé-
sével egyre intenzívebb adatgyûjtés folyik, hogy a
szóba jöhetô modelleket teszteljük. A különbözô nyírá-
si geometriák mellett az egyik gyakran vizsgált eset –
egyszerûsége miatt is – az érdes felületû lejtôn lefolyó,
nem túl vastag szemcsés réteg.

A folyadékok mozgásának leírásánál a nyírófeszült-
ség és a nyírás következtében létrejövô sebességgra-
diens között lineáris összefüggést találunk, amit egy
lényeges anyagi paraméter, a viszkozitás jellemez.
Egyszerû (newtoni) folyadékok esetében ez a viszko-
zitás konstans, bonyolultabb esetekben (pl. polimer-
oldatoknál) függ a nyírás erôsségétôl. A szemcsés
anyagok esete még ennél is bonyolultabb, mivel itt
hagyományos értelemben vett viszkozitásról sem be-
szélhetünk, hiszen a nyírófeszültség általában nem a
sebességgradiens elsô hatványával arányos. Ha a lej-
tôn lefolyó anyag esetét nézzük, akkor newtoni folya-
dékoknál a felszíni sebesség a rétegvastagság négyze-
tével arányosan nô, ami a konstans viszkozitás követ-
kezménye. Egy angol mérnök – R.A. Bagnold – a má-
sodik világháború utáni években intenzíven érdeklô-
dött, hogy hogyan is lehet ez a szemcsés anyagok
esetében. Azzal a modellel állt elô, hogy itt a nyírófe-
szültségnek a sebességgradiens második hatványával
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kell arányosnak lennie. Érvelése szerint a lejtôvel pár-

1. ábra. Lejtôn lefolyó szemcsés anyag felületén megfigyelhetô hul-
lámok felülrôl nézve. A folyás irányát a nyíl jelöli.

2. ábra. Érdes felületû lejtôn az áramlás csak egy kritikus rétegvas-
tagság (hc ) fölött indul meg, egy ennél kisebb hs vastagság alatt
pedig megáll. A két görbe közötti tartományban az anyag metastabil
állapotban van. A fenti görbék arra az esetre vonatkoznak, amikor a
lejtô érdessége a részecskemérethez (d ) hasonló.
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3. ábra. Ha a lejtô meredeksége meghalad egy kritikus értéket, a
lefolyó anyag spontán csíkokba rendezôdhet.
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huzamos, egymás fölötti rétegekben lévô, egymással
ütközô részecskék közötti lendületátadás a sebesség-
gradiens mértékével arányos. Másrészt, ezen ütközé-
sek frekvenciája szintén lineárisan függ a sebesség-
gradienstôl. Az így megindokolt négyzetes összefüg-
gés ahhoz vezet, hogy a felszíni sebesség nem a vas-
tagság négyzetével, hanem annak csak 3/2-ik hatvá-
nyával növekszik. Ez az, amit egyszerû kísérletekkel
igazolni lehet, és az elmúlt néhány évben többen is
kimutatták, hogy valóban így van, de csak addig,
amíg az anyag viszonylag lassan áramlik és sûrûsége
nagy, azaz alig tér el a nyugalmi sûrûségtôl. A nagyon
lassú határesetben a Bagnold-modell ismét érvényét
veszti, ezt az úgynevezett kvázisztatikus nyírási tarto-
mányt más geometriában intenzíven vizsgálják [4].

A lejtôn lefolyó réteg vizsgálata azonban nem csak a
fenti alaptulajdonságok szempontjából érdekes, hanem
azért is, mert a homogén állapot gyakran instabillá vá-
lik és különféle mintázatok alakulhatnak ki. Ezek lehet-
nek hasonlóak azokhoz, amilyeneket a hagyományos
folyadékoknál is láthatunk, de vannak olyanok is, ame-
lyeket folyadékokban eddig nem figyeltek meg.

A lejtô meredekségét növelve, a folyás megindulása
után a homogén állapot elsô instabilitása hullámok ki-
alakulásához vezet (lásd 1. ábra). Az már régóta ismert
tény, hogy egy függôleges falon vagy lejtôn lefolyó vé-
kony folyadékréteg instabillá válik és hullámok alakul-
nak ki. A jelenséget Kapitza-instabilitásként szokták em-
legetni. Az utóbbi években ezt az instabilitást többen is
vizsgálták szemcsés anyagokra, és azt tapasztalták, hogy
ugyan az instabilitás a folyadékokban megfigyelthez ha-
sonlóan inerciális eredetû, a hullámok tulajdonságai mé-
gis lényegesen eltérôek [5]. Ezeknél az anyagoknál
ugyanis – a newtoni folyadékokkal ellentétben – az in-
stabilitási küszöb könnyen eshet a folyási határ alá,
vagyis az instabilitás rögtön az áramlás megindulásánál
jelen lesz. Ez annak a következménye, hogy a lejtôre
helyezett szemcsés anyag csak egy kritikus hc vastagság
fölött kezd el folyni, illetve egy ennél kicsit kisebb hs
vastagságnál a folyás megáll. Így a szemcsés anyagot
vizsgálva azt tapasztaljuk, hogy a hullámok rögtön a fo-
lyás megindulása után kialakulnak. A vastagabb részek-
nél az áramlás felgyorsul, míg máshol elvékonyodik, le-
lassul és meg is áll. Ily módon a lejtô aljára az anyag már
diszkrét csomagokban (lavinákban) érkezik.

A két mennyiség – hs és hc – fontos paraméter és a
2. ábrán látható módon függ a lejtô dôlésszögétôl. A
két görbe végtelenbe fut a lejtô meredekségének egy
meghatározott értékénél. Azt a szöget, ami egy föntrôl
növesztett homokdomb oldalán alakul ki azután,
hogy abbamarad a bejövô anyagáram és a még moz-
gásban lévô szemcsék mind lefolynak, rézsûszögnek
(θr ) nevezzük, és, mint az várható, ez a hs görbe
aszimptotája (2. ábra ). Ez a szög körülbelül 31° ho-
mokszemcsék esetén és 21° üveggolyók esetén.

A lejtô meredekségét növelve, az áramlás gyorsulásá-
val egy másik, talán még érdekesebb instabilitás figyel-
hetô meg, amelynek során az anyag a 3. ábrán látható
módon csíkokba rendezôdik. Ez a jelenség hagyomá-
nyos folyadékokban hasonló körülmények között nem
figyelhetô meg. Érdekes, hogy ez egy csak nem régen
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felfedezett jelenség annak ellenére, hogy viszonylag tág

4. ábra. A különbözô áramlási rezsimek fázisdiagramja a bejövô
anyagmennyiséget szabályozó nyílás nagyságának és a lejtô mere-
dekségének függvényében.
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5. ábra. (a) A nyugalmi sûrûséggel (ρny ) normált átlagos anyagûrû-
ség a meredekség függvényében három különbözô H/d értékre. Az
áramlási tér sematikus ábrája a sûrû (b) és ritka (c) rezsimekben. A
sûrûség térbeli változását a szürkeség mértéke jelöli.
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tartományban megfigyelhetô. Ha a fázisdiagramot szem-
léljük (4. ábra ), amelyen a bejövô anyagmennyiséget
szabályozó nyílás H nagysága és a lejtô meredeksége

függvényében ábrázoltuk a különbözô áramlási rezsi-
mekhez tartozó tartományokat, akkor láthatjuk, hogy
egy jó nagy részt a csíkokból álló mintázat foglal el, míg
például az elôzôekben ismertetett hullámok csak a fá-
zisdiagram kis szegletéhez tartozó paramétereknél (vé-
kony, lassú rétegnél) figyelhetôk meg. Látható továbbá
az is, hogy csíkok csak egy kritikus lejtômeredekség fö-
lött figyelhetôk meg. A küszöbmeredekség sok általunk
vizsgált, különbözô rézsûszöget formáló anyagra uni-
verzálisan a tanθ/tanθr ≈ 1,4 értéknek felel meg.

Vizsgáljuk meg most a csíkokból álló mintázat szer-
kezetét és kialakulásának körülményeit. A 3. ábrán lát-
ható lézernyaláb felületrôl visszavert fényét az 1. kame-
ra segítségével detektálva meghatározhatjuk, hogy a
mintázathoz milyen magasságmoduláció tartozik. A
másik két kamera segítségével a sebességteret határoz-
hatjuk meg az áramló réteg felszínén, illetve a legalsó
rétegnél közvetlenül a lejtô fölött (egy erre a célra ké-
szített ablakon keresztül). Az elsô dolog, amit elemezni
érdemes az, hogy a mintázat a lejtô meredekségét vál-
toztatva széles tartományban megfigyelhetô, viszont tu-
lajdonságai a lejtô meredekségének növelésével drasz-
tikusan változnak. Ennek feltérképezésére készítettünk
egy olyan rendszert, amely az összes kiegészítô beren-
dezéssel együtt (kamerák, lézer stb.) könnyen billent-
hetô. Ennek segítségével nemcsak a különbözô rezsi-
meket határoztuk meg, hanem módunk nyílt azt is
megmérni, hogy hogyan változik az áramló anyag átla-
gos sûrûsége a lejtô meredekségének növelésével [6].
Ezt úgy tettük, hogy a fent említett módszerrel detektál-
tuk az áramlási vastagságot, miközben a lejtôt hirtelen
visszabillentettük, és az áramlást befagyasztottuk. A
mérést kellô körültekintéssel végezve könnyen megha-
tározhatjuk az áramlási és a nyugalmi sûrûség hányado-
sát. Az 5. ábrán látható, hogy ez a hányados erôtelje-
sen csökken a lejtô meredekségének növelésével. Azt
is láthatjuk, hogy két különbözô szerkezetû mintázatot
találtunk, amit sûrû és ritka rezsimként jelöltünk, mivel
az egyikhez tartozó átlagos sûrûség a 0,6ρny–0,9ρny a
másikhoz tartozó pedig a 0,2ρny–0,7ρny tartományban
van. A két rezsim közös vonása, hogy az áramlási vas-
tagság periodikusan változik az y irányban, viszont
lényeges különbség, hogy míg a ritka rezsimben a vas-
tagságminimumokhoz sebességmaximum tartozik, ad-
dig a sûrû rezsimben épp fordítva, azaz az áramlási
sebesség a vastagságmaximumnál a legnagyobb. A fel-
színen mért áramlási térkép arra enged következtetni,
hogy az áramlási tér vortex jellegû, ahogy azt az 5.b–c
ábrákon vázoltuk. Ez lehet annak a következménye,
hogy az instabilitás bizonyos tekintetben hasonlít a
folyadékok esetében jól ismert Rayleigh–Benard-insta-
bilitáshoz, amikor is egy alulról fûtött folyadékrétegben
hengeres áramlás alakul ki, mivel a melegítés hatására
a folyadék alsó része kicsit kitágul, és a fölötte lévô
hidegebb (sûrûbb) folyadékréteggel instabil konfigurá-
ciót alkot. Ilyen úgynevezett sûrûséginverzió jöhet létre
a szemcsékbôl álló rétegben is, ahol az érdes felületû
lejtôvel való ütközések hatására a részecskék közötti
átlagos távolság kicsit megnô a lejtôhöz közelebbi ré-
szen, vagyis egy viszonylag sûrûbb réteg csúszik egy
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ritkább réteg tetején [7]. Az, hogy az instabilitás emiatt

6. ábra. (a) A 3. ábrán látható lézernyaláb 1. kamerával rögzített
képe, miközben egy lavina épp ott halad el. A lézernyaláb képének
idôbeli változását rögzítve meghatározhatjuk a lavinák magasság-
profilját. A piciny golyókból álló szemcsés anyagban megfigyelhetô
lavina (b) elnyújtottabb, laposabb alakú, és benne a részecskék
mozgása kevésbé dinamikus, mint a szabálytalanabb alakú homok-
szemcsékbôl álló anyagban megfigyelt lavináknál (c).
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jön-e létre, vagy pedig a hengeres konvekció már egy
másodlagos következmény, még nem tisztázott. Úgy
tûnik ugyanis, hogy a mintázat kialakulása gyorsuló fo-
lyásnál történik, és, amikor a folyás a lejtôn lefelé ha-
ladva eléri a végsebességét (már nem gyorsul tovább),
a mintázat elhalni látszik. Így a folyás gyorsuló mivolta
is fontos tényezônek tûnik a mintázat kialakulása szem-
pontjából.

Mint már korábban említettük, kevés bejövô anyag-
mennyiség esetén az áramlás szakaszossá válik. En-
nek egy extrém határesete, amikor olyan kis ütemben
szórjuk a lejtô tetejére a szemcséket, hogy csak nagy-
ritkán indul meg egy-egy lavina. Ezek a lavinák aztán
formájukat és sebességüket tartva stacionárius módon
haladnak lefelé a lejtôn lévô sztatikus réteg felszínén.
A lavinák tulajdonságait vizsgálva azt tapasztaltuk,
hogy nagy mértékben függenek a szemcsés anyag
milyenségétôl [8]. Elsôként vegyük szemügyre a lavi-
nák alakját. A 6.a ábrán láthatjuk a 3. ábrán látható
lézernyaláb 1. kamerával rögzített képét. Ahogy a
lavina elhalad, a lézernyalábról felvett kép az idôben
változik, amibôl rekonstruálhatjuk a lavina magasság-
profilját (6.b–c ábrák). Piciny golyókat használva a
lavinák alakja elnyújtottabb, és magasságuk csak rit-
kán haladja meg a 2hs értéket (6.b ábra ). Ezzel szem-
ben a kicsit szabálytalanabb alakú, de még mindig
nem túl sarkos homokszemcsékbôl álló anyag eseté-
ben a lavinának egy magas, dinamikus frontja van,
amelynek magassága 3hs–4hs (6.c ábra ).

A nagy sebességû kamerával felvett felvételeken [9]
látható, hogy az említett két esetben megfigyelhetô
lavináknak nem csak az alakja gyökeresen különbö-
zô. A szabálytalanabb homokszemcsék esetén a lavi-
nafrontból kirepülnek a részecskék, azaz a tipikus
részecskesebesség (kb. 30%-kal) nagyobb, mint a la-
vina haladási sebessége. Golyókból álló rendszer ese-
tében viszont a lavina haladási sebessége nagyobb –
mintegy másfélszerese – a legnagyobb részecskese-
bességnek. Itt ugyanis a lavina haladása úgy történik,
hogy a lejtôn nyugalomban lévô (hs vastagságú) ré-
tegben lévô részecskék mozgásba jönnek a kicsit fen-
tebb lévô, már mozgó részecskékkel meglévô kontak-
tusaik folytán.

A fentiekben ismertetett és az azokhoz hasonló
egyszerû kísérletekkel fontos információkat tudha-
tunk meg a szemcsés anyagok alaptulajdonságairól,
segítségükkel megérthetünk a természetben megfi-
gyelt vagy ipari folyamatokban lejátszódó jelensége-
ket. Egy igen erôs motiváció azonban a numerikus
modellek érvényességi körének tesztelése is. A számí-
tógépes modellezésben az eszközrendszer folyamatos
fejlôdésével a valóságot egyre pontosabban leíró
rendszereket tudunk vizsgálni, ily módon költséges
kísérletek elvégzése helyett szimulációk segítségével
jósolhatunk meg fontos jelenségeket. A modellekben
számos egyszerûsítéssel szokás élni, amelyek jelentô-
sen javítják a numerikus számolások hatékonyságát,
viszont bizonyos mértékig korlátozzák is azok érvé-
nyességi körét. Egyik ilyen egyszerûsítés, hogy az
esetek túlnyomó többségében gömb alakú szemcsé-
ket használnak. Sok példát találhatunk arra, hogy
kísérletet piciny gömbökkel és szabálytalan alakú
homokszemcsékkel elvégezve hasonló viselkedést ta-
pasztalunk, ilyen volt például a csíkokból álló min-
tázat, de könnyen találhatunk lényegesen eltérô visel-
kedést is. Ilyen például a hullámok esete, ahol a két
esetben kvalitatívan hasonló, de kvantitatívan nagyon
különbözô dinamikát találunk, vagy a lavinák, ahol a
két rendszer viselkedése nemcsak kvantitatívan, ha-
nem már kvalitatívan is eltérô.
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