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1. ábra. A fiktív szórás „Feynman-gráfjai”
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VALÓSZÍNÛSÉG PTE Elméleti Fizika Tanszék
Hraskó Péter

A valószínûség a hétköznapi életben és a tudomány-
ban egyaránt nagy szerepet játszik, azonban vitatott
kérdés, hogy hol húzódik a határ a fogalom pontos
tudományos értelme és laza diszkurzív használata
között. A problémát egy kitalált, de azért elég realisz-
tikus részecskefizikai példán mutatom be.

Tegyük fel, hogy egy elméleti fizikus arra a követ-
keztetésre jut, hogy a neutron tartalmaz még három
eleddig ismeretlen típusú kvarkot, amelynek két le-
hetséges változata van. A két változatot fizikusunk
„fehér” és „fekete” kvarknak nevezte el, de nem tudta
megmondani, hogy a három újfajta kvark között hány
fehér és hány fekete van: Az elmélet mind a négy
lehetôséget (0, 1, 2 vagy 3 fehér kvark) egyformán
megengedte.

Sikerült azonban megmutatnia, hogy a fehér-fekete
színmegoszlás kísérletileg vizsgálható. Amikor ugyan-
is elektronokkal bombázzuk a neutronokat, az új
kvarkok egyike nagyon ritkán, véletlenszerûen, vir-
tuális részecske formájában rövid idôre kilép a neut-
ronból, és az elektron szóródni tud rajta. A folyamatot
az 1. ábra (természetesen fiktív) Feynman-gráfjai
szimbolizálják. Az „elmélet” szerint a fehér és a fekete
kvark különbözô módon szórja az elektronokat (az
egyik mondjuk „jobbra”, a másik „balra”), ezért ebbôl
a kísérletbôl meg lehet tudni, hány fehér és hány fe-
kete kvark van a neutronokban.

A kísérletnek ezt az aspektusát egy egyszerû urna-
modell szemlélteti. Egy urnában van három golyó,
amelyek csak a színükben különböznek egymástól:
lehetnek fehérek vagy feketék. Többször egymás után
véletlenszerûen kiveszünk egy golyót úgy, hogy mi-
után a golyó színét feljegyeztük, rögtön vissza is
tesszük az urnába (és az urnát természetesen minden
húzás elôtt jól megrázzuk).

Mi a valószínûsége annak, hogy n próbálkozás
során k fehér golyót húzunk? A válasz nyilván attól

függ, milyen a golyók színmegoszlása. Jelöljük a fehér
golyók számát M -mel (M = 0, 1, 2 vagy 3). A fekete
golyók száma ekkor (3−M ). Annak valószínûsége,
hogy egy fehér golyót húzzunk ki, M/3-mal, annak
valószínûsége pedig, hogy feketét, (1−M/3)-mal
egyenlô. A kérdésünkre – milyen valószínûséggel lesz
n kihúzott golyó között k fehér – a binomiális elosz-
lás adja meg a választ:

Ebben a képletben és a továbbiakban is minden
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valószínûséget jelentô függvényt val(.|…) alakban
írunk. A val() függvény argumentumát a | jel két rész-
re osztja. A vonaltól balra találjuk azt a változót,
amelynek a valószínûségérôl szó van. A függôleges
vonaltól jobbra található szimbólumok azokra a felté-
telekre utalnak, amelyek mellett a valószínûségi elosz-
lás érvényes. Az (1) képlet például akkor igaz, amikor
az urnában M fehér golyó van és összesen n -szer hú-
zunk. A biztonság kedvéért szerepel még egy F jel is,
amely figyelmeztet rá, hogy mindig vannak speciali-
zálatlan feltételek, amelyek közül késôbb egyet vagy
többet esetleg expliciten is meg kell majd adnunk.
Mivel minden valószínûségre egyöntetûen a val()
jelet használjuk, az argumentumból kell kiderülnie,
minek a valószínûségérôl van szó.
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Az (1) mindhárom tényezôjének világos matematikai

2. ábra. Binomiális eloszlás
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jelentése van. Az (M/3)k annak következménye, hogy –
feltételezésünk szerint – k -szor húzunk fehér golyót, az
(1−M/3)n−k-ra pedig azért van szükség, mert a maradék
(n−k ) alkalommal fekete golyót húzunk ki. Az

binomiális együttható veszi figyelembe, hány külön-
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bözô sorrendben következhetnek egymás után a fe-
hér és a fekete golyók. Ez az eloszlás helyesen van
normálva, mert a binomiális tétel alapján

A 2. ábrán példaként a val(k|2,12,F ) eloszlást ábrá-
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zoltuk.
Az (1) arra jó, hogy ha M -et ismerjük, kiszámíthas-

suk, milyen valószínûséggel húzunk n próbálkozás-
ból k -szor fehéret. Azonban nem ez az a valószínû-
ség, amelyre szükségünk van. Az M-et szeretnénk
megtudni, azt, hogy hány fehér kvark van a neutron-
ban (hány fehér golyót tartalmaz az urna). Már emlí-
tettük, hogy az 1. ábrán felrajzolt folyamatok, ame-
lyek errôl informálnak, nagyon ritkák, ezért a kísérlet
nagyon drága (a szükséges gyorsító-idô hosszú). Ezt
figyelembe véve a költségvetésünket – elég rugalma-
san – úgy állapították meg, hogy a kísérletet addig
folytathatjuk, ameddig – mondjuk – 5 bennünket ér-
deklô folyamatot nem találunk, ami az urnamodellben
n = 5 húzásnak felel meg.

Tegyük fel, hogy a kísérlet megtörtént és az 5 fo-
lyamatból 2 tartozott fehér, 3 pedig fekete kvarkhoz.
Az urnamodell nyelvén ebben a helyzetben a követ-
kezô kérdésre kell választ találnunk: Ha n = 5 húzás-
ból k = 2 fehéret kaptunk, akkor hány fehér golyó van
az urnában (mekkora az M )?

Biztosat nyilván nem mondhatunk, de esetleg kapha-
tunk M -re egy valószínûségi eloszlást, val(M|k,n,F)-t,
amely val(k|M,n,F )-tôl csak abban különbözik, hogy
a k és az M helyet cserélt egymással. Ez azonban egy-
általán nem lényegtelen különbség, mert a két jel a
függôleges választóvonal különbözô oldalán áll. A kü-
lönbség illusztrálására forduljunk a kockadobáshoz.
Annak val(6|ps ) valószínûsége, hogy 6-ost dobjunk fel-

téve, hogy a dobásunk páros, 1/3-dal egyenlô, mert a
kockán 3 páros érték található, és ezek egyenlôen való-
színûek. A val(ps|6) valószínûség viszont nyilván 1,
hiszen ha 6-ost dobunk, azzal automatikusan a dobá-
sunk páros is.

A valószínûségszámítás ismer egy képletet, a Bayes-
formulát, amely kapcsolatot teremt a val(X|Y,F ) és a
val(Y|X,F ) valószínûségek között. A képlet levezetésé-
hez azt kell felhasználnunk, hogy a val(X|Y,F ) feltéte-
les valószínûséget a

képlet segítségével számíthatjuk ki, amelyben val(X

(2)
val (X Y,F ) = val (X és Y F )

val (Y F )
,

ahol val (Y F ) ≠ 0

és Y|F ) az X és az Y együttes bekövetkezésének va-
lószínûsége.

A (2) igaz marad, ha az X -et és az Y -t felcseréljük
egymással:

Az (X és Y ) kijelentés (vagy esemény) természetesen

val (Y X,F ) = val (Y és X F )
val (X F )

,

ahol val (X F ) ≠ 0.

azonos az (Y és X ) kijelentéssel (eseménnyel). A két
képletbôl ennek a kijelentésnek a valószínûségét ki-
küszöbölve jutunk el a

Bayes-formulához (Bayes-tételhez ).

(3)
val (Y X,F ) = val (X Y,F ) val (Y F )

val (X F )
,

ahol val (X F ) ≠ 0

Mint látjuk, ez a képlet valóban kapcsolatot létesít
a val(Y|X,F ) és a val(X|Y,F ) valószínûség között. A
kockadobásos feladatban például Y → 6 és X → ps azo-
nosítással ez a reláció természetesen teljesül, mert –
mint láttuk – val(6|ps,F ) = 1/3, val(ps|6,F ) = 1, és
val(6|F ) = 1/6, val(ps|F ) = 1/2.

Térjünk most vissza a részecskefizikai példához (és
a neki megfelelô urnamodellhez), és a Bayes-tétel
segítségével fejezzük ki val(M|k,n,F )-t az (1) bino-
miális eloszláson keresztül:

Foglalkozzunk a jobb oldalon szereplô valószínûsé-

(4)val (M k,n,F ) = val (k M,n,F ) val (M n,F )
val (k n,F )

.

gekkel. A nevezôbeli valószínûség nem tartalmaz
M -et, ezért a

normálási feltétel segítségével kifejezhetô a számláló-

(5)
3

M = 0

val (M k,n,F ) = 1

ban álló valószínûségeken keresztül:

val (k n,F ) =
3

M = 0

val(k M,n,F ) val (M n,F ). (6)
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A számláló elsô tényezôje formailag azonos az (1)

3. ábra. Az M „tapasztalati” valószínûségi eloszlása
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függvénnyel, de – az (1)-tôl eltérôen – itt nem k függ-
vényeként kell érteni (fix M mellett), hanem M függ-
vényeként rögzített k -nál. A két függvény tehát ugyan-
abban az értelemben különbözik egymástól, mint az xn,
amikor a független változó x (hatványfüggvény), és
amikor a független változó n (exponenciális függvény).
A val(k|M,n,F )-nek is célszerû a két esetben különbö-
zô elnevezést adni. A (4)-ben, amikor a független válto-
zó M (rögzített k mellett), likelihood-függvény a neve
(magyarul is!), míg az (1)-ben a k valószínûségi eloszlá-
sának hívjuk.

A (4) számlálójának elsô tényezôje tehát a likeli-
hood-függvény, amit ismerünk. A második tényezô
mibenlétét kell még tisztáznunk. Ez a tényezô – a bal
oldalhoz hasonlóan – valószínûségi eloszlás M -ben,
ezért eleget kell tennie a

normálási feltételnek. A (4)-ben a bal oldali és a

(7)
3

M = 0

val (M n,F ) = 1

számlálóbeli M -eloszlás között az a különbség, hogy
az elôbbiben már figyelembe vettük a megfigyelés
(szóráskísérlet, urnakísérlet) eredményét (poszterior
valószínûség ), míg az utóbbi csak azokat az ismerete-
ket tartalmazza, amelyekkel a kísérlet elvégzése elôtt
is rendelkeztünk (prior valószínûség ). A Bayes-for-
mula tehát a kísérletezés lényegét fejezi ki tömör ma-
tematikai formában: egy kísérlet értelme ugyanis az,
hogy a meglévô ismereteinket korrigálja.

Mint már mondottuk, az elképzelt kísérletünkben 5
próbálkozásból 2 golyó bizonyult fehérnek. A likeli-
hood-függvényünk ekkor

Mi lesz a prior? A kísérlet elôtt fogalmunk sincs róla,

val (2 M, 5,F ) = 1
35









5
2
M 2 (3 M )3.

milyen a színeloszlás. Ezt a teljes tudatlanságot való-
színûleg akkor fejezzük ki megfelelô módon, ha kez-
detben mind a négy lehetséges M -et egyenlôen való-
színûnek tekintjük:

(ez a valószínûség semmiképpen sem függhet attól,

val (M n,F ) = 1
4

hogy a késôbb elvégzendô kísérletben mekkora lesz
az n ).

Mindezeket (4)-be helyettesítve a keresett valószí-
nûségre a

képletet kapjuk. A K -ra az (5) normálási feltételbôl a

(8)val (M|2,5,F ) = K M 2 (3 M )3

érték adódik. Így végül

K = 1
12 23 22 13

= 1
12

Ezt a valószínûségi eloszlást a 3. ábrán láthatjuk. Mi-

(9)val (M 2,5,F ) = 1
12

M 2 (3 M )3.

vel fehér golyót is, feketét is húztunk, ezért bizonyos,
hogy M nem lehet egyenlô se nullával, se hárommal,
és a kísérlet szerint az urna kétszer olyan valószínû-
séggel tartalmaz egy fehér golyót, mint kettôt. Ez
ugyan távol van a bizonyosságtól, de részecskefiziku-
sunk számára értékes információt jelenthet.

✧
Ez az a pont, ahol visszatérhetünk a legelsô bekez-
désben felvetett problémához. A helyzet ugyanis az,
hogy a valószínûségszámítás mûvelôinek óriási több-
sége szerint a (9) képlet tökéletesen értelmetlen, mert
annak, hogy a neutronban hány fehér kvark van,
nincs valószínûsége, hiszen ez a szám nem a véletle-
nen múlik, hanem határozottan nulla, vagy egy, vagy
kettô, vagy három. Ugyanez a helyzet természetesen
az urnával is. Bizonytalanságról és valószínûségrôl itt
csak a színeloszlásra vonatkozó tudásunk kapcsán
lehet szó, ami azonban esetleges, szubjektív dolog
(szubjektív valószínûség ). Az effajta szubjektív elvá-
rást szigorúan véve nem is lenne jogos valószínûség-
nek hívni, mert egyáltalán nem lehetünk biztosak
benne, hogy alkalmazhatók rá a valószínûségszámítás
tételei, konkréten például a Bayes-formula.

A (9)-cel ellentétben – folytatódik az érvelés – az (1)
binomiális eloszlás a véletlenen múló objektív valószí-
nûséget fejez ki, hiszen ugyanazt a kísérletet sokszor
megismételve ellenôrizhetô a helyessége. A legegysze-
rûbb esetben például, amikor csak egyszer próbálko-
zunk (n = 1), a képlet szerint val(1|M,1,F ) = M/3 való-
színûséggel húzunk fehér golyót. Az M itt természete-
sen tökéletesen határozott szám, ha az urnában mond-
juk csak 1 fehér golyó van, akkor 1/3. A kísérletet akár-
hányszor megismételhetjük és empirikusan meghatá-
rozhatjuk a fehér golyók elôfordulásának relatív gyako-
riságát. Azt fogjuk találni, hogy a húzások számának a
növelésekor a relatív gyakoriság 1/3-hoz tart, ahogy ezt
a valószínûség intuitív jelentése alapján várjuk is, és ez
teljesen független attól, mit tudunk vagy gondolunk a
színmegoszlásról az urnában.

A relatív gyakoriságként értelmezett valószínûsé-
gekrôl (objektív valószínûség ) nagyon könnyû belát-
ni, hogy eleget tesznek a valószínûségszámítás axió-
máinak, és ennek következtében természetesen a
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Bayes-formulának is. Annak val(ps|F ) valószínûsége
például, hogy egy kockával párost dobunk, vagy az a
val(6|F ), hogy 6-ost dobunk vele, nyilvánvalóan ob-
jektív valószínûségek. Ezért nem meglepô, hogy a
Bayes-formula érvényes rájuk. A val(k|M,n,F)-fel és
a val(M|k,n,F )-fel azonban nem ez a helyzet, mert
közülük csak az elsô objektív.

Lehet-e bármit is felhozni ezzel az objektív („frekven-
tista”) nézôponttal szemben a szubjektív („bayesi”) fel-
fogás védelmében? Meg lehet például jegyezni, hogy a
relatív frekvenciát csak végtelen hosszú kísérletsorozat-
ban lehet pontosan azonosítani a valószínûséggel. Ilyen
sorozatok azonban csak a képzeletünkben léteznek,
ezért a frekventista felfogás is tartalmaz szubjektív ele-
met. Elképzelhetô azonban ennél konstruktívabb ellen-
vetés is: az, ha sikerülne megmutatni, hogy a szubjektív
valószínûség is rendelkezik azokkal a tulajdonságok-
kal, amelyek elégségesek a Bayes-tétel igazolásához.

Több olyan gondolatmenet is ismeretes, amelyek
elég meggyôzôen demonstrálják, hogy valóban ez a
helyzet. Az alábbiakban – befejezésül – röviden kité-
rek az egyikre (azért csak röviden és vázlatosan, mert
a gondolatmenet nehéz, és részletes ismertetése
messze meghaladná ennek az írásnak a kereteit).
Elôbb azonban tisztázni szeretnék egy lehetséges
félreértést. Az, hogy valami igazi valószínûség-e vagy
csupán „amorf elvárás”, nem azon múlik, hogy érvé-
nyes-e vagy sem. Ha például egy kockáról feltétele-
zem, hogy egyenlô valószínûséggel esik mind a hat
oldalára, utóbb pedig kiderül, hogy ez nem igaz, mert
a kocka cinkelt, az eredeti hibás várakozásom ettôl
még valószínûségi természetû marad. Csak az érvé-
nyessége az, ami elvész. Ugyanígy, a val(M|n,F ) =
1/4 szubjektív prior az urnapéldában biztosan nem
érvényes (nem igaz), de nem ezen múlik, hogy tekint-
hetô-e igazi valószínûségnek, vagy sem.

1946-ban Richard Cox igényes bizonyítást adott
arra, hogy a Bayes-tétel a szubjektív valószínûségekre
is alkalmazható.1 A bizonyítás a következô három

1 Am. J. Phys. 14 (1946) 1–13.
2 Az angol belief szó pontosabban fejezi ki, hogy mire kell gon-
dolni. A belief magyar jelentései azonban (hit, meggyôzôdés, biza-
lom) olyan érzelmi töltettel rendelkeznek, amelyek alkalmatlanná
teszik ôket egy tisztán valószínûségszámítási fogalom megnevezésé-
re. Ezért választottam – jobb híján – az elvárás nevet.

feltevésen alapult:
1) A szubjektív elvárások2 a mértékük szerint sorba

rendezhetôk: Ha X teljesülésére inkább számítunk,
mint Y -éra, Y teljesülésében pedig jobban bízunk,
mint Z megvalósulásában, akkor X teljesülésére in-
kább számítunk, mint Z -ére. Ezt a feltevést matemati-
kusabb formában is megfogalmazhatjuk, ha az X, az
Y, a Z stb. kijelentésekhez úgy rendelünk (egyébként
önkényesen) elv(X|F ), elv(Y|F ), elv(Z|F ) valós
számokat, hogy teljesüljenek az

egyenlôtlenségek. Az elv(.|F ) függvény természetesen

elv (X F ) > elv (Y F ) > elv (Z F )

az elvárás mértékére utal az F nem specifikált feltételek

teljesülése mellett. Az F -re való utalás biztosítja, hogy a
jelentôs mértékben eltérô kontextushoz tartozó elvárá-
soknak ne kelljen egymással összehasonlíthatóknak
lenniük. Nehéz elképzelni olyan körülményeket, ame-
lyek között össze kellene hasonlítanunk mondjuk
annak az elvárását, hogy holnap földrengés lesz Lissza-
bonban azzal, hogy a Voyager-2 ûrszonda rádióadója
holnap végleg felmondja a szolgálatot.

2) Ha X bekövetkeztére van elvárásunk, akkor X el-
maradására is automatikusan rendelkezünk elvárással.

3) Ha van elvárásunk Y teljesülésérôl, valamint ar-
ról, hogy X teljesül feltéve, hogy Y teljesül, akkor ar-
ról is van elvárásunk, hogy X és Y együttesen teljesül.

A gondolatmenetében Cox még azt is megkövetelte,
hogy ha egy adott információt több különbözô módon
tudunk felhasználni, mindig ugyanazokhoz a követ-
keztetésekhez jussunk el, akármelyik lehetséges eljá-
rást válasszuk is az analízishez. Azt bizonyította be,
hogy ha a három feltétel teljesül, akkor az elv(X|F )
elvárások eleget tesznek a valószínûségszámítás axió-
máinak, speciálisan az

összefüggéseknek, és ha I bizonyosan igaz, H pedig

elv(X F ) elv(X F ) = 1, (X a „nem X” jele),

elv(X és Y F ) = elv(X Y,F ) elv(Y F )

bizonyosan hamis, akkor

Ezek az összefüggések a valószínûségek legalapvetôbb

elv(I F ) = 1,

elv (H F ) = 0.

tulajdonságait fejezik ki, közöttük azt is, amelyik a
Bayes-tétel igazolásához szükséges, ezért az elv() függ-
vényeket helyettesíthetjük bennük val() függvényekkel.
Cox bizonyítása alapján ezért konzisztens elvárásainkat
valóban tekinthetjük valószínûségeknek.

✧
A „bayesi módszerrel” egyre gyakrabban lehet találkoz-
ni az olyan publikációkban, amelyek mérések tervezé-
sével és az eredmények kiértékelésével foglalkoznak.
Ez a módszer ugyanis jelentôs mértékben kitágítja az
analízis lehetôségeit, mert a problémák sokkal széle-
sebb körében teszi lehetôvé a valószínûségszámítás
részletesen kidolgozott, hatékony fogalmi és matemati-
kai apparátusának alkalmazását. Ez az ismertetés azért
született meg, mert szubjektíven nagyon valószínûnek
tartom, hogy a szubjektív valószínûségek Bayes-tételen
alapuló bevezetését egyre szélesebb körben fogják
megengedett eljárásnak tekinteni és alkalmazni.

Függelék

A val(M|k,n,F) poszterior valószínûség – mint láttuk –
szubjektív, de matematikailag teljesen határozott kifeje-
zés, amelynek a tulajdonságait meg lehet vizsgálni. A
függelékben két olyan fontos matematikai tulajdonságá-
ra mutatok rá, amelyek megerôsítenek abban, hogy
nincs okunk idegenkedni a szubjektív valószínûségektôl.
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A val(M|k,n,F ) elsô argumentuma, az M változó, a
0, 1, 2, 3 értékeket veheti fel, és a függvény értéke álta-
lában egyik M -nél sem nulla. Ezek közül csak az egyik
egyezik meg a fehér golyók valóságos számával az ur-
nában. Jelöljük ezt a számot M -mel. A val(M|k,n,F )
függvény elsô tulajdonsága, amelyet igazolni is fogunk
az, hogy amikor a próbálkozások n száma egyre na-
gyobb és nagyobb, a val(M|k,n,F ) értéke M = M -nél
1-hez, a többi M értéknél pedig nullához tart. Tömören
ezt így fejezhetjük ki:

Ennek a tulajdonságnak az ismeretében válaszolni

(10)lim
n →∞

val (M k,n,F ) =







1, ha M = ,

0, ha M ≠ .

tudunk a következô kérdésre: n elôzetes húzás ered-
ményének (a k -nak) az ismeretében mi a valószínûsé-
ge annak, hogy a következô, (n+1)-edik, próbálko-
zásnál fehér golyót húzunk. A választ az

összeg adja meg. A fehér golyó valószínûsége ugyanis

(11)
3

M = 0

M
3

val (M k,n,F )

M /3-mal egyenlô, ezt kell súlyozni a lehetséges M -ek
valószínûségével. A (10) figyelembevételével nagy
n -nél ez az összeg az M /3 értékhez tart. Egy hosszú
sorozatban tehát a fehér golyók gyakoriságára a
val(M|k,n,F ) szubjektív poszterior valószínûség
ugyanazt az objektív értéket szolgáltatja, mint a frek-
ventista felfogás – teljesen elmosódik a különbség a
két megközelítés között.3

3 Ilyen természetû problémával Laplace foglalkozott elôször. Azt a
kérdést vizsgálta, hogy ha egy ismeretlen tulajdonságú pénzérmét
n -szer feldobunk és a sorozatban k fejet találunk, akkor mi lesz a fej
valószínûsége az (n+1)-edik dobásban. A pénzfeldobást is az (1) bi-
nomiális eloszlás írja le, ha benne M/3-at az érmét jellemzô p para-
méterrel helyettesítjük, amely a (0, 1) intervallumban bármilyen érté-
ket felvehet. Ha ezt a p -t ismerjük, a kérdés könnyen megválaszolha-
tó: A fej valószínûsége minden egyes dobásban p -vel egyenlô. A p -t
azonban általában nem ismerjük, erre a nagyon is valóságos esetre
vonatkozott Laplace kérdése. Azt találta, hogy a keresett valószínû-
ség (k+1)/(n+2)-vel egyenlô. Ez a képlet tetszôleges n -nél (n = 0-nál
is) érvényes. Ebbôl vonható le az a következtetés, hogy az ismeretlen
p egy hosszú sorozat relatív frekvenciájával egyenlô.

Laplace ismerte a Bayes-tételt és a jelentôségével is tisztában
volt, de ebben a bizonyításban nem használta fel. A Bayes-tétel ki-
használásával a bizonyítás nagyon leegyszerûsödik és kevesebb fel-
tevést igényel, mint amennyire Laplace-nak szüksége volt.

A (11) képlet azonban tetszôleges számú próbálko-
zásra érvényes, sôt, ha a val(M|k,n,F )-t a prior való-
színûséggel helyettesítjük benne, azt a valószínûséget
adja meg, amellyel a legelsô próbálkozásnál húzunk
fehér golyót. Mivel a prior valószínûségi eloszlás 1/4-
del egyenlô, erre a valószínûségre – ahogy várható – az
1/2 értéket kapjuk. Ha pedig az elsô húzás fehér golyót
eredményezett, akkor – mivel ezen az egy tényen kívül
semmiféle más információnk sincs a golyók színelosz-
lásáról – a második húzásban 1/2-nél nagyobb valószí-
nûséggel várhatjuk (szubjektív valószínûség!), hogy
újra fehéret húzzunk. A (11) képlet erre a megnöve-

kedett valószínûségre a 7/9 értéket szolgáltatja, mert
benne val(M|1,1,F ) = M/6-tal egyenlô. Persze ha is-
mernénk M -et (a fehér kvarkok számát a neutronban),
akkor mindkét valószínûség ugyanazzal az M/3-mal
lenne egyenlô. De most még csak a kezdeti lépéseket
tesszük M megismerése felé: Ezért változik egyik lépés-
rôl a másikra a fehér golyó találati valószínûsége.

A (10) bizonyítására rátérve mindenekelôtt azt kell
tisztázni, hogyan viselkedik k, amikor n a végtelenhez
tart. Az M = 0 esetben a k végig zérus, mert ekkor az
urnában egyáltalán nincs fehér golyó. Amikor pedig
M = 3, az urna csak fehér golyót tartalmaz, ezért k
folyamatosan n -nel egyenlô. A két közbülsô esetben
k viselkedését a Nagy Számok Törvénye határozza
meg, amely szerint hosszú húzássorozatban a k /n
arány ahhoz a valószínûséghez tart, amellyel egyszeri
próbálkozásnál fehér golyót húzunk: M = 1-nél ez a
valószínûség 1/3-dal, M = 2-nél 2/3-dal egyenlô.

A (8)-ra vezetô gondolatmenet alapján a poszterior
valószínûségre tetszôleges k, n párnál a

képletet kapjuk, amelyben a normálási tényezô

(12)val (M k,n,F ) = Kkn M
k (3 M )n k

értékkel egyenlô (a szumma alatti M -et azért változ-

(13)
Kkn = 1

3

m = 0

m k (3 m)n k

tattukm -re, hogy nehezebb legyen összetéveszteni az
M változóval).

Tárgyaljuk elôször a k = 0 esetet, amikor az n pró-
bálkozás egyikében sem húzunk ki fehér golyót. Ha
M = 0, akkor ez biztosan így van, de M = 1-nél és M =
2-nél is elôfordulhat. A Nagy Számok Törvénye alap-
ján azonban ez utóbbi két esetben egy k = 0-s sorozat
valószínûsége n → ∞-nél nulla. Amikor k = 0, a (12)-
ben M = 0-nál a 00 kifejezés jelenik meg, amely hatá-
rozatlan: limx→ 0x

0 = 1, míg limx→ 0 0
x = 0. A (12)-ben ezt

a kifejezést 1-nek kell tekinteni, mert a

likelihood-függvénybôl származik, amely – mint a k

val (k 0,n,F ) =








n
k

0k (1 0)n k

valószínûségi eloszlása – 1-re van normálva:

Az összeg k > 0 tagjai azonban mind nullák, ezért a k =

n

k = 0









n
k

0k (1 0)n k = 0 (1 0)
n
= 1.

0-s tag az, ami 1-gyel egyenlô. Ebbôl látható, hogy az
ebben a tagban szereplô 00 kifejezés 1-nek tekintendô.

Ennek ismeretében a (12)-bôl nyilvánvaló, hogy

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M M M

Amikor n → ∞, a nevezô elsô két tagja elhanyagolható

val (M 0,n,F ) = (3 M )n

1n 2n 3n
.

a 3n mellett, ezért ebben a határesetben az M = 0-hoz
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tartozó valószínûség 1-hez, a többi nullához tart. A
most vizsgált esetben (M = 0) a (10) szerint valóban
ennek kell történnie. Teljesen hasonlóan igazolható
(10) helyessége akkor is, amikor k = n.

A közbensô tartományban, amikor 0 < k < n, (12)
szerint

val (M k,n,F ) =













2n k

2n k 2k
ha M = 1,

2k

2n k 2k
ha M = 2,

0 ha M = 0 vagy M = 3.

(14)

Most, amikor k nem egyenlô se 0-val, se n -nel, az n
kihúzott golyó között fehérek és feketék is vannak,
ezért M nem lehet se 0, se 3. A (14) harmadik sora
mutatja, hogy ebben a tekintetben összhangban va-
gyunk (10)-zel. Véges n -nél a (14)-beli két tört egyike
se nulla, de az n → ∞ határesetben, a (10)-zel ugyan-
csak összhangban, az elsô tört 1-hez, a második nullá-
hoz tart, M = 2-nél pedig pont megfordítva. Ez annak

a következménye, hogy a Nagy Számok Törvénye
szerint M = 1-nél k helyébe n /3-t, M = 2-nél pedig
2n /3-t kell írnunk. A (10) érvényességét ezzel minden
lehetséges esetre igazoltuk.

A val(M|k,n,F) másik kedvezô matematikai tulajdon-
sága, amelyre a függelék elején utaltunk az, hogy a (10)
képlet érvényes marad akkor is, amikor val(M|n,F) =
1/4 helyett másik prior valószínûséget választunk. Ez a
prior lényegében tetszôleges lehet. Az egyetlen kikötés
az, hogy egyik M -nél se legyen pontosan nulla. Ez a
tulajdonság, amelyet numerikus szimuláció segítségével
lehet demonstrálni, azért nagyon fontos, mert a szubjek-
tív valószínûség kritikusainak gyakori érve, hogy a prior
valószínûség megadásának a szükségessége elfogadha-
tatlan önkényességet visz bele a számításokba. Amikor
azonban n elég nagy, a függés a prior valószínûségtôl –
mint látjuk – gyenge. Abban a nagyon gyakori esetben
pedig, amikor az n értéke korlátozott, a poszterior való-
színûséget javíthatjuk azzal, hogy a prior megválasztásá-
nál maximálisan kihasználjuk az elôzetes ismereteinket
és a megalapozott elvárásainkat. Így például egy kísérlet
megismétlésénél a korábbi kísérlet poszterior valószí-
nûségét választhatjuk priornak.

M

M

M

M M

A RÉSZECSKEFIZIKA ANYAGELMÉLETE:
A STANDARD MODELL MTA KFKI RMKI

és MTA ATOMKI, Debrecen

Horváth Dezső

A CERN nagy hadronütköztetô (LHC) gyorsítóját
2008-ban indítják, négy hatalmas észlelôrendszere
közül kettôben jelentôs magyar részvétellel. Az LHC
egyik fô feladata a részecskefizika elméletének, a
Standard modellnek kísérleti ellenôrzése. Mivel ma-
napság igen sokszor emlegetjük, a szerkesztôk kéré-
sére megírtam ezt a bevezetô jellegû összefoglalót a
Standard modell elméleti alapjairól és legelemibb
kísérleti bizonyítékairól. Ehhez persze jelentôs mér-
tékben felhasználtam korábbi hasonló cikkeimet –
fôként a Természet Világa Mikrokozmosz különszá-
mában (szerk. Lévai Péter és Hegyi Sándor, 2000) és a
Handbook of Nuclear Chemistry (szerk. Vértes Attila
és társai, 2003) 1. kötetében megjelenteket –, úgy-
hogy, ha bizonyos dolgok visszacsengenek egy-egy
hûséges és jó emlékezô-tehetségû olvasónak, az nem
a véletlen mûve.

Állandó vita tárgya, hogyan írjuk a Standard modellt
magyarul. Angolul Standard Model, magyarul szokás
csupa kis betûvel írni. Szerintem ez nem egy szabvá-
nyos modell, hanem Standard a neve, hasonlóan a pesti
Váci utcához, szemben Vác egyik váci utcájával.

A továbbiakban tehát megpróbálom összefoglalni a
részecskefizika alapismereteit. Mivel a fizika egzakt
tudomány, csak szavak használata szükségszerûen
zavar érzetét kelti. Ha cikkem összezavarja az olvasót,
az a szerzô hibája, nem a mögötte levô fizikai elméle-

té, amely pontos matematikai formalizmuson alapul
és elôrejelzései gyönyörûen egyeznek a kísérleti ered-
ményekkel, amint azt a késôbbiekben látni fogjuk.

Elemi (és még elemibb) részecskék

A természet megismerésének egyik iránya egyre mé-
lyebbre hatolni az anyag szerkezetében. Ennek során,
minden nagyobb lépés eredményeképpen újabb,
oszthatatlannak hitt részecskék jelentek meg: Démok-
ritosz 4 atomja (a-tom = oszthatatlan), Dalton és Men-
gyelejev elemeinek atomjai, Rutherford atommagja,
majd az úgynevezett elemi részecskék, amelyek közül
a legismertebb az elektron, a proton és a neutron, lát-
ható világunk fô alkatrészei. Az elektron valóban ele-
mi, de a proton és a neutron egyáltalán nem azok,
komoly belsô szerkezettel rendelkeznek.

Az elemi részecskéket különféle szempontok sze-
rint osztályozzuk. A legfontosabb a spin (saját perdü-
let1) szerinti osztályozás: a feles spinû (S = 1/2; 3/2;

1 Egy R sugarú körpályán V sebességgel mozgó, M tömegû test
perdülete MVR. A spin nem kapcsolható a részecskék forgásához,
de hozzáadódik más eredetû perdületekhez, az atomokban például
a pályamomentumhoz. Nagyságának természetes egysége a redu-
kált Planck-állandó, = h/(2π).
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