
seit mutatjuk, míg pirossal a Spitzer-teleszkóp infra-
vörös felvétele látható. A még pontosabb részleteket
segít megérteni a teljesebb spektrum, ezt mutatják
fölül a különbözô ûrtávcsövek egyesített képei.

Epilógus

E látványos kitérô után egy kis összefoglalással tér-
jünk vissza a csillagászatra. A Kaliforniai Egyetem
asztronómia, asztrofizika és kozmológia részlegének
bevezetô csillagászati elôadásában áttekintik az el-
múlt évszázadok legfontosabb eredményeit, megem-
lítve azt is, hogy milyen felfedezés tette lehetôvé ezek
elérését. Röviden ismételjük meg:

• 1609 körül: nem a Föld a centrum (csillagászati
távcsô és Galilei megfigyelései),

• 1814 után: a Napot és a csillagokat hidrogéngáz
alkotja, és ma már tudjuk, a fúzió fûti (spektrográf
felfedezése, Fraunhofer ),

• 1929: galaxisunk nem központja a Világegyetem-
nek (Hubble és a Mt. Wilson 2,5 méteres óriástávcsö-
ve + nagy formátumú fotólemez),

• 1965: Big Bang (Penzias és Wilson, rádiótelesz-
kóp – ûrtávcsövek igazolják!),

• 1995-tôl: a bolygók gyakoriak az Univerzumban
(modern CCD-detektorok, jódcella a pontos sebesség-
mérésre),

• 1998: döntôen a „sötét energia” (Dark Energy)
tölti ki az Univerzumot (nagy formátumú CCD-detek-
torok, 10 méteres Keck-teleszkóp)…

És most már tudjuk, hogy ez csak a kezdet – ha
valaki kíváncsi, mi készül az égen, olvassa el Szat-
máry Károly és Szabados László Ûrtávcsövek címû
cikkét a Meteor csillagászati évkönyv 2009-es köteté-
ben, ha meg arra, hogy mi várható a földi csillagászat-

ban, olvassa el Fûrész Gábor cikkét a közeljövô leg-
nagyobb tervezett távcsöveirôl a Természet Világa
2009/1-es különszámában (Feltárul a Világegyetem ).

Befejezésül ma azt hisszük, hogy nagy valószínû-
séggel tudjuk, hogy mi a Világegyetem „összetétele”:

• 4% közönséges (barionos) anyag – ez az, amit
régóta és egyre inkább látunk, hála a CCD-nek is!

• 21% sötét anyag – ez az, amit indirekt módon a
gravitáció segítségével „mérhetünk”, hogy mi ez az
anyag, azt keressük az új CERN gyorsítóval és az elemi-
rész-fizika szokásos elméleti és kísérleti eszközeivel.

• 75% sötét energia – a Világegyetem gyorsulva tá-
gul, ezt mérte meg két csoport 1998-ban, és azóta so-
kan, és erre jók a nagyon régi, tízmilliárd éves szuper-
nóvák, no meg a CCD-k! Hogy ez az „energia” mi lehet,
arról sejtelmünk sincsen, alig merem leírni, de azt is
gondolták, hogy a gravitációs tér vákuumenergiája ta-
lán – de a becsült energiasûrûség 120 nagyságrenddel
nagyobb, mint az Einstein-egyenletekbôl következik!

Ha egy becslés 120 nagyságrenddel tér el attól, amit
várnánk, azt nemigen lehet komolyan venni! Ezért is
hiszem azt, hogy valami nagyon új úton kell elindul-
nunk, és ez kicsit több lehet, mint a már említett kvan-
tumhipotézis! Arra gondolhatunk, amit a nagy perzsa
filozófus, matematikus, fizikus, csillagász (szóval poli-
hisztor és még költô is), a perzsa naptárreform beveze-
tôje, Omar Khajjám több mint 900 éve mondott:

„Gondold meg: ami a világon van, az nincs.
Fontold meg: ami a világon nincs, az van.”

(Képes Géza fordítása)
Bízzunk a jövô évek Nobel-díjasaiban és a sok ifjú

kutatóban, hogy a költô másik, közel ezer éves jóslata
nem válik valóra:

„A Titkok Fátyola mögé embernek nincsen útja.
A Létnek ezt a rendszerét nincs lélek, aki tudja.”

(Csillik Bertalan fordítása)

HELYFÜGGÔ AMPLITÚDÓVAL GERJESZTETT HARMONIKUS
OSZCILLÁTOR KAOTIKUS VISELKEDÉSE

Slíz Judit
ELTE Elméleti Fizika Tanszék

A Fizikai Szemle több korábbi cikke [1–5], valamint
más folyóiratok [6] is foglalkoztak egy olyan mecha-
nikai mozgásformával, amely noha gyökeresen eltér
a megszokottól, elôfordulása meglepô módon mégis
nagyon gyakori. Ezek a szokatlan mozgások a kaoti-
kus jelenségek, amelyek egészen napjainkig, a számí-
tógépek megjelenéséig, rejtve maradtak. Az egyetemi
tananyagból jól ismert, analitikusan megoldható,
lineáris differenciálegyenletekkel leírt mozgások csak
közelítései a valóságnak. A valóságos mozgásokban
mindig fellép valamilyen mértékû nemlinearitás, és
az ezt leíró differenciálegyenleteknek már nem léte-

zik zárt alakú megoldása. A mozgás pályáját csak
numerikusan1 lehet kiszámolni, ehhez pedig számí-

1 Jelen cikkben az elsôrendû differenciálegyenlet-rendszerré ala-
kított mozgásegyenletek numerikus megoldásához a negyedrendû
Runge–Kutta-módszert [8] választottam Δt = 0,01 s (a finomabb rész-
leteknél Δt = 0,001 s) idôléptetéssel.

tógép kell.
Ha sikeresen túlestünk a mozgásegyenletek nume-

rikus modellezésének nehézségein, (ami kis segítség-
gel felsôbb évfolyamos középiskolás diákok számára
is elérhetô [3, 5, 7]), már ott is vagyunk a kaotikus
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mozgások és a fraktálok csodálatos világában [9, 10],

1. ábra. Az ẍ = −x − 0,6 ẋ + cos(10 t ) mozgásegyenletû, két különbö-
zô, x01 = 0,1 (szaggatott vonal) és x02 = 0 (folytonos vonal) kezdeti
dimenziótlan kimozdulással, azonos v0 = 0,1 dimenziótlan kezdôse-
bességgel indított harmonikus oszcillátor kitérés-idô diagramja.
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ahol lépésrôl lépésre haladva, újabb és újabb önálló
felfedezéseket tehetünk. E cikk a mechanika egy
szûk, de alapvetô szeletét, a harmonikus és anhar-
monikus oszcillátorokat vizsgálja különféle nemli-
nearitások esetén. Elôször megnézzük, hogy mi tör-
ténik, ha a harmonikus oszcillátor t állandó, illetve
helyfüggô amplitúdójú erôvel gerjesztjük, majd meg-
vizsgáljuk ugyanezt az anharmonikus oszcillátor
esetében is. Vizsgálódásunkat kezdjük az idôben
periodikus erôvel gerjesztett harmonikus oszcillátor-
ral, amely mozgásegyenletének newtoni alakja [11,
12] a jól ismert

alakú. Itt x az oszcillátor kitérése, a sebessége, D és

(1)

ma = Frugó Fsúrl Fgerj,

Frugó = Dx,

Fsúrl = c ẋ

ẋ
c pedig állandók. A gerjesztô erôt az

alakban írjuk, ahol az A egy gyorsulás dimenziójú

(2)Fgerj = F (x, t ) = A m f (x) cos
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

2π
T

t

állandó, m a tömeg, f (x ) pedig a gerjesztési ampli-
túdó helyfüggését megadó általános, a függvényér-
tékben dimenziótlan függvény. A szokásos ω0

2 = D /m,
2α = c /m jelöléseket alkalmazva mozgásegyenletünk
a következô alakot ölti:

Az egyszerûbb ábrázolhatóság kedvéért, valamint

(3)ẍ = ω 2
0 x 2α ẋ A f (x ) cos

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

2π
T

t .

tekintettel a késôbbiekben fellépô bonyolultabb moz-
gásegyenletekre, dimenziótlanítsuk a (3) egyenletet a
t ′ = t /S és x′ = x /L dimenziótlan idô, illetve hosszú-
ság bevezetésével. Az S, illetve L tetszôlegesen meg-
választható idô-, illetve hosszúságdimenziójú meny-

nyiség, amelyek legyenek a következôk: S = 1/ω0,
L = A /ω0

2. A t = t ′/ω0 és x = (A ω0
2) x′ értékeket behe-

lyettesítve (3)-ba, valamint bevezetve a

jelöléseket, majd visszaállítva a független és függô

(4)β = α
ω 0

, δ = 2π
T ω 0

változó elnevezését t ′ = t -re és x′ = x -re, megkapjuk
a (3) egyenlet dimenziótlanított alakját:

A β és a δ fizikai jelentéssel is bír, β a dimenziótlan

(5)ẍ = x 2 β ẋ f
⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

xA

ω 2
0

cos(δ t ).

csillapítási együttható, δ pedig a dimenziótlan gerjesz-
tési frekvencia (a valódi gerjesztési frekvencia és a
sajátfrekvencia hányadosa).

Helytôl független erôvel gerjesztett
harmonikus oszcillátor

Elôször emlékeztetünk a jól ismert állandó amplitúdó-
jú gerjesztés esetére, amikor is f (x ) = 1. Ekkor az

alakú dimenziótlan mozgásegyenlet analitikusan meg-

(6)ẍ = x 2 β ẋ cos(δ t ).

oldható, és a kitérés-idô megoldásfüggvény hosszú
idô után a szinuszfüggvényhez tart [11, 12]. Indítsunk
el különbözô kezdeti feltétellel két mozgást, és ha-
sonlítsuk össze a kitérés-idô függvényüket. Mivel tud-
juk, hogy esetünkben hosszú idô után ezek mindig a
szinuszfüggvényhez tartanak, elegendô csak a függ-
vény kezdeti szakaszát vizsgálni (1. ábra ).

Ugyanezt a mozgást a fázistérben (a pillanatnyi
sebesség a kitérés függvényében) ábrázolva megkap-
juk a 2.a ábrán látható trajektória (a mozgás fázistér-
beli pályája) képét. Hosszú idô után ez egy ellipszis-
hez tart. Az olyan alakzatot, amelyhez hosszú idô
után a mozgás trajektóriája tart, bárhonnét is indítjuk
a mozgást egy bizonyos tartományon belül, attraktor-
nak nevezzük [7]. A mi esetünkben ez egy ellipszis,
ami itt határciklus attraktor, az egyszerû attraktorok
egyik fajtája.

A gerjesztés miatt a mozgás fázistérbeli ábrázolása
már ebben az egyszerû esetben is bonyolulttá válik.
Mivel a gerjesztô erô idôben periodikus, célszerûnek
látszik, hogy a kitérés-sebesség függvényt T periódus-
idônként ábrázoljuk, amit stroboszkopikus leképezés -
nek hívunk. Ez látható a 2.b ábrán, ahol a pontok
spirálisan tartanak az állandósult állapothoz, amely-
nek ebben az ábrázolásban egyetlen pont felel meg,
ami a leképezés attraktora (fixpont attraktor). E pont
a 2.a ábra ellipszisének stroboszkopikus leképezése.
A stroboszkopikus leképezés elônye, hogy a térben
kígyózó trajektóriából periódusidônként mintát véve
a megszokott x–v síkban ábrázolhatjuk a mozgást,
ami azonban már nem folytonos, hanem egy pontso-
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rozat. (Ezért kapta a nevét a stroboszkópról, amely

2. ábra. Az ẍ = −x− 0,6 ẋ + cos(10 t) mozgásegyenletû (x01 = 0,1, v01 =
0,1) harmonikus oszcillátor egyszerû attraktora. a) az x –v síkon (el-
lipszis), és b) stroboszkopikus leképezéssel (pont). A b) ábrán a sor-
számozott kis nyilak a leképezés elsô néhány pontjának az attraktor-
hoz való közeledését jelzik, az 1. pont a kezdôpont.
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3. ábra. Az ẍ = −x− 0,4 ẋ + (1 − 16,636 x2) cos(0,688 t) mozgásegyenle-
tû (x0 = 0,05, v0 = 0,35) harmonikus oszcillátor kitérés-idô (x –t ) diag-
ramja a) a t = 0–60, és b) a t = 60–600 idôegység intervallumban.
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szaggatott megvilágítást ad.) Stroboszkopikus leképe-
zéskor2 az alakzatok dimenziója eggyel kisebb, mint a

2 A gyakorlatban nagyon egyszerûen megkaphatjuk a stroboszko-
pikus leképezést, ha az idôlépést a periódusidô századrészének
vesszük, és csak minden századik lépést jelenítünk meg.

teljes fázistérben (például pont lesz ellipszisbôl) [7].

Parabolikus helyfüggô erôvel gerjesztett
harmonikus oszcillátor

Most pedig nézzük meg, hogyan módosulnak ezek a
képlettel leírható, szabályos, periodikus görbék, vala-
mint határciklus attraktoruk különbözô nemlineáris
hatásokra. Elsô lépésben tegyünk az állandó amplitú-
dó helyébe parabolikus alakot: f (x ) = (1−νx2), ahol ν
egy nemlinearitási paraméter. Ekkor a dimenziótlan
mozgásegyenlet a következô alakú lesz:

Nézzük meg e mozgás kitérés-idô függvényét is. Arra

(7)ẍ = x 2 β ẋ 1 νx 2 cos(δ t ).

már az elsô próbálkozások után rájöhetünk, hogy

míg az állandó amplitúdójú gerjesztésnél teljesen
mindegy volt, melyek a rendszer paraméterei, hosszú
idô után mindig szinuszfüggvényhez tartott a kitérés-
idô függvény, itt a megoldás erôsen függ a rendszer
paramétereitôl. Vizsgáljuk meg alaposabban a követ-
kezô, konkrét paraméterértékekkel rendelkezô osz-
cillátort:

Ha ránézünk a 3. ábrán látható kitérés-idô függvény-

(8)ẍ = x 0,4 ẋ 1 16,636 x 2 cos(0,688 t ).

re,3 semmilyen szabályosságot sem találunk, a mozgás

3 Itt is, és a késôbbiekben is mindenkor megadjuk a kezdôfel-
tételeket, de megjegyezzük, hogy kaotikus esetben ennek nincs
jelentôsége, mert a kaotikus attraktort elérô, de különbözô helyek-
rôl induló mozgások idôvel egyformán rajzolják ki az attraktor
struktúráját.

tehát kaotikus.
Azonban a fázisteret megnézve érdekes látvány tá-

rul elénk: a teljesen szabálytalan kitérés-idô diagramú
mozgásban nagyon is szigorú rend, szabályosság fi-
gyelhetô meg. Ez már a 4.a ábrán, a trajektóriák ka-
vargásában is jól látható, de ha a 4.b ábra stroboszko-
pikus leképezését nézzük, akkor végtelenül egysze-
rûnek tûnô görbét látunk. A kaotikusan össze-vissza
kavargó, hosszú idô után a síkot teljesen besatírozó

118 FIZIKAI SZEMLE 2010 / 4



trajektóriák stroboszkopikus leképezése sohasem

4. ábra. Az ẍ = −x − 0,4 ẋ + (1 − 16,636 x2) cos(0,688 t ) mozgásegyen-
letû (x0 = 0,05, v0 = 0,35) harmonikus oszcillátor a) fázistere, és b)
stroboszkopikus leképezése. A kis nyilak azokra a pontokra hívják
fel a figyelmet, melyeket a trajektória átfut, mielôtt rákerül az attrak-
torra. A számok az idôbeli haladást jelzik, az 1. kezdôponttal.
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5. ábra. Az ẍ = −x − 0,4 ẋ + (1 − 16,636 x2) cos(0,688 t ) mozgásegyen-
letû harmonikus oszcillátor x0 = 0,05, v0 = 0,35 és x0 = 0,0505, v0 =
0,35 kezdôfeltételek melletti két pályája kitérésének különbsége az
idô függvényében, a pályák eltávolodásának kezdetekor a) lineáris
skálán, és b) logaritmikus skálán.
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hagyja el ezt a görbét! A trajektóriák tetszôleges pont-
ból indítva, stroboszkopikus leképezésben e görbé-
hez tartanak, hasonlóan ahhoz, ahogyan az állandó
amplitúdóval gerjesztett oszcillátornál egy ellipszis-
hez. Ezért ezt is attraktornak hívjuk, de különleges
tulajdonságai miatt kaotikus vagy különös attraktor a
neve. A kaotikus attraktor egyik különleges tulajdon-
sága a 4.b ábrán látható. Ha kinagyítjuk a „vonal” egy
részletét, meglepôdve tapasztaljuk, hogy további vo-
nalakból áll. Ha ismét tovább nagyítanánk, megint
csak ugyanazt az önhasonló, szálas, fonalas szerkeze-
tet kapnánk. A kaotikus attraktornak tehát szálas
fraktálszerkezete van.

A kaotikus mozgás egy másik jellegzetessége, az
elôre-jelezhetetlenség okát az 5. ábra szemlélteti,
ahol a könnyebb érthetôség kedvéért két nagyon
közeli (1 ezrelék különbségû) pontból indított moz-
gás kitérésének különbségét ábrázoltuk. Az 5.a
ábrá n jól látható, hogy közel 17 idôegységig nagyjá-
ból együtt halad, majd gyorsan eltávolodik egymástól
a két pálya. Ha az eltávolodásnak e kis szakaszát
logaritmikus skálán ábrázoljuk (5.b ábra ), akkor
nagyjából egyenest kapunk, azaz a két kitérés loga-
ritmikus léptékben távolodik egymástól. Az egyenes

meredeksége, ami a trajektóriák széttartásának mér-
tékével egyenlô, nem más, mint az

kifejezésben elôforduló λ a Ljapunov-exponens, az

(9)x (t ) = x (t0 ) e λ (t t0).

elôre-jelezhetetlenség mérôszáma. Az 5.b ábra alap-
ján elemi algebrai mûveletekkel kiszámítható λ köze-
lítô értéke. Illesszünk egyenest a középsô görbesza-
kaszra, olvassuk le a végpontjai koordinátáit, és szá-
moljuk ki az egyenes meredekségét. Az ábráról ily
módon leolvasható érték: λ = 1,28. Mivel a valóság-
ban két mozgás sohasem indulhat pontosan azonos
kezdôpontból (valahányadik tizedesjegyben mindig
lesz különbség), ezt a kezdeti különbséget tekinthet-
jük a fázistérbeli állapot Δx (t0) meghatározási pontat-
lanságának is. Ha ezt a Δx (t0)-t összehasonlítjuk vala-
milyen jellegzetes távolsággal, például a mozgás fázis-
térbeli méretével vagy az átlagos gerjesztési amplitú-
dóval, akkor megkapjuk az állapot meghatározásának
relatív hibáját. Egy mozgás akkor jelezhetô elôre, ha e
relatív hiba hosszú idô után is viszonylag kicsi marad.
Kaotikus mozgások esetén a Δx (t ) idôben exponen-
ciálisan nô, és ezért a relatív hiba rövid idô alatt
100%-os lesz, vagyis a mozgás elôre-jelezhetetlenné
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válik. Az az idô, ami alatt a relatív hiba kicsinek te-

6. ábra. a) Az ẍ = −x − 0,6 ẋ + sin(20x ) cos(4,1 t ) mozgásegyenletû
(x0 = 1, v0 = 0) harmonikus oszcillátor stroboszkopikus leképezés-
sel kirajzolt kaotikus attraktora. b) A térbeli és idôbeli kétszeres
„frekvenciával” is gerjesztett, x0 = 1 és v0 = 0 kezdô feltételû, az ẍ =
−x − 0,6 ẋ + sin(20x ) cos(4,1 t ) + sin(40 x ) cos(8,2 t ) mozgásegyenle-
tû harmonikus oszcillátor stroboszkopikus leképezéssel kirajzolt
kaotikus attraktora.

v
(r

el
. e

gy
s.

)

x (rel. egys.)

1,0

0,5

0,0

–0,5

–1,0
–1 –0,5 0 0,5 1

v
(r

el
. e

gy
s.

)

x (rel. egys.)

1,0

0,5

0,0

–0,5

–1,0
–1 –0,5 0 0,5 1

a)

b)

7. ábra. Az ẍ = −x− 2500 x3 − 0,1 ẋ+ cos(1,04 t ) mozgásegyenletû (x0 =
0,1, v0 = 0) nemlineáris, állandó amplitúdóval gerjesztett oszcillátor
stroboszkopikus leképezéssel kirajzolt kaotikus attraktora.
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kinthetô és a mozgás még elôre-jelezhetô, az elôrejel-
zési idô, ez a Ljapunov-exponens reciprokával ará-
nyos. Esetünkben ez 1/λ = 0,78, még az 1 dimenziót-
lan idôegységnél is kisebb. Minél nagyobb a λ értéke,
annál rövidebb ideig jósolható meg elôre a rendszer
viselkedése [7].

Szinuszos helyfüggô erôvel gerjesztett
harmonikus oszcillátor

Most nézzük meg, hogy mi történik, ha a parabolikus
helyfüggésû amplitúdót szinuszosra cseréljük. Ekkor
f (x ) = sin(κx ), ahol κ a dimenziótlan hullámszám,
ami egy másik nemlinearitási paraméter. Az így ka-
pott dimenziótlan mozgásegyenlet:

Ha ügyesen választjuk meg az állandók értékét, akkor

(10)ẍ = x 2 β ẋ sin(κx ) cos(δ t ).

a 6.a ábrán látható bonyolult geometriájú, szinusz-
hullámra emlékeztetô kaotikus attraktort kapjuk.

Végül nézzük meg, miként módosul az attraktor
szerkezete, ha két különbözô frekvenciájú és helyfüg-
gésû erôvel gerjesztjük a harmonikus oszcillátort. A
térbeli és idôbeli „frekvencia” legyen például a duplája
az elsô gerjesztésének. A kaotikus attraktort a 6.b ábra
mutatja. A 6.a és 6.b ábrá t összehasonlítva megállapít-
hatjuk, hogy a kaotikus attraktor alakja erôsen torzult a
második gerjesztés hatására, vonalai kuszábbak, „resz-
ketôsebbek” lettek, és mintha megjelentek volna rajta a
kétszeres frekvenciájú „felharmonikusok” is.

Anharmonikus oszcillátor: nemlinearitás
a rugóerôben

Lépjünk még eggyel tovább, és vizsgáljunk meg egy
olyan anharmonikus oszcillátort, amelynél a nemli-
nearitás a rugóerôben van.4 Tegyük fel, hogy a vissza-

4 A rugóerô ilyenkor a kitéréssel nem arányosan nô. Ez a helyzet
például egy lágyuló vagy keményedô rugónál.

húzó erôben megjelenik egy, a kitéréstôl köbösen
függô tag is. Az eredeti megoldandó dimenziós moz-
gásegyenlet (keményedô rugó esetén):

A dimenziótlanítást az elôzôekhez hasonlóan elvégez-

(11)ẍ = ω 2
0 x 0 x 3 2 α ẋ A f (x ) cos

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

2π
T

t .

ve, kapunk egy újabb, a rugó nemlinearitására jellem-
zô dimenziótlan paramétert:

amivel a dimenziótlan mozgásegyenlet:

(12)μ = 0 A 2

ω 6
0

,

A 7. és 8. ábra állandó amplitúdójú gerjesztés esetén

(13)ẍ = x μ x 3 2 β ẋ f
⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

x A

ω 2
0

cos(δ t ).

kapott kaotikus attraktorokat mutat. Ezeken és a 6.
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ábrán kinagyítás nélkül is jól látszik a kaotikus attrak-

8. ábra. Az ẍ = −x − 15625 x3 − 0,1 ẋ + cost mozgásegyenletû (x0 =
0,1, v0 = 0), nemlineáris, állandó amplitúdóval gerjesztett oszcillátor
stroboszkopikus leképezéssel kirajzolt kaotikus attraktora.

0,2

0,1

0,0

–0,1

–0,2

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
x (rel. egys.)

v
(r

el
. e

gy
s.

)

9. ábra. Az ẍ = −x − x3 − 0,1 ẋ + sin(20 x ) cost mozgásegyenletû (x0 =
1, v0 = 0), szinuszos amplitúdójú gerjesztésbôl és nemlineáris rugó-
erôbôl származó, azaz kétszeres nemlinearitású oszcillátor strobosz-
kopikus leképezéssel kirajzolt kaotikus attraktora.
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torok szálas, fonalas fraktálszerkezete.
Végezetül nézzünk meg egy olyan esetet, amikor a

nemlinearitás a mozgásegyenletben kétszeresen is
fellép: tegyünk (13)-ba most szinuszos helyfüggésû
gerjesztést, ekkor a mozgás szinuszhullámot mintázó
kaotikus attraktora a 9. ábrán látható.

Záró gondolatok

E cikk kereteibe már nem fér bele annak megmutatása,
hogy nem mindig kaotikus viselkedésû az anharmoni-
kus oszcillátor (és a helyfüggô amplitúdóval gerjesztett
harmonikus oszcillátor sem), amely tulajdonság erôsen
függ a rendszer paramétereitôl. Sokkal könnyebb olyan
rendszerparamétereket (dimenziótlan csillapítási együtt-
ható, nemlinearitási paraméter, frekvencia) találni, ame-
lyek mellett vonzó fixpontok vagy úgynevezett n-es
ciklusok lépnek fel. Két fontos megállapítást tehetünk a
vizsgált rendszerekre vonatkozóan:

• A harmonikus oszcillátor is kaotikusan viselked-
het, ha a gerjesztô erô amplitúdója helyfüggô.

• Mind a harmonikus, mind az anharmonikus osz-
cillátor esetében szinuszos helyfüggésû gerjesztési
amplitúdónál sokkal könnyebb kaotikus mozgást
találni, mint parabolikus helyfüggésûnél, vagy mint az
állandó amplitúdóval gerjesztett anharmonikus oszcil-
látornál.

A vizsgált esetekben megmutatkozott a káosz va-
lamennyi jellemzôje: a szabálytalanság, az elôre-je-
lezhetetlenség és a a hely-sebesség ábrázolásban
megjelenô bonyolult geometriájú, de szabályos alak-
zat [7]. Az összes vizsgált esetben megfigyelhetô
volt, hogy a kaotikus attraktorok alakja valamilyen

formában „emlékezik” az ôket létrehozó nemlineáris
f (x ) gerjesztô függvény alakjára.

Számomra nagy örömöt és a felfedezés izgalmát
jelentette ez a kis vizsgálódás a káosz világában, és
kívánom, hogy sokan részesülhessenek még hasonló
nemes élményben. Segítségképpen szívesen átadom az
itt szereplô esetek vizsgálatához használt számítógépes
program C++ forráskódját. Az eziránt érdeklôdôk írja-
nak nekem a jsliz@freemail.hu e-posta címemre.
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