A FIZIKA TANITASA

UTKOZESEK ELEMZESE ENERGIA-IMPULZUS

DIAGRAMOKKAL

Hasznosak lehetnek a relativisztikus Gtkozések tanita-
sanal az energia-impulzus diagramok [1], amelyekben
a szokadsos Minkowski-diagramokon szerepld id6- és
a helykoordinatik szerepét az energia és az impulzus
veszi at. Mint az alabbiakban lathat6 lesz, az ilyen
diagramok f& vonzereje abban rejlik, hogy az litkozés
elStti és utdni allapotokat egyszerre jeleniti meg, és
hogy az 0sszes lényeges fizikai paraméter (a tobmeg-
pontok tomege, sebessége, impulzusa, energiaja)
azonnal leolvashat6 az abrarol.

Az egyszerlség kedvéért a képleteket végig ¢ = 1
egységekben fogom felirni [2]. Ez azt jelenti, hogy a ¢
id6t hosszusagegységben mérjiik (példaul méterben),
a v sebesség nagysiga pedig 0 és 1 k6zé es6 dimen-
zi6 nélkili szim. Ugyanebbdl a konvenciobol az is
kovetkezik, hogy az m tomeg, az E energia és a p
impulzus mind ugyanabban az egységhben mérenddk.
Ez az egység lehet példaul kilogramm, joule, erg,
elektrontomeg sth. Hogy konkrétan melyiket valaszt-
juk, annak a jelen cikkben nincs jelentGsége, ezért
hacsak kiilon nem jelolom, mindentitt az a.u. (,arbit-
rary unit”, azaz tetszGleges egység”) megjelolés ér-
tendd a szamérték utan.

A térido-beli Minkowski-diagramokat széles kor-
ben alkalmazzak a relativitiselmélet tanitasaban.
Ezeken egy-egy pont egy-egy eseményt jelol, amely-
nek koordinatait (7, x) alakban, vagy (¢, x, ») alak-
ban szokds megadni, attol figgSen hogy két- vagy
haromdimenzi6s diagramro6l, azaz egy vagy ketté tér-
beli dimenzi6ja targyalasmodrol van sz6. Megallapo-
das szerint a fliggdleges tengelyen szokds a t id6-
koordinatat, a vizszintes tengely(ek)en pedig a térbeli
koordinata(ka)t dbrazolni. Harom térbeli dimenzi6ja
Minkowski-diagramot nem tudunk késziteni, hiszen
négydimenzios dbrazolasra lenne hozza sziikség. Sze-
rencsére a relativisztikus jelenségek nagy részének
targyalasihoz nyugodtan elhagyhat6é a harmadik tér-
beli dimenzi6.

Minkowski-diagramokat az energia-impulzus tér-
ben is konstrudlhatunk [1]; ekkor a fuggdleges tenge-
lyen az Eenergia, a vizszintes tengely(ek)en pedig a p
impulzus szerepel. Az ilyen diagramokon egy-egy (E,
p) — vagy (E, p,, p,) — pont valamilyen témegpont
adott dllapotdt jeloli: megadja energidjat és azt az
impulzust, amellyel a tomegpont éppen mozog. Az
energia és az impulzus alabb felirt relativisztikus kép-
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leteib6él megérthetjiik a diagramok néhany altalanos

jellemzgijét:
E=—— (D
és 1 dimenzidban
p=—=0 (2)

illetve 2 dimenziéban

_om

amelyek a tomeg, energia €s impulzus kozotti jol is-
mert Osszefliggéshez vezetnek:

px = Ux es p1 [ — Uy’ (3)

1-v

E2 ,pz = m (4)

A (4) egyenlet a tomeg invariancidjat fejezi ki. Egy
adott tomegpont energidjara kiilonb6z6 inerciarend-
szer-beli megfigyelSk kilonboz6 szamértékeket fog-
nak kapni, mint ahogyan az impulzusara is; az eltérg
szamoknak az a kilonleges algebrai kombinacidja
azonban, amely a (4) egyenlet bal oldalan szerepel,
minden megfigyel§ szimara ugyanazt a szamértéket
szolgaltatja: a tbmeg invarians.

A (4) egyenletbdl leolvashatd, hogy az energia-im-
pulzus diagramokon egy adott m tomegl tomegpont
Osszes lehetséges allapota ugyanazon a hiperbolan —
illetve 2D mozgasnal ugyanazon a forgasi hiperboloi-
don — fekszik. (Ez a tény természetesen szoros kap-
csolatban van a térido-intervallum invarianciajaval; a
téridébeli Minkowski-diagramokon analég modon
hiperbolakat hasznalunk példaul arra, hogy a kilon-
b6z8 vonatkoztatdsi rendszerekhez tartozo koordina-
tatengelyeket egymashoz kalibraljuk.) Az a vektor,
amelyet az origobdl e hiperbola — vagy hiperboloid —
megfeleld pontjdhoz huzunk, az adott tomegpont
energia-impulzus vektora.

Az energia-impulzus vektor kozvetlen vizualis in-
formaciot ad a tomegpontnak az titkozés szempontja-
bol lényeges Osszes tulajdonsagarol: a vektor altal
meghatdrozott hiperbola — vagy hiperboloid — és az
E-tengely metszéspontja megadja a részecske tome-
gét; a vektor E-tengelyhez képesti meredeksége pe-
dig a részecske sebességét. Kilonosen vonzd tulaj-
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donsaga az ilyen diagramoknak az, hogy példaul egy
tomegpontrendszer teljes energiajat és teljes impulzu-
sat egyetlen lépésben lathatova lehet tenni: csupan
meg kell szerkeszteni az egyes energia-impulzus vek-
torok wvektori dsszegét, és leolvasni az Osszegvektor
fuggdleges, illetve vizszintes komponenseit.

Az aldbbiakban azt tekintem at, hogyan olvashato
le egyetlen pillantissal mind a rugalmatlan, mind a
rugalmas Utkozések szinte valamennyi fontos adata az
energia-impulzus diagramokrol.

Utkozések

Az utkozésekkel kapcsolatos szampéldakban altala-
ban adottak az titkozésben résztvevo tomegek és kez-
deti sebességeik; a didkoknak ezutan az a feladatuk,
hogy kiszamitsak

a) az Utkozéskor keletkezett egyetlen test tomegét
és sebességét (tokéletesen rugalmatlan Utkozés ese-
tén, amit az egyszerlség kedvéért roviden rugalmat-
lan titkézésnek fogok nevezni)

b) az UtkdzS tomegpontok végsebességét (rugal-
mas titkozés esetén)

Rugalmatlan ttkozés két tomegpont kozott

Az 1. abra egy olyan rugalmatian itkozés energia-
impulzus diagramjat mutatja, amelyben egy m, és egy
m,, tomegU részecske vesz részt. A tomegek és a se-
bességek a kovetkezdk: m, =1 [a.u], m,=2[a.ul v,
=-0,5, v3=0,0.

Az Utkozés soran a két tomegpont ,Osszetapad”
egyetlen, m.tomegl (tovabbra is pontszerinek tekin-
tett) testté, amely o, sebességgel indul tovabb. Az
Osszetapadt test energia-impulzus vektora a két titko-
z6 tomegpont energia-impulzus vektoranak osszege.

Ha felirjuk és megoldjuk az energiamegmaradas és
az impulzusmegmaradas egyenletét, az m, = 3,536
[a.u.] és v.= 0,252 szamértékeket kapjuk.

Bar az 1. dabrar6l nem latszanak ilyen sok tizedes-
jegyre a fenti szamértékek, de azért az utkozés teljes
sztorija” leolvashato bel6le, raadasul kvantitativ vala-
szokat kapunk minden lényeges kérdésre: mindha-
rom test tomegét latjuk, ha leolvassuk, hol metszi az
E-tengely a megfelels hiperbolakat; a harom tomeg-
pont sebességét a megfeleld energia-impulzus vektor
(E-tengelyhez képesti) meredeksége mutatja; energia-
jukat és impulzusukat pedig ugyanezen a vektorok
fuggdleges, illetve vizszintes komponense.

Az itkozés kimenetele, igy m,. és v, értéke is egy-
értelmien meghatarozott. A rugalmatlan itk6zések
szokasos, algebrai targyaldsakor ezt a tényt altalaban
agy magyardazzuk, hogy két ismeretlen meghataroza-
sahoz éppen két fiiggetlen egyenlet (az energiameg-
maradas és az impulzusmegmaradas) all rendelkezé-
sunkre. Ha azonban az 1. dbrahoz hasonl6 energia-
impulzus diagramot hasznalunk, a megoldas egyértel-
muségének oka trividlisan latszik: az Osszetapadt tes-
tet az dbran egy olyan vektor képviseli, amelyet két
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vektor 6sszegeként kaptunk, és természetesen ennek
az Osszegvektornak mind ,hossza” (azaz m.), mind
iranya (azaz v.) egyértelmtien meghatarozott.

A rugalmatlan tGtkozések soran a végallapot, azaz a
keletkezett test m,. tdmege és v . sebességvektora a
térbeli dimenziok szamatdl fliggetleniil mindig egyér-
telmii. Algebrai targyalismod esetén ezt gy magya-
razzuk, hogy a dimenzidszam novelésekor amilyen
mértékben novekszik az ismeretlenek szama (azaz v
komponenseinek szama), ugyanolyan mértékben
novekszik a flggetlen egyenletek szima is (mindig
egy-egy Ujabb komponensegyenlethez jutunk az im-
pulzusvektor megmaradasibol). Igy az ismeretlenek
szama mindig megegyezik a fuggetlen egyenletek
szamaval. Az energia-impulzus diagramos targyalas-
modban ismét egyszertibb az érvelés: a keletkezett
test energia-impulzus vektorat két energia-impulzus
vektor Osszegeként kapjuk, tehat ,hossza” (azaz m,)
és irdnya (ami v, komponenseit adja) egyértelmtien
meghatarozott.

Az 1. abra tomegpontok Osszetapadasara, fiizioja-
ra nyGjt példat. Az ilyen kolcsonhatasok egyik legfon-
tosabb jellemzgje a tomegnovekedés: m. > m,+ my,
hiszen a kezdeti mozgasi energia egy része az 0j test
nyugalmi energidjanak — tOomegének — novelésére
forditodott. Az abra ezt a jelenséget is kozvetlentl
mutatja, sGt az m.—(m,+ my) tomegnovekedés mérte-
ke is szamszerden leolvashato.

A tomegnovekedés mértéke annal kisebb, minél
inkabb kozelitenek a fiiggslegeshez az 1. dbra ener-
gia-impulzus vektorai, azaz minél kisebbek az titko-
zésben el6forduld sebességek. (Teljesen fliggbleges
vektorok — 4ll6 tomegpontok — dsszekombinaldsa az
E-tengely mentén zajlik, ilyenkor — a tengely linedris
kalibralasa miatt — trividlisan teljestl a tomegmegma-
radas: az Osszetapadt test tomege egyenld a két kiin-

1. abra. Egydimenzios rugalmatlan titkozés.
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dulasi tomeg Osszegével.) Az 1. dbra alapjan igy ért-
hets példaul az is, hogy bar a kozépiskoldban rugal-
matlan ttkozési tipuspéldaként tdrgyalt ballisztikus
inga esetében is van tomegnovekedés — a 16vedék
kezdeti mozgasi energidjanak hévé (a zsak-1ovedék
rendszer belsG energidjavd) alakuld része valoban
megnoveli a rendszer tdmegét —, azt a tomegnoveke-
dést teljes joggal hanyagoltuk el.

Az 1. abran bemutatott rugalmatlan ttkozést ,id6-
ben visszafelé is lejitszhatjuk”, ez olyan jelenségek
targyaldsihoz vezet minket, mint a maghasadds, vagy
egy bomba felrobbanasa darabokra stb. Természete-
sen ilyen esetekben is az 1. abrahoz hasonl6 diagra-
mot kapunk; ekkor azonban a tomegdefekius lesz
leolvashat6 az abrarol.

Egy dimenzios rugalmas ttkozés két tomegpont kozott

Tekintstink most egy rugalmas itkozést ugyanolyan
kezdéfeltételekkel, mint az 7. abrdn. Feladat: megha-
tirozni a két tdmegpont v; és v, végsebességét, mi-
utdn visszapattantak egymasrol. Az energia-impulzus
diagram ,nyelvére forditva” ez azt jelenti, hogy két
olyan energia-impulzus vektort keresiink, amelyek
kielégitik az alabbi feltételeket:

1. 0sszeglk ugyanazt az energia-impulzus vektort
kell adja, mint az kiindulasi két energia-impulzus vek-
tor Osszege (azaz Osszeglik a C pontba kell hogy mu-
tasson);

2. a két keresett vektor végpontja az m,, illetve m,,
jelzésu hiperbolara kell mutasson, hiszen az ttkozés
utan az eredeti két tomegpont halad tovabb.

A probléma egyszertien megoldhaté a kovetkezd
geometriai modszerrel (2. dabra): a C pontbdl, mint
origdbdl, rajzoljuk fel az m, hiperbolat fejtetén. Ez az
invertalt hiperbola (amelyet a 2. abran ,m,” felirattal
jeloltem) az my hiperbolat két pontban metszi. Mind-
két metszéspont teljesiti a fenti feltételeket; raadasul
csak ez a két metszéspont ilyen. A két metszéspont
fizikai jelentése: ezek képviselik azokat az allapoto-
kat, amelyeket ebben a kdlcsonhatasban az m, tome-
gl tomegpont felvehet. Egyikik (a 2. dbran B-vel
jelolt pont) az my litkozés elotti allapotat jelzi; a masi-
kuk (az abran B’-vel jelolt pont) ugyanezen tomeg-
pont Utkodzés utani energia-impulzus vektorat adja.
Mint az abran latszik, a vektordsszeadas paralelog-
ramma-szabdalyat alkalmazva egyszertien megrajzolha-
t6 ezek utan az m, tomegl tomegpont utkdzés utani
energia-impulzus vektora is (ezt A’ jelzi az abran).
Ismét az Utkozés teljes torténetét megtudjuk egyetien
abrdabol: az Osszes sebesség-, energia- és impulzus-
adat, mind tutkdzés elétt, mind titkozés utan, kvantita-
tiven latszik az abran. (A keresett két végsebesség, v
és vy példaul a végsS energia-impulzus vektorok
meredeksége.)

Egy dimenziés rugalmas titkozés esetén vj-ra és
vjre egyértelmd megoldast kapunk. Csakagy, mint a
rugalmatlan ttkozéseknél, algebrai okoskodassal ezt
agy magyardzzuk, hogy az ismeretlenek és a fliggetlen
egyenletek szaima megegyezik: két egyenlet (energia-
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2. dbra. Egydimenzids rugalmas titkdzés.

megmaradas és impulzusmegmaradas) két ismeretlen-
re. A 2. dbra energia-impulzus diagramja azonban ,a
sztorinak” ezt a részét is elsG pillantasra ,elmeséli”: ha
két hiperbola metszi egymast, pontosan két metszés-
pontjuk van. Az egyik metszéspont a tomegpontok
kiindulasi allapotanak felel meg. A masik egyértelmtien
meghatarozza a tomegpontok litkdzés utani allapotat.

Két dimenzios rugalmas titkozés két tomegpont kozott

Az el6z6 gondolatmenet egyszerGen altalanosithato
olyan utkozésekre, amelyek két térbeli dimenziéban
zajlanak. Az energia-impulzus diagram harom dimen-
zi0s abrava alakul, amelyben az titk6z6 tomegponto-
kat nem egy-egy hiperbola, hanem egy-egy forgasi
hiperboloid jelképez, mint az a (3) és (4) egyenletek-
bél leolvashat6. A 3.a abrdn egy ilyen diagram latha-
t6, ugyanazokra a kezddfeltételekre, mint az 7. és 2.
abrak. (A tomegpontok ttkozés elStt az x-tengely
mentén mozogtak.) A 2. dbra magatol értetédd altala-
nositasaként most az m, hiperboloidot rajzoljuk fel
fejtetén (ismét a C pontot origbnak tekintve). Ennek
az invertdlt hiperboloidnak (amelyet az abran ,m,”
felirat jelol) és az my hiperboloidnak metszésgorbéje
adja azon energia-impulzus vektorok végpontjait,
amelyekkel az m, tomegpont ebben a kolcsonhatas-
ban rendelkezhet.

Két dimenzios rugalmas titkozéseknél végtelen sok
végallapot lehetséges. Ezt algebrai Gton Ggy szoktuk
magyarazni, hogy négy ismeretleniink van (a v és
v, végsebességek x- és y-komponensei), viszont
meghatdrozasukhoz csak harom fiiggetlen egyenlet
all rendelkezéstiinkre (az energiamegmaradas, illetve
az impulzusmegmaradas mindkét komponensre). Az
energia-impulzus diagramra azonban ismét elég
egyetlen pillantast vetniink, hogy szemléletes magya-
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3. abra. Kétdimenzios rugalmas titkozés.
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razatot kapjunk a lehetséges végallapotok végtelen
szamdra: a két hiperboloid folytonos gérbe mentén met-
szi egymdst (nem csupdn két pontban, mint az egy
dimenzi6s esetben, lasd 2. dbra), és a metszetgbrbe
minden pontja egy-egy lehetséges megoldast ad.

A 3.b abran a két hiperboloid metszetgdrbéje, egy
megdontott ellipszis 1athatd. Az dbran szerepld A’ és
B’ energia-impulzus vektorok a két tomegpontnak
csupdn egy Utkozés utani konfigurdcidjat jelenitik
meg a végtelen sok lehetséges esetbdl. (Eppen azt az
esetet, amikor az m, tdbmegpont a negativ y irinyban
mozog az Utk6zés utan.) Az dbran lathatok az A-val
és B-vel jelolt, uitkozés eldtti energia-impulzus vekto-
rok is.

A metszetgorbét levetitve a (p,, p,) sikba egy Gjabb
ellipszist kapunk, ez a 3.b dbra szaggatott gorbéje. A
3.c abra részletesebben mutatja ezt a (p,, p,) sikba
levetitett ellipszist. A ,,” als6 indexszel jelolt pontok
mind a 3.b dbra megfelel6 pontjainak levetitései a
(o p,) sikba. (A B] pont egy Gjabb lehetséges végal-
lapotot mutat, amely nem szerepelt a 3.b dbran.) Ez a
fajta részleges ,impulzus-diagram” is hasznos lehet
pedagdgiai szempontbdl. Ha az O origot 0sszekotjiik
az ellipszis barmely pontjaval, az m;, tobmegpont egy
lehetséges impulzusvektorat kapjuk, az abbol az ellip-
szispontbol C,-be huzott vektor pedig az az impul-
zusvektor, amellyel wugyanekkor az m, tomegpont
rendelkezik. A rendszer teljes impulzusvektora min-
dem kombinaciora az OC, vektor. (Az illusztracio
kedvéért az dbran — kis korokkel — feltintettem az
ellipszis két fokuszpontjat is.)

Specidlis esetek

Kétdimenzios titkozés két azonos tomegpont kozott,
amelyek kozill az egyik nyugalomban van

A kétdimenzios Utkozések gyakran targyalt specialis
esete, amikor két azonos tomegl részecske Utkozik
Ossze (azaz m, = my), és egyikik az utkodzés elstt
nyugalomban van. A newtoni mechanikabo6l konnyen
levezethetd ezen Utkozéstipusnak az az érdekes tulaj-
donsaga, hogy titkdzés utan a két tbomegpont mozga-
sa egymdsra merdleges. Impulzus-diagramok segitsé-
gével szépen illusztralhato, hogy ez az eredmény csak
kis kezd@sebességeknél érvényes.

A 4. abra ilyen Utkozésekre mutatja az impulzus-
diagramokat, a kovetkez6 paraméterek mellett: m, =
my=1[aul, és v, =09, 0,5 és 0,1 (ilyen sorrendben
az a), b) és ¢) abrakon). A 3.c dbrdhoz hasonléan —
és a relativisztikus targyalasnal mindig — itt is minde-
nitt egy-egy ellipszis irja le az Utkozés utdni lehetsé-
ges allapotokat. (Az ellipszisek fokuszpontjait ismét
kis korok jelzik az dbran.) Ebben a specialis esetben
azonban O és C, (a teljes impulzusvektor kezdSpontja
és végpontja) nem mas, mint az adott ellipszis nagy-
tengelyének két végpontja. A 4. dabran a teljes impul-
zust vastag vonallal hizott vizszintes vektor dbrazolja;
a két tomegpont Uitk6zés utani impulzusainak néhany
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4. abra. Kétdimenzios rugalmas titkozés két azonos tomegl ré-
szecske kozott, amelyek koziil az egyik nyugalomban volt.

lehetséges konfiguraciojat pedig pontozott vonalt vek-
torok jelzik. A 4.a abrabdl lathat6, hogy nagy kezd&se-
bességnél az titk6zés utani impulzusvektorok egymas-
sal bezart szoge jelentGsen eltérhet a 90°-tol.

Ahogy kozelitiink a klasszikus esethez (azaz ahogy
v, csokken), az titkozés utani impulzusok relativ hely-
zete egyre inkabb kozelit a merSlegeshez: csokkend
v, mellett ugyanis az ellipszis excentricitisa csokken,
a diagram pedig egyre inkabb korhoz kezd hasonlita-
ni. Newtoni kozelitésben a diagram pontosan kor,
amelynek OC, az dtmérGje; igy barmely lehetséges
impulzus-konfiguracid egy kor atmérGje folé hazott
két szomszédos hurnak felel meg, amelyekrél Thalész
tételébdl tudjuk, hogy merdlegesek.

A 4. abrardl az is leolvashat6, hogy a teljes impul-
zus m, v, newtoni képlete mennyiben tér el a helyes
relativisztikus eredménytél, és hogyan kozeliti meg
azt kis sebességeknél. A teljes impulzus, azaz az O és
C, pontok kozotti tavolsag, a 4.a, 4.b és 4.c abran
2,06, 0,58 és 0,10 értéklnek adodik. A megfelels new-
toni szamértékek: 0,90, 0,50 és 0,10.
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Compton-szoras

A két dimenziosként targyalhato ttkozések egy masik
specialis esete a Compton-szoras: itt egy foton Uitko-
zik egy nyugalomban levé elektronnal. A foton ener-
gidjanak egy része dtadodik az elektronnak, igy az
mozgasba lendil valamilyen irinyban, mig maga a
foton egy masik iranyba szor6dik. Energiavesztesége
abban nyilvanul meg, hogy hullimhossza eltolodik
(nagyobb hullamhosszak felé).

Fotonra E*-—p* = 0, tehat a fotonokat az energia-
impulzus diagramon egy kupfeliilet reprezentalja
(lasd a ph,-val jelolt kapot az 5.a dabrdan). Fontos
megjegyezni, hogy a téridébeli Minkowski-diagra-
mok jol ismert ,fénykapjaival” ellentétben az 5.a
abran szerepl6 kap az dsszes fotont jelképezi, ame-
lyek az (x, y) sikban bdarmikor, barbol mozognak. A
fotonok nulla tomegU részecskék, ez a tulajdonsaguk
azonnal latszik az 5.a abran, hiszen a kap olyan el-
fajult hiperboloidnak tekinthets, amely az E-tengelyt
E = 0-ban metszi.

Az elektront az my; jeld hiperboloid jelképezi. Az
egyszerdség kedvéért az ebben a példiban eléforduld
Osszes tomeg-, energia- és impulzusértéket az elekt-
rontdmeg egységeiben (u.e.m., ,units of electron
mass”) fejezem ki, azaz példaul m, = 1 [ueml]. A
bejovs fotonrdl feltesszik, hogy a pozitiv x-tengely
mentén mozog, E, = p, = 0,5 [u.e.m.] energiaval.

A lehetséges végallapotok megtalalisanak geomet-
riai modszere hasonld a 3.a dbrdn szerepls eljaras-
hoz. El6szor meghatarozzuk a rendszer teljes energia-
impulzus vektorat (jelen paramétereinkkel ennek
E-komponensére 1,5, p.-komponensére pedig 0,5
adodik). A vektor csticsat a C pont jelzi az 5.a abran.
C-bél ezutin megrajzoljuk a foton-kupot fejjel lefelé
(ezt ,ph,” jeloli az abran). Az my hiperboloid és a
,ph, invertalt kip metszetgdrbéje mutatja az elektron
lehetséges végallapotait a kdlecsonhatds utan.

Az 5.b abrdan a metszetgdrbe lathatd (amely ismét
egy megddlt ellipszis). Ugyanezen az abran az A és B
pontok a foton és az elektron kezdeti energia-impul-
zus vektorat jelolik, az A” és B’ pontok pedig a fo-
ton és az elektron egy lehetséges végallapot-konfi-
guraciojat.

A 3.b dbrahoz hasonloan a metszet-ellipszist ez-
utan levetithetjiik a (p,, p,) sikra. A levetitett ellipszist
az 5.c abra mutatja. Ezen az ellipszisen két felting
sajatossag figyelhet6 meg a 3.c dbrahoz képest
(amely egy altalanosabb utkodzést irt le két tomegpont
kozott):

1. a nagytengely bal oldali végpontja az origéban van;

2. a G, pont, vagyis a C pont levetitése az ellipszis

Jjobb oldali fokuszpontiaba esik.

Az 5.c dbrdn a B, és a B] pontok két lehetséges
végillapotot jelolnek. Ha az origot 6sszekotjik az el-
lipszis barmely pontjaval, az elektron egy lehetséges
impulzusvektorat kapjuk, az abbol az ellipszispontbol
C,-be hazott vektor pedig a szorodott foton megfelels
impulzusvektorit. Az elektron és foton egymashoz vi-
szonyitott lehetséges mozgasiranyai tehat azonnal lat-
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szanak az abrdbol. A foton kuldnleges részecske: im-
pulzusvektoranak hossza egyben megadja energidja-
nak szamértékét is. (Mint arrdl az alabbiakban még
sz lesz, az ellipszis pontos alakja fiigg a bejové fo-
getlentil minden ,Compton-ellipszis” rendelkezik a
fent felsorolt két geometriai sajatossiggal.)

A Compton-szoras néhany kvalitativ jellemzGje
kozvetlentl leolvashatd az 5.c dbrarol:

1. a szorodott fotonoknak feltétlentl kisebb az
energidja (azaz nagyobb a hullimhossza), mint a be-
jovéo fotonnak;

2. a szordsi sz0g novekedésével csokken a szorodott
foton energidja, minimalis energidja (azaz maximalis
hullamhossza) a hatrafelé szorodott fotonnak van.

Folytassuk az 5.c dabran szereplé Compton-ellip-
szis elemzését. Ehhez egy kis szamolasra is szlksé-
glink van. ElGszor hatirozzuk meg az ellipszis egyen-
letét. Az m, hiperboloid egyenlete

E=\lm;+p.+p;, ©))

a ,ph,” invertalt kapé pedig

E=pA+mBi\/<px7pA)2 +p;2; : ©)

Az (5) és (0) egyenletek jobb oldalat egyenlévé téve,
és a kapott Osszefliggést atrendezve megkapjuk a
metszetellipszis (p,, p,) sikba levetitett képe, azaz a
,Compton-ellipszis” egyenletét:

by~

[SIEN

D @)

ahol a fél nagytengelyre

a = pA<pA * mB)

2p,+my,

, ®

a fél kistengelyre pedig

©))

adodik. A fokusztavolsag:

2
YR — - (10)

2P, my

A (8)-(10) osszefliiggéseket felhasznidlva az ellipszis e
excentricitasira és I1 paraméterére a kovetkezs egy-
szerd képleteket kapjuk:

S Pa (1D

b* _ PaMy (12)

5. dbra. Compton-szoras.
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Az e excentricitas azt fejezi ki, hogy ellipszis alakja
,2mennyire tér el” a kortél (ha e — 0, az ellipszisbSl kor
lesz, a két fokuszpont pedig egybeesik a kor kozép-
pontjaval). A (11) egyenletbdl ezek utan lathato, hogy
a Compton-ellipszis excentricitasinak fizikai tartalma
is van: ha a bejové foton energidja sokkal kisebb,
mint az elektron tomege (azaz p,/ m, < 1), az ellip-
szisbdl kor lesz, a sz6r6do foton lehetséges impulzus-
vektorai pedig ezen kor radiuszai mentén helyezked-
nek el (lasd 5.c abra). llyen esetekben tehat a foton
csak mozgasi iranyat valtoztatja meg, mikozben ener-
gidja gyakorlatilag valtozatlan marad.

Az ellipszis egyenlete egy olyan polarkoordinata-
rendszerben veszi fel legegyszertbb és legelegansabb
algebrai alakjat, amelynek origéja az egyik fokusz-
pontban van. Az egyenlet ekkor az origbbol hazott
radiuszvektor 7 hosszat adja meg a 0 polarszog fliigg-
vényében:

I1

" T ecos 13
Amint az 5.c abrabdl latszik, a Compton-ellipszis
esetében a © fotonszorasi szoghoz tartoz6 radiusz-
vektor” hossza éppen az ehhez a szoérasi szoghodz
tartoz6 p; fotonimpulzus. Igy a (13) egyenletet a
Compton-ellipszisre felirva, és e és I értékét a (11) és
(12) kifejezésekbdl behelyettesitve a

My

/=
Pa (14)

mB
1+ —=-cos®
A
osszefliggés adodik. Helyettesitsiik be a kolcsonhatas
elétti és utdni fotonimpulzusra a

b
o= Lesp-

de Broglie-6sszefliggéseket (ahol b a Planck-dllando),
és szorozzuk be (14) mindkét oldalat a jobb oldal
nevezdjével. Ezzel

A=A

1
S (15)

ﬁ(l fcosG)) =m
7\’/

adodik, azaz

AN = i(1 - cosO).
m

B

(16)

A Compton-szoras jol ismert hullimhossz-eltolodasi
képletét tehat mintegy a Compton-ellipszis geometriai
tulajdonsagaibol kaptuk meg, nem pedig a szokasos
tisztin algebrai modszerrel (amelyben felirjuk az
energiamegmaradas ¢és az impulzusmegmaradas
egyenletrendszerét, majd kikiiszoboljik belSlik az
elektron végsebességét és haladasi iranyszogét). Az itt
felvazolt levezetés ugyan nem feltétlentl egyszeribb,
mint a tisztin algebrai moédszer, de val6szind, hogy
sok didk szamdra vonzobb és elegansabb ez a fajta
geometriai okoskodas, annal is inkabb, mert az elekt-
ron végsebessége és szorodasi szoge fel sem bukkan
benne.

Osszefoglalva: az energia-impulzus diagramok — az
algebrai targyalas kiegészitGjeként — hasznos pedagod-
giai segédeszkodzt nydjthatnak kilonféle kolesonhata-
sok elemzéséhez. A didkok egyetlen dbrdra rapillant-
va ellendrizhetik a kolcsonhatas minden fontos fizikai
sajatossagat, st a lényeges fizikai mennyiségek koze-
lit6 szamértékét is leolvashatjak rola.
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