
számított tömeg-sugár reláció alapján úgy tûnik, hogy

4. ábra. A Kepler-10b bolygónkéhoz viszonyított mérete.

Kepler-10b (fantáziarajz) Föld

e planéta vasmagja a teljes bolygótömeghez viszonyít-
va valamivel nagyobb, mint a Földé (bolygónk vas-
nikkel magja a teljes tömeg 32,6%-a).

Összegzés

Az igazán nagy jelentôségû felfedezés az olyan Föld-
höz hasonló méretû bolygók megtalálása volna, ame-
lyek csillaguk lakhatósági zónájában keringenek.
Azonban nemcsak a Földünk méretével megegyezô
planéták lehetnek érdekesek, hanem a nála nagyobb
kôzetbolygók is, hiszen ezek megfelelô környezeti
feltételek teljesülése esetén szintén életet hordozhat-
nak felszínükön. Az összetételre vonatkozó számítási
eredmények felhasználásával nagyszerû összehasonlí-
tásokat végezhetünk a nagy tömegû kôzetbolygók és
a mi Földünk tulajdonságai között. Α Földhöz hasonló
felépítésû, de annál nagyobb tömegû szuper-Földek
geológiai értelemben aktívabb égitestek, hiszen ma-
gasabb belsô hômérsékletük intenzívebb geodinami-
kát tarthat fenn, elôsegítve ezzel a hatékonyabb le-

meztektonikát. Számos kutatás pedig alátámasztani
látszik azt a feltételezést, amely szerint a lemeztekto-
nika léte elôsegítette a földi élet fejlôdését. Így a szu-
per-Földek – megfelelô kritériumok teljesülése esetén
– akár kedvezôbb feltételeket is nyújthatnak az olyan
típusú élet számára, mint amit mi itt a Földön megis-
mertünk. Az élet jellegét meghatározó vagy befolyá-
soló fizikai paraméterek közül pedig az egyik legfon-
tosabb a felszíni nehézségi gyorsulás értéke, mivel ez
szab felsô határt az élôlények tömegének és méreté-
nek egy adott planéta bioszférájában.

A Kepler-ûrtávcsô mérései által a Földünkhöz ha-
sonló és a nála nagyobb méretû bolygók esetén a vár-
ható felfedezések száma akár a több százat is elérheti,
amely adattömeg már segíti a szakembereket a Tejút-
rendszerbeli potenciálisan lakható bolygók lehetséges
számának becslésében. A 2010-es év összes bejelentett
exobolygó-felfedezése száz körül volt, és ebbôl 8 az
elsôként a Kepler-ûrtávcsôvel detektált planéta, amely
arány növekedésére lehet számítani a következô évek-
ben. Mivel a kis tömegû exobolygókat illetôen is töme-
ges felfedezések várhatók, a Kepler valóságos forradal-
mat indíthat el az exobolygó-kutatás területén.

Linkgyûjtemény:
Kepler: http://www.kepler.nasa.gov/Mission/discoveries/
Kepler-9d: http://arxiv.org/abs/1008.4393v3
Exobolygó enciklopédia: http://exoplanet.eu/
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A FIZIKA TANÍTÁSA

A LORENTZ-FÉLE SEBESSÉGTRANSZFORMÁCIÓ
SZEMLÉLTETÉSE ENERGIA-IMPULZUS DIAGRAMOKKAL

Bokor Nándor
BME, Fizika Tanszék

Furcsa és kicsit egzotikus példa a relativisztikus jelen-
ségek energia-impulzus diagramokkal [1] való szem-
léltetésére a Lorentz-féle sebességtranszformációs képlet
levezetése. Egy tisztán kinematikai kérdést ugyanis
dinamikai fogalmak segítségével (energiamegmaradás,
impulzusmegmaradás) szemléltet és vezet le.

Az [1] cikkhez hasonlóan itt is c = 1 egységeket
használok. A sebességek tehát dimenzió nélküli szá-

mok, amelyek csak (−1) és 1 közötti értékeket vehet-
nek fel; a tömeg, impulzus és energia pedig mind
ugyanabban az egységben mérendô.

Egy S vonatkoztatási rendszerben egy meteor v
sebességgel mozog balra, egy ûrhajó pedig u sebes-
séggel jobbra. A kérdés: mekkora v ′ sebességgel mo-
zog balra a meteor az ûrhajóhoz képest, azaz az
ûrhajóhoz rögzített S ′ vonatkoztatási rendszerben?

A FIZIKA TANÍTÁSA 89



(A balra irányuló v és v ′ sebességeket negatívnak, a

1. ábra. Az ûrhajó-ûrkabin rendszer energia-impulzus diagramja
S -bôl nézve.

E

p

M

m

a

b

2. ábra. Az ûrhajó-ûrkabin rendszer energia-impulzus diagramja az
ûrhajó vonatkoztatási rendszerébôl, S ′-bôl nézve.

M

m

a

b�

p �M

p �

E �M

E �

jobbra irányuló u -t pozitívnak tekintem.)
A levezetéshez odaképzelünk egy harmadik objektu-

mot: egy ûrkabint, amely a meteorral együtt v sebesség-
gel mozog balra, és amelynek m✽ tömegét az alábbi
szempont szerint választjuk meg: S legyen éppen az a
vonatkoztatási rendszer, amelyben az m✽ tömegû ûrka-
binból és az m tömegû ûrhajóból álló rendszer tömeg-
középpontja nyugszik! Nyilván tetszôleges u, v és m
mellett található ilyen m✽ tömeg (még ha esetleg nem
realisztikus is egy ilyen tömegû ûrkabin), és ha a képze-
letbeli ûrkabinra levezetjük a v ′(v,u ) sebességtransz-
formációs összefüggést, ugyanaz a képlet automatiku-
san érvényes lesz a vele együtt mozgó meteorra is.

Az 1. ábrán látható az ûrhajó-ûrkabin rendszer
energia-impulzus diagramja az S vonatkoztatási rend-
szerbôl nézve. Az ábráról leolvasható, hogy

1) A rendszer eredô energia-impulzus vektora – az
ábrán a szaggatott vonallal jelölt vektor – függôleges
(hiszen S a tömegközépponti rendszer);

2) Az ûrhajó energia-impulzus vektora az m -hez
tartozó hiperbolára mutat;

3) Az ûrkabin energia-impulzus vektora a vektor-
kivonás szabályainak megfelelôen automatikusan
kiadódik (ez a β dôlésszögû vektor az ábrán).

Az ûrhajó és az ûrkabin energia-impulzus vektorá-
nak dôlésszöge adja meg az S -ben mért sebességüket:

A (2)-ben szereplô mínusz elôjel oka, hogy v negatív

(1)u = tanα

(2)v = tanβ

szám, az ábrákon szereplô hegyesszögeket viszont az
átláthatóság kedvéért mind pozitívnak veszem.

Az S tömegközépponti rendszerben az impulzus-
és energiamegmaradás egyenletei:

ahol M az ábra szerinti felsô hiperbolához tartozó

(3)
m u

1 u 2

m✽ v

1 v 2
= 0,

(4)M = m

1 u 2

m✽

1 v 2
,

tömegérték, a „rendszer össztömege”.
(3) és (4) kombinálásával m✽ könnyen kiküszöböl-

hetô:

Mi az 1. ábra energia-impulzus diagramjának megfe-

(5)M = m

1 u 2

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

1 u
v

.

lelôje az ûrhajóhoz rögzített S ′ vonatkoztatási rend-
szerben? Az S ′-beli új ábra megszerkesztéséhez az
alábbi gondolatmenettel jutunk el. Az S ′ rendszerben

1) az m tömegû ûrhajó áll, tehát az ô energia-im-
pulzus vektora lesz függôleges;

2) az ûrhajó-ûrkabin rendszer tömegközéppontja
éppen (−u ) sebességgel mozog balra (hiszen S -ben

állt), tehát a tömegközéppont energia-impulzus vek-
tora α szöggel dôl balra az E -tengelyhez képest.

A helyzetet a 2. ábra mutatja. A tömegközéppont
energia-impulzus vektorát természetesen olyan hosszúra
kell rajzolni, hogy az M -hez tartozó hiperbolára illesz-
kedjen. Az ábrán ilyen módon – két vektor különbsége-
ként – ismét automatikusan kiadódik az ûrkabin energia-
impulzus vektora is, amely most β′ szöggel dôl az
E -tengelyhez képest. A β′ dôlésszög különbözik az 1.
ábra β-jától: éppen ezt fejezi ki a sebességtranszformá-
ció. A sebességtranszformációs képlet levezetése ezek
után nem más, mint az 1. és 2. ábrákon szereplô α, β és
β′ szögek tangensei közötti összefüggés megtalálása.
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A keresett v ′ sebesség ugyanis a

3. ábra. „Furcsa elmélet.”

b

E

p

M

m

a

b

a

b�a

alakba írható (a mínusz elôjel oka ismét az, hogy az

(6)v ′ = tanβ′

ábrákon szereplô hegyesszögeket következetesen
pozitívnak, a balra mutató sebességeket viszont nega-
tívnak tekintem).

A 2. ábrából – ügyelve az elôjelekre – egyszerûen
felírhatók a tangensek (és ezzel a sebességek):

ahol p ′M és E ′M a tömegközéppont impulzusa, illetve

(7)u = tanα =
p ′M
E ′M

,

(8)v ′ = tanβ′ =
p ′M

E ′M m
,

energiája az S ′ vonatkoztatási rendszerben.
E ′M -re, (5) felhasználásával

adódik. (8)-at és (7)-et elosztva, (9) felhasználásával a

(9)E ′M = M

1 u 2
= m

1 u 2

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

1 u
v

következôt kapjuk:

amelybôl adódik a Lorentz-féle sebességtranszformá-

(10)

v ′
u

=
E ′M

E ′M m
= 1

1 m
E ′M

=

= 1

1 1 u 2

1 u
v

= v u

u u 2 v
,

ciós képlet:

(11)v ′ = v u
1 u v

.

Kitérô

Ha a speciális relativitáselmélet helyett egy olyan furcsa
elmélet lenne érvényes, amely szerint az 1. és 2. ábrá -
kon a hiperbolák helyett vízszintes egyenesek szerepel-
nének, akkor a 3. ábrán látható diagramot kapnánk
(az ábra helytakarékossági okokból egymásra vetítve
mutatja az S és S ′ rendszerbeli szituációkat).

Ez esetben – amint az ábráról leolvasható – a tan-
gensek közötti összefüggés egyszerûen

lenne, amibôl a

(12)tanβ′ = tanα tanβ

Galilei-féle sebességtranszformáció adódna.

(13)v ′ = v u

A helyes elmélethez visszakanyarodva: ott is a 3.
ábrához hasonló helyzet alakul ki kis sebességeknél.
Olyankor ugyanis az energia-impulzus vektorok na-
gyon kis szöggel dôlnek az E -tengelyhez képest, te-
hát a hiperboláknak csak a középsô, gyakorlatilag
vízszintes egyenessel helyettesíthetô része kap szere-
pet. (Ilyenkor természetesen (12) helyett nem csak a
tangensek, hanem közelítôleg maguk a szögek is ad-
ditívak.)

A fényrôl

A (11) sebességtranszformációs képlet nem csak tö-
megpontok sebességére mûködik, hanem helyesen
adja vissza a relativitáselmélet egyik alap-posztulátu-
mát, a fénysebesség mért értékének inerciarendszertôl
független voltát is: például v = −1 érték mellett v ′-re
is (−1)-et ad.

Kifogásolható, hogy a (11)-et eredményezô leveze-
tés csak anyagi pontok esetére érvényes, hiszen a (3)
és (4) egyenletekben szereplô impulzus- és energia-
kifejezés fénysugárra nem írható fel (a fényre vonat-
kozó m ✽ = 0 és |v| = 1 miatt). Ha azonban az

kifejezéseket egyaránt pf -fel helyettesítjük – pf a fény-

m✽ v

1 v 2
és m✽

1 v 2

részecske impulzusát jelöli, ami egyenlô az Ef energiá-
jával –, a levezetés expliciten fénysugárra is könnyen
végigvihetô (a kezdô lépéseket lásd késôbb).

Tanulságos megnéznünk, hogyan viselkedik az 1.
és 2. ábra, ha az eredeti meteor helyett fényrészecs-
ke a balra haladó objektum. Az S -beli helyzetet a 4.
ábra mutatja. Az általánosság ismét semmit sem sé-
rül, ha az ûrhajó tömegét akkorának feltételezzük,
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hogy az ûrhajó-fényrészecske rendszer eredô ener-

4. ábra. Az ûrhajó-fényrészecske rendszer energia-impulzus diag-
ramja S -bôl nézve.
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b
b = 45°

p�
5. ábra. Az ûrhajó-fényrészecske rendszer energia-impulzus diag-
ramja az ûrhajó vonatkoztatási rendszerébôl, S ′-bôl nézve.
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gia-impulzus vektora függôleges legyen, ahogy az
ábra mutatja.

Az S ′-beli energia-impulzus diagram szerkesztése
– ezt az 5. ábra mutatja – teljesen a 2. ábra mintájára
történik. Csakhogy most, mivel az S -beli ábra β-ját
45°-osra választottuk, automatikusan – a hiperbolák
geometriai tulajdonságaként – adódik az az ered-
mény, hogy az S ′-beli ábrán is β′ = 45°-os szögben
fog dôlni a fényrészecske energia-impulzus vektora
az E -tengelyhez képest. Az energia-impulzus diagra-
mok világában a fénysebesség invarianciája tehát geo-
metriai szerkesztésként adódik.

A 4. és 5. ábrákon ugyanakkor az is látszik, hogy
a fényrészecske S -beli és S ′-beli energia-impulzus
vektora nem ugyanolyan „hosszú” (precízebben:
nem ugyanakkora energiát képvisel). Mekkora a két
energia aránya? Az S -beli impulzus- és energia-meg-
maradás egyenletei a következôk (vesd össze (3) és
(4) egyenleteket):

amelyekbôl pf kiküszöbölésével

(14)
m u

1 u 2
pf = 0,

(15)M = m

1 u 2
pf ,

adódik (ezt kapnánk (5)-bôl is, v = −1 helyettesítés-

(16)M = m

1 u 2
(1 u ) = m 1 u

1 u

sel). A fényrészecske S ′-beli és S -beli energiájának
aránya:

A számlálóban szereplô p ′f (ahogy az 5. ábrából leol-

(17)
E ′f
Ef

=
p ′f
pf

.

vasható) nem más, mint az M tömegû ûrhajó-fényré-
szecske rendszer impulzusa S ′-ben, míg a nevezôben
szereplô pf (ahogy a 4. ábrán látszik) egyenlô az m
tömegû ûrhajó S -beli impulzusával. Ebbôl:

ahol az utolsó lépésben felhasználtam a (16)-ot. A

(18)
E ′f
Ef

=

M u

1 u 2

m u

1 u 2

= M
m

= 1 u
1 u

,

(18) képlet (E ′f = hf ′, Ef = hf helyettesítéssel) éppen
a fényhullámra vonatkozó Doppler-effektus képlete.
Ha az S rendszerben a fény frekvenciáját f -nek mér-
jük, akkor a fénysugárral szemben haladó S ′ ûrhajó-
beli megfigyelô a (18) képlet szerinti mértékben na-
gyobb f ′ frekvenciájúnak észleli a fénysugarat. Mint a
(18) egyenlet utolsó lépésébôl látszik, a két frekven-
cia aránya közvetlenül is leolvasható a 4. (vagy az 5. )

ábra energia-impulzus diagramjáról, mint a két hiper-
bolához tartozó M és m tömegek aránya. (Természe-
tesen a Doppler-effektus, mint alapvetôen kinemati-
kai effektus – amely legszorosabban az idôdilatáció-
hoz kötôdik – a téridôbeli (t, x ) Minkowski-diagramon
is szemléltethetô és levezethetô [2].)
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