A FA- ES A VASGOLYO HEVESEN VERSENYZETT

»A templomtoronybdl egyszerre ejtiink le két egyenls
térfogata fa- és 6lomgolyot.
e A két goly6 egyszerre ér foldet.
e Az 6lomgoly6 ér le hamarabb.
e A fagoly6 esik le korabban.”
(Oveges-verseny 2007, 1. fordul6)

Tanitvanyaimmal e feladat megoldasa volt a témank
néhany fizikaszakkoron a hevesi Eotvos Jozsef Kozép-
iskoldban. Irisomban tapasztalatainkat foglaltam 6ssze.
Vizsgaljuk a golyora hato erdket! Lefelé iranyul a
nehézségi eré (mg), felfelé pedig a kozegellenallasi
er6 (F,) és a felhajtoers (F). Newton II. torvénye
alapjan a kovetkez6 mozgasegyenletet irhatjuk fel:
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Kis Tamas
E6tvos Jozsef Kbzépiskola, Heves

ma = mg - F,-F,

ma mg - plez/ Vg - % CIA plez/ yz

A kozegellenillasi erd kis sebességeknél nem a sebes-
ség masodik hatvanyaval aranyos, hanem att6l lineari-
san fligg. A golyok ugyan allo helyzetbdl indulnak, de
egy toronybol vald esés soran a négyzetes fliggés
domindl, tehat nem okoz nagy hibat, ha az elséfoka
résztSl eltekintliink. — A felirt 6sszefliggésbdl a gyorsu-
las kifejezhets:

_ p lev Vg _ CZA plez; UZ (1)
m 2m

Mivel a mozgas sordn a sebesség (az allando, egyen-
sulyi értékhez aszimptotikusan kozeledve) ng, ezért a
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gyorsulds sem lehet 4allando, a képletben minden mas
konstans.

Miben kilonbozik két azonos méretd, de eltérd
strlségl goly6 gyorsuldsa? A vizsgalathoz kerestiink
két alkalmas, nagyon hasonl6 feliiletd golyot: az
egyik fabol, a masik vasbol készult.

Ezek jellemz6i: 7, = 7, = 0,025 m; my, = 0,050 kg;
m,,. = 0,533 kg. Egyéb adatok: p,,, = 1,29 kg/m? (a le-
vegd slrlsége 0 °C-on), ¢, = 0,45 (a golyo légellen-
allasi tényezdje).

Ezeket az értékeket behelyettesitve az (1) egyenlet-
be, a két golyo gyorsulasara a kovetkezs Osszefliggést
kapjuk:

a, = 9,81 m/s? - 0,0166 m/s* -(0,0114 1/m) v*

a, =981 m/s*-0,00155 m/s? - (0,0011 1/m) ¢*

Eltérés a kozegellenallasbol és a felhajtoer6bdl szar-
mazo6 tagndl tapasztalhato, bar ez utdobbi hatdsa csak a
fagolyonal befolyasolja némileg a gyorsulast. Ezt fi-
gyelembe véve:

a, = 9,79 m/s*-(0,0114 1/m) v?, (1)

a, =981 m/s*-(0,0011 1/m) v, (1b)
A goly6 sebességének novekedése tehat a gyorsulds
csokkenését okozza. A sebesség addig valtozik, amig
a gyorsulas jo kozelitéssel 0 m/s* nem lesz. Ezutan a
golyd gyakorlatilag az elért maximalis sebességgel
egyenletesen halad tovabb. Ez az (1a) és (1b) egyen-
letekbdl kiszamithato:

_[97 ~
Umz{x,fa - 0,01 14 m/S - 29,5 m/S,
9,81
= . = 944 .
max. vas 0,0011 m/s 9 y m/s

Lathato, hogy a vasgolyd nagyobb sebességet érhet
el. Tovabba az (1a) és (1b) egyenlet szerint a kdzegel-
lenallasbol szarmazo tagban a ¢# egylitthat6ja a vasgo-
lyo esetén kortlbelil egy nagysagrenddel kisebb a
faénal. Mindebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a
fagolyd sebessége a mozgis soran végig kisebb.
Tehat a vasgoly6 ér elébb foldet! Altalanositva is ki-
mondhatjuk: azonos méretd golyok kozil a legna-
gyobb s(rlségu ér le hamarabb.

1. abra. A két goly6 ut-id6 grafikonja.
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Meg lebet-e adni az esés tetszbleges pillanataban a
golyok sebességét, illetve gyorsuldsdt? — Erre a kérdés-
re nem is olyan egyszerd valaszolni, hiszen a mozgas
soran mindkét mennyiség valtozik. A megoldishoz
tudnunk kell, hogy a sebesség a megtett Gt idS szerin-
ti elsG, a gyorsulds pedig masodik derivaltja. Ez alap-
jan az (1la) és (1b) egyenletek a kovetkez$ alakba
irhatok (mértékegységek nélkil):

d’s, ds, }
a 9,79 —0,0114[ 9-/“), 2a)
dr dt
2
s (2b)

vas __ 9 81 O 0011 dsl,’ﬂs ¥
dr ’ ’ dt |

Az igy kapott differencidlegyenletekben a két golyo
Gt-id6, azaz s(¢) figgvénye az ismeretlen. Az egyenle-
tekhez tartozik még két kezddsfeltétel, amelyek a go-
lyok eredeti helyét és sebességét adjak meg:

s(0) =0, v =0. 20
A mozgasegyenletekbdl szarmazo differencidlegyen-
letek megoldasa néhany ritka kivételtSl (példaul sza-
badesés, harmonikus rezgémozgis) eltekintve na-
gyon nehéz.

A problémit a Mathematica nevd programmal ol-
dottuk meg az alabbiak szerint:
<<Calculus‘DSolve'
utido1=DSolve[{y"[x]==9.79-0.0114y’[x]*2,y[0]==0,y’[0]==0},y[x],X]
utido2=DSolve[{y"[x]==9.81-0.0011y’[x]"2,y[0]==0,y’[0]==0},y[x],X]
sfa[x_]=Factor[Together[PowerExpand[utido1[[1,1,2]]]]]
svas[x_]=Factor[Together[PowerExpand[utido2[[1,1,2]]]]]
vfa[x_]=D[sfa[x],x]
vvas[x_]=D[svas[x],x]
afa[x_]=D[vfa[x],x]
avas[x_]=D[vvas[x],x]

Az eredménytl kapott fliggvények természetesen
abrazolhatok. A grafikonokat a jobb tanulmanyozha-
tosag érdekében célszerl hosszabb ideji esésekhez
(példaul 20 s) késziteni.

Az ut-id6 fiiggvények és a grafikonjaik:
8. (1) = 87,72 In[ch(0,334 1)),
Sl = 909,1 In[ch(0,104 H)].

A két goly6 kozti tivolsag rohamosan né. Példaul 5 s-
os esési idénél, vagyis 117,5 m magas torony esetén a
vasgoly6 28,7 m-es ,elénnyel” ér foldet (1. abra).

A sebesség-id6 fiiggvények és a grafikonjaik:
U (D) = 29,3 th(0,334 0,

v

vas

(1) = 94,4 th(0,104 1).

A két fuggvény végtelenben vett hatarértéke meg-
egyezik a korabban, elemi Gton meghatarozott ¢, s
€S Upux oas €rtékekkel, ami elgondolasaink helyességére
utal (2. abra).
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2. dbra. A két golyo sebessége az eltelt id6 figgvényében.

A gyorsulds-ido friggvények és a grafikonjaik:

9,79
Hn=__22
% = 03340

a0 = 8

ch%(0,104 1)

A fagolyd gyorsuldsa 8-10 s utdn erésen kozelit
0-hoz, és ettdl kezdve a mozgisa egyenletesnek te-
kinthetS. A vasgolyonal ez 25-30 s elteltével kovetke-
zik be (3. dabra).

A mozgis tovibbi elemzésében sokat segit, ha elké-
szitjuk az Gt-id6 figgvények inverzét: s = t(h),
amivel a torony magassagianak ismeretében kiszamit-
hat6 a goly6 esésének ideje. A képlet meghatarozasa-
hoz a kovetkezS parancssort kell beirni a Mathema-
tica programba:
tfa[s_]=Module[{x},Solve[sfa[x]==s,x][[1,1,2]]]
tvas[s_]=Module[{x},Solve[svas[x]==s,x][[1,1,2]]]

Az eredményll kapott inverzfliiggvények:

tfa(b) = 2,993 COs_l(eO,OIM h),
tms(b) = 9,627 COS_l(e(J,OOll h).

Ezek kilonbsége megadja, hogy mennyi id6 telik el a
golyok foldet érése kozott: Av(h) = t,(h)—1,,.(h). Az
igy kapott fliggvény grafikonja a 4. dbra.

Végezetul mar ,csak” az a feladat maradt, hogy
valos kortlmények kozott teszteljik eredményein-
ket... Engedélyt kaptunk arra, hogy Heves viros leg-
magasabb épitménye, a Viztorony tetejérsl, 37,5 m

4. abra. A két goly6 foldet érésének idskilonbsége az ejtés magas-
saganak fliggvényében.
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a(m/s?

t(s)
3. abra. A két golyo gyorsulds-idS grafikonja.

magassaghol ejthesstik le a golyokat. Alkalmas eszkoz
hidnyaban nem volt lehetSségilink az esési idG pontos
meghatarozasara, ezért mas mérési eljarasokat kellett
kidolgoznunk. A kisérletet kellemes 19-21 °C-os,
sz€lcsendes idSben végeztik el (1. kép).

A testek tavolsaganak mérése egy ismert belyzetben

ElGszor hatarozzuk meg, hogy mekkora elénnyel ér
le a vasgolyd! A t(h) figgvénnyel kiszamithato a vas-
goly6 mozgasanak ideje a foldet érésig: ¢,,,(37,5 m) =
2,784 s. Ennyi id6 elteltével a golyok tavolsaga

d=375m - 5,(2,784 s) = 4,03 m.

A méréshez le kell fényképezni a golyok esésének
utolsé 5-6 méterét Ggy, hogy a vasgolyo mar kozvet-
lentl a talaj folott legyen és a képen a fagoly6 is fel-
tinjon. A feladat nem volt egyszerd, hiszen a golyok
sebességébdl adodoan a felvételre kortlbelidl 0,02 s
all rendelkezésre! A torony aljaban mérdskalat allitot-
tunk fel: egy 2 m magas fehér paravanra 10 cm-en-

1. kép. A vas- és fagolyo ejtése a Viztorony tetejérdl.
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ként 1 dm széles fekete csikokat ragasztottunk. Az igy
elkészult ,méterrad” elé ejtettiik a golyokat. Ezzel
lehet6vé valt a golydk tivolsiginak meghatirozasa.
12 ejtést végeztliink a toronybol. Az elkészitett korul-
beltl 60 darab fénykép koziil egy olyat talaltunk, ami
a feltételeknek megfelelt (2. kép). A kiértékelés soran
azt tapasztaltuk, hogy a golyok tavolsiga d = 5,05 m
(emlékeztetSil, a szamitott érték: 4,03 m).

A testek foldet érése kozott eltelt id6 mérése

Ezt az idStartamot kozvetlentl kiszdmithatjuk a
At(h) fuggvény segitségével: a Viztoronybol valo ejtés
esetében

A1(37,5m) = 0,185 s.

A golyok mozgiasat videokameraval is rogzitettiik. A
foldet érést kiséré koppandsok jol hallhatdak a felvé-
telen, igy a koztik eltelt id6 szamitogépes hangelem-
zéssel ms pontossaggal mérhets. A 7 kiértékelt ejtés-
nél ez az idStartam: Az = 0,190+£0,007 s-nak adodott
(emlékeztetSiil, a szamitott érték: 0,185 s).
<>

A két mérés egyértelmlen megmutatta, hogy helyt-
allo volt az elméleti Gton nyert ,joslatunk”, hiszen a
kapott eredmények elég kozel estek egymashoz.
Természetesen az is nyilvanvalo, hogy ennél tobb
mérést kellett volna elvégeznlink ahhoz, hogy az
elméleti aton kapott eredményeinket alaposabban
Jteszteljuk” (tobbféle magassighol mas méretd go-
lyok ejtésével). De ez mar meghaladta a szakkor ke-
reteit. A célunkat igy is béven teljesitettiik: sokat ta-
nultunk és jol szorakoztunk!

......

e

2. kép. Becsapodasig mintegy 5 méter elényre tesz szert a vasgolyo.





