VEKTOROK PARHUZAMOS ELTOLASANAK

SZEMLELTETESE — II. RESZ

A Foucault-inga és egyebek

Cikkiink elsG részében elGszor altalanossagban vizs-
galtuk a vektorok parhuzamos eltolisinak kérdését.
Ezutan egy érdekes antik eszkoz, a kinai déliranyt jelzé
kordé mikodését mutattuk be, amely a jelenséget fizi-
kailag is illusztrilja: mikozben a kordé adott feliileten
adott gorbe mentén gurul, a raerdsitett jelz kar tartja
az iranyat”, pontosabban: parhuzamosan tolodik el.
Cikktink masodik részében néhany tovabbi illusztraciot
mutatunk be arra, hogy a parhuzamos eltolas jelensége
hol érhetd tetten a természetben.

A Foucault-inga

A Léon Foucault altal javasolt, és el6szor a 19. szazad
kozepén elvégzett ingakisérlet a fizika leghiresebb
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vizsgalatai kozé tartozik. A hossza fonalra fuggesztett
pontszerd tomeg lengési sikja elfordul a Foldhoz rog-
zitett vonatkoztatasi rendszerhez képest, szemléltetve
ezzel a Fold forgasat.!

Manapsag is elSfordul, killondsen a fizikat népsze-
rGsitS irodalomban, az a megfogalmazas, hogy a jelen-
ség oka: a matematikai inga a Fold mozgasatol fligget-
lentil megérzi lengési sikjat a globdlis inerciarendszer-
hez, azaz az allocsillagokhoz rogzitett vonatkoztatasi
rendszerhez képest. Ezen allitas képtelenségét egysze-

! Ha az ingakisérlettel célunk kifejezetten a Fold forgdsanak bizo-

nyitasa, akkor ne az Egyenlitén allitsuk fel a kisérleti apparatust: ott
ugyanis — mint latni fogjuk — az inga lengési sikja a mi nézSpon-
tunkbol, azaz a Foldhoz rogzitett vonatkoztatdsi rendszerben nem
fordul el.
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1. dbra

rd gondolatkisérlettel belathatjuk: képzeljink el egy
ingat, amelyet az Egyenliténél fuggesztenek fel, és &j-
félkor észak-dél iranyban hoznak lengésbe. Ha az inga
valoban megérizné lengési sikjat az dallocsillagokboz
képest, akkor reggel 6-kor a kisérletet végzdk feje felett,
vizszintes (1) sikban kellene lengenie, ami nyilvanva-
loan képtelenség. Valdjaban csak két olyan foldrajzi
hely van, ahol —a kezden kitérités iranyatol fuggetlentil
— az inga megGrzi lengési sikjat az alloesillagokhoz ké-
pest: az Eszaki- és a Déli-sark.

Nem segit a helyzeten, hogy idénként még az
olyan nagyszerl és preciz tankonyvek is félreérthe-
t6en fogalmaznak, mint Budo Agoston Mechanikdia:
,a Fold nem lehet inerciarendszer, de (...) ilyennek
tekinthet6 egy olyan rendszer, amelynek példaul a
z-tengelye a Fold forgastengelye, az xy-sikot pedig a
Fold kozéppontja és bizonyos allocsillagok hataroz-
zak meg; ebben a rendszerben ugyanis az inga lengé-
si sikja nem fordul el” [1]. A zavarhoz — 6nhibajan
kivil — valdszintlleg maga Foucault is hozzdjarult,
hiszen nevezetes cikkében [2] szerepel az a félmon-
dat, hogy ,a lengési sik nem fordul el, hanem rogzitett
marad a térben”, ha azonban figyelmesen olvassuk el
a bekezdést, rogton kidertl, hogy itt egy olyan labo-
ratoriumi kisérletrsl beszél, amikor egy forgd dobra
helyezett fémrad rezgését vizsgiljuk, és a fémrad
nyugalmi helyzete egybeesik a dob forgdstengelyével.
Ekkor — és analog moédon akkor, amikor a Foucault-
inga az Eszaki- vagy a Déli-sarkon leng — valoban igaz
a lengési (rezgési) sik allandosaga a térben. Mas szé-
lességi korokon azonban nem, hiszen az ingara telje-
silnie kell azon kényszerfeltételnek, hogy a lengési
sik dtmenjen a Fold kézéppontjan.?

Az adott szélességi koron feldllitott Foucault-inga
egy nap alatti szogelfordulasat az alabbiakban a www.
sciencebits.com/foucault honlapon taldlhato levezetés
alapjan targyaljuk.

Vizsgaljuk a fonal végére fliggesztett m tomegu to-
megpont mozgasit a Fold érintésikjaban (a tomeg-
pont jo kozelitéssel ebben a sikban mozog), a Fold-

*  Masképpen: az egyensulyi helyzet — az elhanyagolhato centrifu-

gilis erdtdl eltekintve — fliggbleges legyen.
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hoz rogzitett vonatkoztatasi rendszerben, (7, 6, z)
hengerkoordinatakat hasznilva. Az r koordinata a to-
megpont tavolsaga az egyensulyi helyzett6l, 6 a len-
gés szoghelyzete valamilyen kitlintetett irainyhoz (pél-
daul az északi irdnyhoz) képest, z pedig a fliggbleges
(azaz a Fold kozéppontjatdl elfelé mutatd) irdny (1.
dbra). A tomegpontra a nehézségi erd, a fonal hazo-
ereje és a Coriolis-eré hat (a centrifugalis erét elha-
nyagoljuk).

A nehézségi er6 és a foniler§ Osszetehets egy
olyan rugalmas visszatérité erévé, amely a Hooke-
torvénynek engedelmeskedve a kitéréssel egyenesen
aranyos — ez lesz felelGs a lengémozgasért —, mig a
Coriolis-eré a lengési sik oldalirinya elfordulasat
okozza. Newton 2. torvénye szerint:

my = —%rﬁmgx;ﬂ 1
ahol » a tomegpont helyvektora, Q pedig a Fold forga-
si szogsebessége. Konnyd belitni, hogy a fenti moz-
gasegyenletben szereplé vektorok komponensei az
(7, 0, 2) hengerkoordinata-rendszerben, a Fold adott
A szélességi korén:

70,0)

= (r0
6,0)

= (#r @

= (#-r0° 276 + 10,0

= (Q cosh cosB, -Q cosh sind, Q sin)).

Az elébbi komponensalakokat felhasznilva és az (1)-
ben szerepl6 vektori szorzatot kibontva a mozgas-
egyenlet 6-komponensére a kovetkezS egyenletet
kapjuk:

m(2 70+ r6) = 2 m +Q sin\. 3
A Foucault-ingara érvényes az adiabatikus kozelités
(amely egyébként valamilyen formdban rendszeresen
felbukkan az ilyen tipust, Ggynevezett geometriai
fazissal kapcsolatos jelenségeknél): Az inga o lengési
korfrekvencidja (amely tipikusan ~rad/s nagysagren-
d) sokkal nagyobb, mint az a korfrekvencia, amely-
lyel az inga felfiggesztési pontja korbehalad (ez
ugyanis a Fold szogsebességével egyezik meg, azaz
2w rad/nap). Raadasul a lengési sik korbeforduldsa-
nak korfrekvencidja is, mint kisérleti tapasztalatbol
tudjuk, ~2m rad/nap nagysagrendjébe esik.’

Ekkor — az inga lengésének, illetve a lengési sik
elfordulasanak sok nagysagrenddel eltér§ peridodusat
figyelembe véve — a kovetkez6 nagysagrendi becslé-
sek végezhetSk:

i~ o, D

®  Mis megfogalmazasban: az inga lengési sikja annyira lassan

valtozik, hogy egy lengésen belil a tomegpont jo kozelitéssel
ugyanabban a sikban marad.
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illetve
6~Q06 és 6~ Q%0, )

igy a (3) egyenlet bal oldalan szerepl6 két tag aranya-
ra a kovetkezs adodik:

L(?Nmr£29=2>>1, ©)
r0 rQ2e Q

vagyis a (3) egyenletben az 78 tag elhanyagolhat6. A
kapott kozelité egyenletbél kozvetlentl adodik az
inga lengési sikjanak elfordulasi szogsebessége:

0 = QsinA. @)

Mekkora 7'idé alatt fordul el a lengési sik — a Foldhoz
rogzitett vonatkoztatdsi rendszerben!/— éppen annyit,
hogy az inga visszatérni latszik eredeti orientacioja-
hoz? Ez éppen a n elfordulasi szoghoz tartozo idStar-
tam, amely (7) alapjan szdmolhato:

0=" - Qsink = 2—ﬂ:sin?», ®
T nap
tehat
1 nap
T= .
2 sinA ©)

Ellenérzés: a (9) képletbdl a Déli- és Eszaki-sarkra
T'= 12 o6ra adodik, az Egyenlitére pedig 7 = o (nem
fordul el a lengési sik), amint azt varjuk is.

Mint mar megjegyeztik, a Foucault-féle ingakisér-
let eredeti célja a Fold tengelyforgasinak demonst-
ralasa volt. Egyszerd aranypar felallitasaval konnyd
kiszamitani, hogy egy nap alait mekkora o szoggel
fordul el a lengési sik a Foldhoz rogzitett vonatkoz-
tatasi rendszerben:

2T _2m (10)
1 nap a
azaz (9) felhasznalasaval:
o = 27 sinA. a1y

Ez az eredeti kisérlet helyszinén, Parizsban naponta
mintegy 271°-os elfordulast eredményezett.

Tobb, mint gyanus, hogy a (11) eredmény tokéle-
tesen megegyezik azzal a — Gauss—Bonnet-tételbdl sza-
molhat6 — szogelfordulassal, amely egy gémb adott A
szé€lességi korén parhuzamosan korbevitt vektorra ado-
dik egy teljes kor megtétele utin. Valoban, mint me-
chanikai megfontolasokbdl kdzvetleniil is megmutatha-
t6, a Foucault-inga lengési vonala pdrbuzamos eltoldst
szenved a Fold felilletén az adott szélességi kor men-
tén. Annak természetesen nincs jelentGsége, hogy eb-
ben az esetben a vektort képvisel§ objektumot fizikai-
lag nem mi hordozzuk korbe egy dllé gomb feltletén —
mint a kordé esetében tettiik, a Foldet ugyanis annal a
kisérletnél allo gombnek tekinthettiilk —, hanem a Fold
napi forgasa teszi meg nekiink ezt a szivességet.
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Mivel a Foucault-ingat nem a Gauss—Bonnet-tétel
kvantitativ igazolasara talaltak ki, igy nem is kérhets
szamon rajta, hogy erre a célra kevésbé rugalmasan
haszndlhato, mint a déliranyt jelzé kordé. Osszefog-
lalhatjuk, melyek a Foucault-inga hatrinyai a kordéval
szemben (ha a Gauss—Bonnet-tétel demonstralasara
akarjuk hasznalni mindkett&t):

e A Foucault-inga csak egy bizonyos tipusii felii-
leten (nevezetesen a Foldon, mint gombfeliileten), és
annak is csak nevezetes vonalai (a szélességi korok)
mentén végzi a parhuzamos eltolast.

e Egy-egy kisérletez6 kényelmesen csak egyetien
gorbén végezhet mérést (azon a szélességi koron,
amelyen tartézkodik), Gj kisérletekhez nagy tdvolsa-
gokat kell utaznia.

¢ A Gauss—Bonnet-tétel demonstralasihoz (azaz
az inga zdrt gorbén vald végigviteléhez) sziikséges
kisérlet egy teljes napot igénybe vesz.

e Meg kell oldani, hogy az inga lengése a kisérlet
24 Oraja alatt ne csillapodjon szamottevGen.

Van viszont az inginak egy nagyon vonzé tulaj-
donsaga: felépitésének végletes egyszertsége (hason-
litsuk ezt 6ssze a kordé bonyolult fogaskerék-rend-
szerével)). A fenti hatranyok kozil is kiktszobolhet
néhany, mint azt az alabb felsorolt szellemes javasla-
tok mutatjak.

e A Foucault-inga csillapitismentes valtozata el-
készitheté olyan moédon, hogy a fliggSleges fonal
végére rogzitett vasgolyot egy alkalmasan beallitott
elektromagnes kényszeriti ingamozgasra [3]. Az ilyen
alland6 tizemU inga esetében nem sziikséges a len-
gésid6t — és ezzel egylitt a méretet — nagyra valaszta-
ni, igy kompakt, hordozhat6é Foucault-inga készithe-
t6, amellyel folyamatos tizemmodban, akdr honapo-
kon keresztil végezhetSk a mérések.

¢ A Foucault-inga mikodésének demonstralasara ki-
csinyitett makett is készithetd. Itt nem a Fold forgdsanak
a bemutatasa a cél, hanem annak igazoldsa, hogy egy
forgd asztalra (ez modellezi a forgd Foldet) helyezett
inga lengési sikja valoban a Gauss—Bonnet-tétel szerinti
mértékben fordul el. E kisérlet egyik lehetséges valtoza-
ta az, amikor az ,ingat” nem fonal végéhez rogzitett to-
megpont, hanem merev rad alkotja [4]. A gravitacio altal
el6idézett lengémozgas szerepét a megpenditett merev
rad rugalmas rezgése veszi it. Az elrendezés nagy el6-
nye, hogy a forgd asztalra szerelt, felsé végén befogott
merev rad tetszGleges mértékben megdonthetd a fliggs-
legeshez képest, ilyen modon tetszéleges szélességi kor
mentén lezajlo lengémozgas kvantitativen modellezhe-
t6. A merev rad szabad vége ugyanis (jo kozelitéssel, ha
a gravitacid altal okozott meghajlastol eltekintink) a
rogzitett ferde pozicidhoz képest végez rezgémozgaso-
kat. Tovabbi elény, hogy az adiabatikus feltétel mar
sokkal kisebb id&skalan is teljestl: a rad rezgésének
frekvenciajat 10 Hz koruli értékre allitva [4] az asztal
teljes korbefordulasanak idejét akdr néhany misodperc-
nyi rovidségtre is valaszthatjuk. Igy az egynapos nor-
mal Foucault-kisérlet néhany masodperc alatt kicsiben”
lejatszhat6. A megpenditett rad gyors rezgése elmoso-
dott siknak latszik, amelynek lasst elfordulidsa kony-
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nyen megfigyelhetd. Torténeti érdekesség [2, 4], hogy e
kisérleti elrendezés gondolata kozvetlentl Foucault-ig
nyulik vissza: miel6tt ugyanis hires graviticios ingaki-
sérletét elvégezte, el6szor egy egyik végén esztergapad-
ba befogott merev rad rezgésének vizsgilataval gy6zo6-
dott meg arrdl, hogyan fordul el a rezgési/lengési sik
egy forgd rendszerhez képest!

Parallelométer

A déliranyt jelz6 kordén és a Foucault-ingan kiviil
mas mechanikai eszk6zok is léteznek, amelyek pir-
huzamos eltolast valositanak meg. Az egyik legegy-
szerbb a nevében is erre a funkciéra utaldé a paral-
lelométer [5], amely nem mas, mint egy talapzatra
szerelt surloddsmentes lendkerék (2. abra).

Egy adott gorbiilt felilet vizsgalatakor gondoskod-
nunk kell réla, hogy a lendkerék mindenhol csak a
feltilet érint&sikjaban foroghasson el. Ezt a kényszer-
feltételt Ggy lehet egyszerten kielégiteni, hogy a pa-
rallelométer talapzatat az adott felileten csusziatva
mozgatjuk (tehit nem emeljiik el a felilettSD), tgyelve
arra, hogy a talapzathoz merélegesen erdsitett forgas-
tengely, amelyen a lendkerék elforoghat, mindvégig
mer6leges maradjon a feliiletre.* A lendkereket nem
hozzuk forgdsba. Mivel a kiegyensulyozott lendkerék-
re az eszkoz eltoldsa kozben nem hat forgatonyoma-
ték, kullsi parhuzamos eltolast szenvednek az adott
feltlet adott gorbéje mentén.

Osszefoglalo megjegyzések
és egyéb fizikai analogidk
Magasabb dimenziok

A Gauss-gorbiilet fogalma nagyszertien bevalt feliile-
tek gorbiltségének leirdsira. Szépsége, hogy a felilet
adott pontjaban egyetlen szimadattal képes kvantita-
tiven jellemezni a gorbiiltség mértékét és jellegét (ne-
gativ, illetve pozitiv). Hidnyossaga, hogy definidldsa-
hoz kiilsé nézGpont szlikséges — elvégre a feliiletben
€él6 laposlények vilagabol nézve nem léteznek, csu-
pan matematikai absztrakciok azok a merdleges si-
kok, amelyek a cikkiink el6z8 részében felirt (6)
egyenletben szerepléd R, és R, .. értelmezéséhez
sziikségesek. Ezt a hidnyossagot ellenstlyozza Gauss
nevezetes tétele, a Theorema Egregium, amely ki-
mondja, hogy a (6)-tal definialt K Gauss-gorbiilet ki-
szamitasa kizarolag belsé mérések segitségével is
elvégezhetS. Mas szoval, 1étezik K-ra egy olyan kép-
let, amelyben nem az R, és R, ,elvont” fogalmai
szerepelnek, hanem csupa olyan mennyiség, amelyek
szemléletes jelentéssel, mérhetS fizikai tartalommal

birnak a laposlények szamara.’

4 Ez analog azzal a kényszerfeltétellel, hogy a Foucault-inga
egyensulyi helyzete mindenhol meréleges a Fold feliletére.
> A szamitds meglehetSsen bonyolult receptjét, azaz magat a The-

orema Egregiumot itt nem részletezzik.
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2. dbra

Ketténél nagyobb dimenzi6szima sokasdg (pél-
daul hiromdimenzios teriink) esetén azonban alap-
vet6bb nehézségekbe titkoziink. Mint kidertl, a gor-
biilet adott pontbeli jellemzésére ekkor mar nem al-
kalmas egyetlen szim. Természetesen tovabbra is
kényelmetlen mar a kiindulds is: ha a (6) definicio
teriinkre 4ltalanositani, négydimenzidés nézGpontot
kellene felvenniink, amire — jharomdimenziés lapos-
lényekként” — alkatilag képtelenek vagyunk.

A megoldas kulcsat a zseniilis matematikus, Rie-
mann taldlta meg. Legfontosabb gondolata: a gorbu-
letet olyan mennyiséggel kell jellemezni, amelyet —
ellentétben a (6) képlet  filozofidjaval” — mar eleve
bels6é nézSpontbol lehet definidalni. Felismerte, hogy
egy adott sokasag gorbiilete valoban jellemezhets egy
olyan (pontrél pontra mas-mis értékeket felvehets)
tobbkomponenst mennyiséggel, egy tenzorral, amely-
nek mdar a definicids képletében csakis a sokasig mér-
hetS bels6 adatai szerepelnek, nem kell kozben maga-
sabb dimenzi6ji nézépontra viltanunk.

Szemléletiink a magasabb dimenzi6ja sokasigok
esetén igy is Ohatatlanul nehézségekbe ttkozik. A
parbuzamos eltolas fogalma példaul mar haromdi-
menzids gorbilt tér esetén sem olyan szemléletes,
mint gorbiilt feliileten volt.”

Gorbult téridd

Elméletével Riemann nem csak a matematika Gj agat
inditotta el, hanem a fizika egyik nagy forradalmat is

¢ A Riemann-féle elmélet feliilr6l kompatibilis Gauss torekvéseivel: a

gorbtiletet leird Riemann-tenzor ugyanis 2D feliiletek esetén egykom-
ponensi mennyiséggé, skalarra redukalodik, amelynek szimértéke —
konstans faktortol eltekintve — megegyezik a K Gauss-gorbilettel.

7 Itt csak annyit jegyziink meg, hogy a parhuzamos eltolds defini-
ci6ja magasabb dimenzidju esetekben legegyszertiibben egy algeb-
rai egyenletrendszerrel adhaté6 meg, amelyben az ugynevezett
Christoffel-szimboélumok szerepelnek.
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elGsegitette: kidertlt ugyanis, hogy a Riemann-geo-
metria idedlis matematikai keretet nyQjt a gravitdcio
elméletének formaba ontéséhez. Einstein altalinos
relativitaselméletének lényege, hogy a négydimenzios
téridd egy olyan gorbiilt sokasag, amelynek (1) gor-
biletét a tomegek (pontosabban az adott téridétarto-
manyban levé energia és impulzus) okozzak, és
amelyben (2) a szabad tomegpontok a gorbiilt soka-
sag ,egyenesei” (geodetikusai) mentén mozognak.

A fenti (1) pontot atfogalmazva: a téridé gorbuletét
minden ,téridépontban” (azaz eseménynél) egy olyan
Riemann-tenzor irja le, amelyet az adott téridépont-
beli energia és az impulzus hatiroz meg.® A (2) pont-
nal egy kicsit hosszabban idGzziink. A kérdés ugyanis
az: mit nevezliink egy négydimenzios gorbult térids-
ben geodetikusnak?

Itt emlékeztetink arra, hogy euklideszi sikon az
egyenes definidlasa kétféleképpen torténhet:

e Az egyenes olyan vonal, amelynek érintévektora
a vonal mentén pdrbuzamos eltoldst szenved.

e Az egyenes olyan vonal, amely az adott két pon-
tot 0sszekots vonalak kozott a legrovidebb.

Mindkét definicié egyszerlien atmenthetd maga-
sabb dimenzidszamu, gorbiilt terek esetére is. A gor-
bult téridore vald altalanositds azonban nem trivialis.
Raébredni, hogy a tér és az id6 nem rendelkezik 6nal-
16, abszolut létezéssel, csupan egy egybefliggd rend-
szer kilonbozs ,iranyd” vetlletei, mar 6nmagaban
forradalmi gondolat (amely Hermann Minkowski ne-
véhez flz4dik, és eleinte maga Einstein is idegenke-
dett t6le); nem lepSdhetnénk meg tehdt, ha ez a fajta
sokasag kicsit masképp viselkedne, mint egy olyan,
ahol példaul az 6sszes ,irany” térszerd.

Kidertl, hogy — a fenti kétféle definici6 analogia-
jaként —a gorbult téridd geodetikusainak a definidlasa
is kétféeleképpen torténhet:

e A geodetikus olyan vilagvonal, amelynek a kiin-
dul6 ,pontban” (a kiinduldé eseménykor) meghtzva
érintGvektorat, és a vilagvonal mentén pdarbuzamosan
eltoljuk, az végig a viligvonal érintGje marad’ [6].

e (Tomegpontokra) a geodetikus olyan vilagvonal,
amelyhez az adott két eseményt 0sszekots vilagvona-
lak kozott a leghosszabb sajdtido tartozik. Mas megfo-
galmazasban: ha adott pontbol, adott idében tobb
ikertestvért is utnak inditunk, azutan egy késGbbi
id6pontban ismét dsszehozzuk Sket, akkor a randeva
pillanataig az az ikertestvér oregszik a legtébbet, aki a
két esemény kozott geodetikuson (azaz erémentes
allapotban, ,szabadon esve”) mozgott. Ez az Ggyneve-
zett ,maximalis oregedés elve” [7].

Révid kitéro: a relativitaselmélet egyik legnépsze-
ribb pedagobgiai példazata az iker-paradoxon. Egy-
szerd megfogalmazasban: az Urdllomason maradt
ikertestvér tobbet Oregszik, mint az, aki oda-vissza

Hogy hogyan, arrdl az elmélet alapegyenlete, az (itt nem részle-
tezett) Einstein-egyenlet ad szamot.
?  Ez esetben tehat nem eredményként kapjuk meg, hogy geodeti-
kus mentén eltolva egy vektor megtartja az irdnyat, hanem forditva,
a geodetikust igy definidljuk.
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utat tesz egy tavoli bolygd és az Grallomas kozott. A
fentiekbdl viszont kovetkezik, hogy az ,oda-vissza”
szoval 6vatosan kell banni. Az eredeti valtozatban az
,egy helyben maradt” ikertestvér végig egy szabadon
lebegd (és elhanyagolhato tomeg(!) Grallomason tar-
tozkodik, azaz sik térid6ben, er6mentes, szabad moz-
gast végezve. A maximalis oregedés elve egyértelmu:
6 mozog geodetikuson (szabadon, erémentesen), te-
hat 6 oregszik tobbet, mint utazo testvére (akit raké-
tija hajtomive fékezési és gyorsulasi mandverekre
kényszerit). Ha azonban egy olyan valtozatot tekin-
tink, amelyben az ,egy helyben maradt” ikertestvér
példaul végig a Fold felszinén tartdzkodik, mig test-
vére ,oda-vissza” utat tesz meg egy felfelé elhajitott,
majd a Fold felszinére visszaesd Grkabinban, akkor itt
az utazo testvér mozog geodetikuson (szabadesésben,
erémentesen), tehat 6 dregszik tobbet, mint a Foldon
maradt testvére (akit a talaj nyomoereje kényszerit a
Fold felszinén maradni).

Porgettyl és geodetikus precesszio

Mi a legtokéletesebb, legmegbizhatobb iranytd, amely
minden kortilmények kozott a foldrajzi (nem a mag-
neses!) északi irinyba mutat? A newtoni mechanika
szerint, ha egy pdorgettyiire a gravitacios tér forgatod-
nyomatékot fejt ki, a porgettyd forgastengelye lassan
elfordul (precesszal). Ha alkalmas felfiiggesztéssel
kiktiszoboljik ezt a forgatonyomatékot, akkor a por-
gettyd megdrzi forgastengelyének irdnyat a térben.
Egy ilyen eszkozt (amelyet gyro compass-nak, por-
gettyUs irdnytiinek neveznek) példaul a Sarkcsillag
irdnyaba allitva olyan iranytihoz jutunk, amely észa-
ki iranyat mindvégig megtartja. Hogyan egyeztethe-
t6 ez Ossze a Foucault-inga sikjanak elfordulasaval?
A kulcs az, hogy a porgettyd azért alkalmas irdny-
tinek, mert ,hiromdimenzios objektum” [8]: miutan
megporgettik, orienticidjanak bedllasira a térben
nem szabunk ki kényszerfeltételt. Az eredetileg
északi iranyuara bedllitott Foucault-inga azért nem
lenne alkalmas iranytinek Chiszen pontosan errdl is
sz0l a Foucault-kisérlet!), mert lengésére kényszer-
Sfeltételt szabtunk: a lengé tomegpontnak a Fold érin-
t6sikjaban kell maradnia. Ugyanez igaz a déliranyt
jelz6 kordéra is: az irdnyt mutato nyil nem fordulhat
ki a Fold érintSsikjabol. Félrevezets is a ,déliranyt
jelz6” elnevezés erre az egyébként zsenidlis talal-
manyra: ha dél felé bedllitott nyillal tal nagy tertile-
ten tologatjak, nem sokaig fogja tartani a helyes dél-
iranyt, a Foldfelilet gorbiltsége és a parhuzamos
eltolas sajatossdgai miatt (Iasd korabban).'” Ebbdl a
szempontbol a Foucault-inga és a kordé is lényegi-
leg ,kétdimenzios objektumoknak” tekinthetdk,
amelyek a kétdimenzios Fold feliilet gorbultségének
feltérképezésére alkalmasak.

' Egy példa a nagysagrend érzékeltetésére: a Foldet sima gdmb-

nek tekintve, a kordét a mai Kina hataran korbetolva a kiindulasi
pontba, a nyil teljes elforduldsa a Gauss—Bonnet-tétel szerint § =
(Kina teriilete)/(a Fold sugara)* = 13°.
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Vajon a kényszermentes porgettyd, ez a ,harom-
dimenzios objektum” nem alkalmas-e hasonldé mo-
don arra, hogy bhdromdimenzios tervink — illetve a
négydimenzios térid6 — gorbiiltségére fényt deritsen?
De igen: a ,gyro compass”-t ugyanis csak a newtoni
mechanika josolja tokéletes iranytinek; az altalanos
relativitaselmélet szerint még egy szabadon lebeg6,
forgatonyomaték-mentes porgettyd sem Orzi meg
forgastengelyének iranyat az dllocsillagokhoz képest.
Forgastengelye elfordulisanak mértéke a porgettyd
altal bejart téridStartomany gorbiltségére ad infor-
maciét. A tobb évtizedes eldkészilet utin néhany
éve megvalosult GP-B (Gravity Probe — B) kisérlet
specidlisan azt az esetet vizsgalta, milyen mértékben
fordul el egy Fold kortli korpalyara allitott — erémen-
tesen, azaz geodetikuson mozgd — porgettyd forgas-
tengelyének iranya, a téridének a Fold altal okozott
goOrbiltsége miatt. A jelenség neve geodetikus pre-
cesszio, hiszen a porgettyl tomegkodzéppontja mind-
végig geodetikuson mozog. Az elfordulas mértéke
nagyon kicsi, a GP-B kisérletben valasztott 642 km-es
keringési magassig esetén egy év alatt ~6,6 szHgma-
sodperc!! [9].

Erdemes kicsit tovabb elid6zni a geodetikus pre-
cesszional. A porgettyld tomegkodzéppontja zart gor-
bét fut be a térben, egy teljes korbefordulds utin
mégsem ugyanabba az irinyba mutat (az 4llocsilla-
gokhoz képest). Vajon nem mond-e ez ellent a geo-
detikus tulajdonsagair6l korabban mondottaknak?
Hiszen a porgettyl tomegkozéppontjanak vildgvona-
la geodetikus vonal a térid6ben; marpedig egy geo-
detikuson parhuzamosan végigvitt vektor mindvégig
megdlrzi irdnyat a geodetikushoz képest. S6t, tovabb
sarkithatjuk a problémat: cikklnk el6z6 részének 4.
abraja azt mutatja, hogy ha zdrt geodetikus gorbén
parhuzamos eltolassal visszavisziink egy vektort a
kiindulé pontba, akkor pontosan fedésbe kertil a ki-
indulasi vektorral. Miért nem ez torténik (latszolag) a
porgettyd forgastengelyével? A valaszt a kovetkezd
két megfontolas adja meg:

e A porgettyl palyaja ugyan zart gorbe a térben,
de vilagvonala nem zdrt gérbe a téridében. Nem var-
hatjuk automatikusan, hogy a (térbeli) kiindulasi he-
lyére visszatért porgettyd forgastengelye a kiindulasi
helyzettel fedésbe kertiljon, hiszen a porgettyl a tér-
id6ben nem tért vissza a kiinduldsi ponthoz, a vissza-
térési esemény és a kiinduldsi esemény nem fedi
egymast” a téridében.

e A forgastengely a porgettyl geodetikus vildgvo-
naldaboz képest valoban megdrzi orientaciojit a tér-
idében. A porgettylt szallitd, erémentesen mozgod
Urhajo utasa nem tapasztalna semmi rendelleneset: a
forgastengely az er6mentesen lebegd Grhajéo — mint
térben lokalizalt inerciarendszer — falanak mindig
ugyanarra a pontjara mutatna. Az Urhajé azonban
nem erémentesen mozog; szimmetriatengelyét egy
alkalmas elektronika folytonosan abba az iranyba

"' A szamadatbol tehat lathat, hogy a ,gyro compass” minden
gyakorlati célra nyugodtan tekinthetd tokéletes irinytinek.
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kényszeriti, amelyben az (rhajora rogzitett tivess a
referenciaként szolgalo tavoli allocsillagot mutatja. Ez
az a referenciairany, amelyhez képest a forgastengely
hogy maga a referenciairiny — azaz az Urhajo szim-
metriatengelye — nem pdrbuzamosan tolodik el a
geodetikus vilagvonal mentén.

Egyéb példak

A természetben még sok olyan jelenség van, amelyek
értelmezésére a vektorok parhuzamos eltolasarol leir-
tak nagyszerd keretet szolgaltatnak. Ezek kozul itt
csak néhanyat emlitink meg, részletesebb levezeté-
sek nélkil.

Nem csak gorbiilt téridében, hanem még sik tér-
id6ben is elfordul egy porgettyd forgastengelye, felté-
ve hogy gérbevonalii palyan visszik vissza a kiindu-
lasi helyre. Ez a newtoni mechanikiban nem magya-
razhat6 jelenség — amelynek neve Thomas-precesz-
szi0, és alapvetSen az idddilatdcioval hozhatd kap-
csolatba — nem tévesztendd Ossze a fent targyalt geo-
detikus precesszioval, hiszen itt (1) sik téridében mo-
zog a porgettyl tomegkozéppontja, €s (2) nem geo-
detikus (erémentes) vildgvonalon, hanem gyorsulva.
A Thomas-precesszio egyik nevezetes megnyilvanula-
sa az atommag korll keringé elektron spintengelyé-
nek lasst elfordulasa, amelynek mértéke a specidlis
relativitiselmélet matematikai apparatusaval konnyen
kiszamolhat6'? [10]. Részletezés nélkiil megemlitjiik,
hogy a Thomas-precesszié a Foucault-ingahoz telje-
sen hasonlé moédon targyalhat6, csak a porgetty(t
leir6 perdiiletvektor gombfelilet helyett forgdsi hiper-
boloid feltletén mozog, a négyessebesség-térben [11].

Végil még egy példa, ezuttal az optika tertiletérdl.
Tegytik fel, hogy egy ivegszalba linearisan polarizalt
fényt csatolunk, és a szdlat valamilyen modon elcsa-
varjuk, feltekerjik a térben, tigyelve arra, hogy a szal-
bol kiléps fény a belépd fénnyel parhuzamos irany-
ban haladjon tovabb. Ekkor a kilépé fény polarizacios
irdinya nem lesz ugyanaz, mint a bemend felileten
becsatolt fény polarizicidja [12]. A szogelfordulds
mértéke a kovetkezd megfontolisokbol szamolhato:
nincs semmilyen kiilsé hatas, amely az tvegszalban
halado fénysugar polarizicids irdinyat megvaltoztatna.
A fény azonban transzverzalis hullam, igy a polariza-
ciovektornak ki kell elégitenie azt a kényszerfeltételt,
hogy iranya minden pontban merdéleges a sebesség-
vektorra. A fénysugar sebességvektora mindvégig az
tvegszal tengelye iranydba mutat, nagysiga pedig
allando. Osszefoglalva: ahogy a szil csavarodik, a se-
bességtérben a sebességvektor végpontja egy gomb-
felileten mozog, és a kezd6- és végallapot parhuza-
mossaga miatt zart gorbét ir le. Ekozben a polarizacio-
vektor mindvégig érintSje ennek a gombfeliiletnek, és
parhuzamosan tolodik el ugyanezen zart gorbe men-

2 A Thomas-precesszi6 a Foucault-inga elforduldsihoz is ad jaru-
lékot, ez azonban kimutathatatlanul kicsi, egy nap alatt mintegy
107 szdgmasodperc.
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tén. Ha tehat pontosan ismerjiik a szal csavarodasat, a
sebességvektor palyija nyomon kovethet§ a sebes-
ségtérben, a polarizacio teljes szogelfordulasa pedig a
Gauss—Bonnet-tételbdl kozvetlentl kiadodik.
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