A FIZIKA TANITASA

AZ TKERPARADOXON ES A GYORSULAS

A specialis relativitaiselméletnek a mindennapi szem-
léletiink szimara meglepé kovetkezményeit sok gon-
dolatkisérlet illusztralja. Az egyik fogalmi Gjitas az id6-
tartam abszolut voltanak elvetése. Ehhez kapcsolodik
az ikerparadoxon, amely tobbek kozott draimai megfo-
galmazasanak — ikertestvérek életkora kiilonbozhet, ha
két talalkozas kozott egymastol eltéré mozgast végez-
tek — koszonheti népszerdségét.! A kiilonbozs életpa-
lyaju ikrek eltér§ oregedése, mint problémafelvetés
azonnal felkelti a didkok érdeklGdését. A paradoxon
feloldasa egyértelmd, matematikailag egyszerd, sok
diak azonban joggal valami tobbet, szemléletesebbet
var a formulak felirdsanal. Mi okozza (fizikailag) az
eltérs oregedést? Ennek szemléletessé tételére az egyes
fizikakonyvek mar tobbféle magyarazattal probalkoz-
nak, ezek némelyike inkabb a zavart fokozza az olva-
sOban, mintsem a megértést segiti. Sajnos a magyar
mérnokhallgatok altal legszélesebb korben hasznalt
egyetemi tankonyvek [1, 2] éppen ilyenek. A jelen cikk-
nek kettds célja van: (1) ramutatni az ikerparadoxon-
magyarazatok némelyikének félreérthetGségére; (2)
bemutatni a paradoxonnak néhany olyan viltozatat,
amelyekben a latszolagos ellentmondas még élesebben
mutatkozik meg, és igy végsé soron mélyebbé tehetik a
diakok szamara az effektus megértését.

A magyar mérnokhallgatok altal legszélesebb kor-
ben hasznilt fizikatankonyv [1] igy fogalmaz:

,Nem lehet az ikertestvérek kozil barmelyiket
mozgonak vagy nyugvonak tekinteni, és igy a helyze-
tet szimmetrikusnak felfogni? Nem bizony! Mert az
utazo testvérnek valamiképpen gyorsulnia kell, hogy
a visszatéréshez megvaltoztassa a sebességét, a gyor-
sulds pedig csak az utazo6 iker vonatkoztatasi rendsze-
rével kapcsolatos! A gyorsulds abszolat, nem pedig
relativ dolog, ezért az esemény nem szimmetrikus.”

Bar a konyv altalaban tigyel a pontos fogalmazasra,
a diak a fenti részletet olvasva joggal érezheti Ggy,
hogy végre megértette az utazo iker lassabb oregedé-
sének fizikai bdtterél: az effektust valamiképp a gyor-
sulds okozza. Igaz, hogy a konyv siet a tovabbi ma-
gyarazatokkal: el6bb labjegyzetben emliti, hogy ,Ki-
sérletileg (...) bebizonyitottdk, hogy gyorsuldsok egé-
szen a 10'° g értékig nem befolyasoljak az orak jara-
sit. Csak a relativ sebességek teszik ezt.” Majd késSbb
leszogezi: ,A [fordulopontnal jelentkezd] gyorsulds
ugyan nem valtoztatja meg az Orak jarasanak Utemét,
de dramaian megvaltoztatja az egyidejlség skalajat az

' Nem csupin gondolatkisérletrél van sz6, gyakorlati kimutatasa

azonban a makrovilagban nem konnyd, mivel a szokasos — c-nél
sokkal kisebb — sebességeknél az effektus az ,ikrek” (a kisérletben
atomorak) sajatidejének csak nagyon kicsi eltéréséhez vezet.
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S’ laz utazd iker nyugalmi rendszere] szimara.” Ezek
a kiegészitések azonban — Osszevetve az elsének leirt
magyarazattal — inkabb csak zavarosabba teszik, mint-
sem tisztaznak az olvas6ban a kérdést, hogy a gyorsu-
lasnak végiil is van-e szerepe, vagy nincs.’

Még rosszabb a helyzet egy masik, széles korben al-
kalmazott tankonyvvel [2], amely egyszerten igy fogal-
mazza meg a két iker nem szimmetrikus mozgasat:

,Speedo, az Urutazé kénytelen egy sor gyorsulasi
szakaszt atélni utazasa alatt, hiszen be kell kapcsolnia
a raketait, hogy el6bb lelassitsa az Grhajojat, majd
visszainduljon a Fold felé. Igy sebessége nem lesz
végig allando, kovetkezésképpen nem inerciarend-
szerben utazik.”

A konyv magyarazata itt gyakorlatilag abba is ma-
rad. Az olvasoban tehit ismét konnyen kialakul az a
tévkép, hogy az effektusnak dinamikai oka van.
Mintha az utazé6 iker attdl oregedne kevésbé, hogy
mozgasa soran erSlokéseknek van kitéve (és ez fizio-
logiai valtozasokat okoz a szervezetében).?

Az alapprobléma valoszintleg az, hogy a tankony-
vek ikerparadoxon-viltozata szinte mindig egy gyor-
sulasmentesen (egyenes viligvonal mentén) és egy
gyorsulva (megtort vagy gorbult vilagvonal mentén)
mozgo iker életitjit veti Ossze. ErthetS persze ez a
valasztas, hiszen ennek felting aszimmetridjat (gyor-
sul — nem gyorsul) a didkok hamar atlatjak. Masfeldl
éppen ez a feltind aszimmetria sodorja — még félreve-
zeté magyarazatok nélkil is — szinte elkertilhetetlentl
abba a képzetbe az olvasot, hogy a jelenségben a
gyorsulds valamilyen fontos szerepet jatszik.

Van olyan tankonyv [3], amely ugyan szintén a szo-
kasos ,gyorsul — nem gyorsul” ikerparadoxon-valtoza-
tot targyalja, viszont — mivel tisztiban van az igy el6-
all6 csapdahelyzettel — hossz(, preciz magyarazattal
tereli az olvasot a helyes fizikai kép felé:

,(...) 520 sincs szimmetriardl: az ikerpar egyik tagja
végig zavartalan sorsq, »szerencsétlen« testvére viszont
mindenféle »zaklatisban« részestl. (...) Ugyanakkor
arrdl sincs sz6, hogy a kevésbé oregedésnek a »zakla-
tas« (gyorsulds) lenne az oka. A »szerencsétlen« sorsu
testvérrel (...) csupdn egyetlen egyszer torténik valami
»megrazo« (...), de nyilvin nem ekkor és ettdl »fiatalo-

> Az utols6 mondat példaul, bar tagadja a gyorsulds szerepét az

orak eltérg jarasaban, valamiképp mégis azt mondja, hogy a vissza-
fordulaskor — a gyorsulaskor — tdrténik valami lényeges.

*  Ezzel kapcsolatban jo, ha a diakok el6tt mar az elején kihangsa-
lyozzuk, hogy az ikerparadoxon ténylegesen végigszamolt esetei
mind idedlis 6rdkra vonatkoznak, amelyeknek a szerkezetét nem
lehet mechanikai igénybevétellel (példaul utés) tonkretenni, és
amelyek egy-egy ilyen igénybevétel utin ugyanolyan pontos titem-
ben jarnak, mint el6tte.
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dott meg« hirtelen. Arr6l sincs sz6, hogy az egyik test-
vér lassabban 6regedne, mint a masik. (...) a két testvér
nem kiilénbozé titemben, hanem a téridS kilonbdzad
iranydban kezd oregedni. (...) Az eltérS id6tartamok-
nak globalis, térid-geometriai oka van. (...) Az ikerpa-
radoxon lényege tehit fizikai szempontbol a kovetke-
zG: a téridd két eseménye kozott kiilonbozé vilagvona-
lakon mérve kilonbozs (sajavidstartamok telnek el,
méghozza Ggy, hogy a két eseményt egyenes vilagvo-
nallal 6sszekotve telik el a legtobb idS.”

A fenti magyarazat szemléletes és — a matematikai
részletek elkertilése mellett is — teljesen preciz. Az
eltérs oregedésért tehdat nem a gyorsulds a felelGs.
Mégis, az olvasdban tovabb motoszkalhat a kérdés:
ha egyszer az ikrek sorsa feltind moédon mégiscsak
abban tér el, hogy az egyiket ,zaklatjak”, a masikat
,zavartalanul hagyjak”, akkor ez a kulonbség miben
nyilvanul meg? Van-e a gyorsulasnak bdrmilyen sze-
repe az eltérs oregedéssel kapcsolatban, vagy teljesen
kihagyhato a diszkussziobol?

1912-ben von Laue a kovetkezdket irta [4]: a gyor-
sulds az effektusban egyaltalin nem jatszhat szerepet,
hiszen az oda-vissza utazo6 iker vilagvonalan ,az egyen-
letes mozgas szakaszainak id6tartamat tetszSlegesen
nagyobbra vilaszthatjuk, mint a gyorsuldsi szakaszo-
két”. Ez a mondat azonban 6énmagaban még nem meg-
gy6z6, hiszen — adott sebességvaltozas mellett — minél
kisebbre valasztjuk a gyorsulasi szakasz id6tartamdit,
anndl nagyobbdi valik a gyorsulas szamértéke. Egyalta-
lan nem magatol értetddS tehat, hogy ezzel a triikkel
kikiiszoboltiik a gyorsulas szerepét a problémabol.

Végil megemlitek egy olyan tankonyvet [5], amely
az ikerparadoxon tomor megfogalmazasat adja, ugy,
hogy a gyorsulas sz6 haszndlatat teljesen elkeruli:

JA trajektoria f < 1 < 1, szakaszam eltelt sajatidét az
alabbi integral adja meg:
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Ez a képlet irja le az ikerparadoxon néven ismert je-
lenséget. Tekintstink két kiilonb6z6 tomegpontot, a-t
és b-t, mindegyiket a sajat ordjaval (...). Tegyuk fel,
hogy a ¢ és a t, (>1) pillanatokban talalkoznak egy-
massal. (...) Ha [a fenti képlet] segitségével mindket-
tére kiszamitjuk a két talalkozas kozott eltelt sajatidot,
a v,(1) és a v,(») fuggvények kilonbodzdsége miatt
altalaban két killonb6z6 At,, At, értéket kapunk.”

Az (1) képlet azt is mutatja, hogy — 6sszhangban
von Laue fenti érvelésével — egy gyorsulasi szakasz
idotartamdtnullahoz kozelitve, bar a gyorsulas szdam-
értéke korlatlanul nd, a gyorsuldsi szakasz alatti sajat-
id6-jarulék zérushoz tart:
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hiszen az integralando figgvény korlatos (1-nél kisebb).
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Az ar, amit a fenti pontos, kvantitativ targyalasért
fizetiink, a szemléletes geometriai kép hidnya. Néhany
példaval és geometriai analdgiaval azonban még egyér-
telmibbé és érthetébbé lehet tenni, hogy a gyorsulas
az ikerparadoxonban valdban nem jatszik szerepet. A
legmeggyGzGbbek ebbdl a szempontbodl az olyan pél-
diak, amelyekben az ikrek (1) wugyaniigy gyorsulnak,
mégis eltéréen dregednek, vagy (2) kiilénbozéképpen
gyorsulnak, mégis ugyaniigy dregednek. Az alibbiak-
ban ilyen ikerparadoxon-viltozatokat vizsgalok.

Az ikrek azonos gyorsulasokat élnek at,
mégis eltérGen dregednek

1. példa

Az alabbi valtozat szovege részletesen beszél az
ikrek altal atélt gyorsuldsokrol. Mivel a gyorsuldsok
teljesen szimmetrikusak, a szovegbdl nehéz tetten
érni, mi vezethet az eltér6 6regedéshez:

J2Antal és Béla egy ikerpdr, egy Grillomason élnek.
Mindketten betilnek trhajojukba, és egyszerre elindulva
a gyorsulassal v sebességet érnek el. Hamarosan —a las-
suldssal megallnak. Végiil —a gyorsulassal visszaindulnak
(a végsebességiik ezuttal —v), majd az trallomas kozelé-
be egyszerre érve a lassulissal megillnak. Béla sokkal
tobbet oregedett, mint Antal. Hogyan lehetséges ez?”

Az 1. abra mutatja az egyszerd magyarazatot. A két
iker vilagvonala feltinden kilonbozik, igy az eltérs ore-
gedésben nincs semmi meglepd, holott az 4,, 4,, 4, A,
illetve a B,, B,, B;, B, gyorsulasi-lassulasi szakaszok — igy
az ikreket ért er6lokések is — teljesen megegyeznek.

Az ikrek oregedését kiszamithatjuk, ha az (1) kép-
letet alkalmazzuk el8szor az egyik, majd a masik vi-
lagvonalra (a kvalitativ szemléltetéshez elég, ha —
mint az 1. abrdn — a vilagvonalakra rajzolt pontokkal
jelezzik az egyenl$ sajatidé-tartamokat, példaul ho-
napokban mérve).

A feladat megszovegezésében a ,csaldst” nyilvan-
val6an ott kovettem el, hogy hallgattam arr6l: az ikrek
visszafordulasat eredményezé fékezési, illetve gyorsu-
lasi mandverek az ikreknek nem ugyanannyi id&s
koraban torténtek.

1. abra
t
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2. dbra

2. példa

Lassunk egy masik, hasonl6é példat ([6] nyoman),
ahol a szoveg tobbszor kitér arra is, hogy a gyorsulasi
szakaszok mikor zajlottak (sajatidében mérve), igy
talain még nehezebb észrevenni, hol jelenik meg a
mozgas aszimmetridja:

,Két ikertestvér, Anna és Balazs, egy Grbazis koze-
pén élnek. Az (irbazis mérete 1 fényév.* 20. sziiletés-
napjuk eldtt egy nappal betilnek Grhajojukba, és elin-
dulnak ellentétes irdinyban az Grbazis két széle felé:
Anna balra indul, Baldzs jobbra. A két tGirhajo tokélete-
sen ugyanolyan, és a két iker vezetési stilusa is meg-
egyezik, azaz a két mozgas tokéletesen szimmetrikus.
Olyan gyorsan haladnak, hogy a 0,5-0,5 fényévnyi
tavolsagot az Grbazis két széléig 1 nap alatt megteszik
(sajat 6rdjukon mérve). Mindketten tehat 20. sziiletés-
napjukon érnek az Grbazis két szélére: Anna a bal,
Baliazs a jobb szélére. Még aznap elindulnak egy
hosszu Grutazdsra, mindketten jobbra. Raérésen gyor-
sulnak fel; Grhajoik ismét pontosan ugyanigy visel-
kednek, ezért Anna és Balazs mindig pontosan
ugyanannyi id&s korukban érnek el egy-egy adott
sebességértéket. Eppen 30. sziiletésnapjuk eldtt egy
nappal, amikor pontosan v = 0,999 ¢ a sebességtik,
mindketten egy masik Grbazis mellé érnek. Ezen (r-
bazis sebessége is éppen 0,999 c, azaz hozzajuk ké-
pest nyugalomban van. Ki lehet szallni a szaguldo
Urhajobdl, és egyszerlen lelépni a ,szaguldd” trbazis-
ra. Ezt mindketten meg is teszik még aznap, 30. sziile-
tésnapjuk elétt egy nappal. Kidertl, hogy ez az trba-
zis éppen olyan hosszi, hogy Anna a bal szélére, Ba-
lazs a jobb szélére lépett le. Az Grbazis kozepén, fél-
Gton van egy étterem. Az ikerpar ott akar talalkozni,
hogy élményeiket megbeszéljék. El is indulnak egy-
mas felé, mégpedig egyszerre (azaz olyan médon
id6zitve az indulést, hogy — azonos sebességi trha-
joikon egymads felé haladva — éppen egyszerre érjenek
el az Grbazis kozepén levs étteremhez). Annyira nagy
sebességgel utaznak, hogy az at az Grbazis kozepéig
mindkettejik o6rdjan csak 1-1 napot vesz igénybe.
Anna tehat pontosan 30 éves, amikor az étteremhez
egyszerre odaérnek. Meglepve ldtja, hogy egy sokkal
idGsebb férfi siet feléje: Balazs 52 éves!”

Az ikrek altal atélt gyorsulasi szakaszok, ,razkoda-
sok” ismét pontosan ugyanolyanok. Az egyetlen aszim-
metria ott jelent meg, hogy jobbra indultak atnak, nem
pedig balra (akkor Anna 6regedett volna tobbet).

*  Néhany szamérték irrealitisitol vonatkoztassunk el.
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Az aszimmetridt mutatja, és a kvalitativ tdrgyaldsban
segit a 2. dbra (K a kiindulasi Grbazis nyugalmi rend-
szere, K’ a végallomas nyugalmi rendszere, és A és B;
jelzi azt a két eseményt, amikor Anna, illetve Balazs
egyszerre elindult az Grbazis kozepén levs étterem-
hez). A feladat végigszamolasat az olvasora bizom.

3. példa

Mennyire tartozik hozzd egyaltalan a gyorsulas az
ikerparadoxonhoz? Lehet-e olyan példat konstrualni,
amikor egyik iker sem gyorsul, mégis eltéréen dreged-
nek? Ez elsé latasra (legalabbis sik téridében) képte-
lenségnek tlnik, hiszen még ha az egyik iker gyorsu-
lasmentesen mozog (vagy helyben marad) is, a masik-
nak el kell tavolodnia, majd vissza kell fordulnia,
hogy ismét talalkozhassanak. Ez a kifogas azonban az
alabbi otlettel [7] kicselezhetd: legyen a téridS tovabb-
ra is sik (ahol a specidlis relativitaselmélet uralkodik),
de zdrt, ahogy a 3. dbra mutatja. A két iker — Aladar
és Béni — eltéré vilagvonalakon jut el a D eseménybdl
az E eseménybe, Ggy hogy kozben mindketten végig
allando sebességgel mozognak.

Tekintstik Aladar nézGpontjat, pontosabban megfo-
galmazva azt a globalis inerciarendszert — nevezzik
ezt K,-nak; (x, 1) koordinatatengelyeit feltiintettem a 3.
abran —, amelyben Aladar nyugalomban van. A jelen-
séget ebben az inerciarendszerben leirva Béni allando v
sebességgel jobbra halad, majd egyszercsak — mivel a
téridS zart — Aladar bal oldala feldl visszajut a kiinduld
pontba. Mivel inerciarendszerrdl van sz6, alkalmazhat-
juk az idédilatacio képletét, amelybdl kidertl: az E-ben
valo talalkozaskor Aladar iddsebb, mint Béni.

A helyzet azonban most valéban szimmetrikusnak
tnik, hiszen egyik iker sem gyorsul! Ha Béni végig
allando sebességgel mozgott, akkor miért ne irhatnank
le ugyanigy a jelenséget abban az globalis inerciarend-
szerben — nevezzilk ezt Ky-nek — amelyben Béni van
nyugalomban, €s amelybsl nézve Aladar tesz egy
kort”, v sebességgel balra indulva? Vilagos, hogy
Kj-ben — mivel globilis inerciarendszer — az idédilata-
cio képlete épprigy alkalmazhato, mint K,-ban. Csak-
hogy a képlet most az ellenkezd eredményt adja: a
talalkozaskor Béni lesz iddsebb, mint Aladdr!

3. dbra

|
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D7

4. dbra

Hol az aszimmetria, amely a paradoxon feloldasat
lehetéve teszi? A valasz megtaldlasihoz tekintstik a 4.
abrdt, amelyre a K, globilis inerciarendszer (x’,t")
koordinatatengelyeit probaltam berajzolni. A t'-ten-
gely megegyezik a K, origdjdban nyugvo Béni vilag-
vonalaval; az x’-tengely pedig ezzel szimmetrikusan
helyezkedik el, ahol a szimmetriatengely egy D-bél
jobbra inditott fényjel vilagvonala. Tobb — egymassal
Osszefliggs — sulyos gond van azonban ezzel a konst-
rukcioval:

(1) Mint az abrabél is lathat6, a két koordinataten-
gely vegtelen sokszor metszi egymdst. Ez megenged-
hetetlen, hiszen azt jelentené, hogy téridének végte-
len sok ,origdja van” (Béni az Gtja sordn periodikus
idékozonként a D induldsi eseménybe jutna).

(2) K;z-ben az orak fényjelekkel valé szinkronizala-
sa megoldhatatlan, mert — mint az dbrdba konnyen
berajzolhat6 — ha Béni egyszerre kild jobbra és balra
egy-egy fényjelet, a jobbra kildott fény elébb érkezik
vissza hozzd, mint a balra kildott (aminek alapjan —
ha elfogadna nagy tivolsigokra is helyes hosszmérési
eljarasnak ezt a modszert — Béni kénytelen lenne
megallapitani, hogy zart univerzumanak kertlete bal-
ra mérve nagyobb, mint jobbra mérveD).

A hibat ott kovettlk el, hogy automatikusan feltéte-
leztik: a 3. dbran szerepld zart téridé lefedhetd olyan
globdlis inerciarendszerrel (ezt neveztik Kj-nek),
amelyben Béni nyugalomban van. Most lathatjuk,
hogy ilyen globadlis inerciarendszer nem létezhet. Eb-
ben a téridében — bar sik! — van egy abszoliit, kitiinte-
tett nyugalmi rendszer; K, az egyetlen Minkowski-
koordinatarendszer, amely a teljes téridét lefedheti. A
K,-beli leirds helyes, a viszontlataskor valoban Aladar
lesz az 6regebb. A K,-hoz képest — akar allando se-
bességgel — mozgd megfigyel6k nem tudjadk meg-
konstrudlni a méterrudak és szinkronizalt 6rak olyan
rendszerét, amely a teljes térid6t lefedi, és amely az
idédilatacio képletének tetszGlegesen nagy téridG-
tartomanyra kiterjedd hasznalatat jogossa tehetné.’

> A precizebb targyalds kiilén foglalkozna azzal, hogy K,-ban az
események x-koordinatijat periodikus valtozo irja le, ez azonban
teljesen hasonl6 az (7, @) sikbeli polarkoordinatarendszer ¢ koordi-

natdjanak viselkedéséhez, és semmiféle problémat nem okoz.
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Benedek

L}q Alfréed

5. dabra

Szoros geometriai analogia: egy hengerfeliilet geo-
metriai értelemben sik ugyan — hiszen egy sik lap tor-
zitismentesen felcsavarhatd hengerré —, mégis fontos
kilonbség van egy Kkiteritett sik lap és egy henger-
felillet kozott. A kiteritett sik lap végtelen sok, egy-
mashoz képest elforgatott, derékszogl koordinata-
rendszerrel globalisan lefedhetd, ez azonban a hen-
gerre mar nem igaz. Ha egy négyzetracsos papirlapot
feltekerink hengerré, a négyzetricsok csak akkor
adnak értelmes koordindtavonalakat a hengeren is,
ha a sik lapot ,egyenesen”, a koordinatavonalak men-
tén tekertiik fel.

Csak az egyik iker gyorsul, mégis
azonos mértékben dregednek

Ebben a példiban az ikerpar egyik tagja, Alfréd, nyu-
galomban van, a masikuk, Benedek viszont — Alfréd
nyugalmi rendszerébdl nézve — szinuszosan ide-oda
mozog az x-tengely mentén [8], ahogy az 5. dbra mu-
tatja. Az irdsom elején idézett, félreérthetS ikerpara-
doxon-magyarazatok olvasoéi ezuttal azt mondhatjak:
Benedek, mivel folytonosan erélokéseknek van kité-
ve, kevésbé oregszik mint Alfréd. De valoban igy
van-e ez?

Benedek kitérése, sebessége és gyorsulasa az id6
figgvényében (Alfréd inerciarendszerébdl nézve):

x,(1) = " sinw 1, (3)
v,(D) = v,  Ccosml, €9
ﬂli(t) = -0 Ulimax Sil’l(!) L= 7ﬂlimax Siﬂ(l) t’ (5)

ahol ® Benedek mozgasanak korfrekvenciaja, vy, €s
Ay pedig sebességének, illetve gyorsuldsinak a
csticsértéke a nyugvo rendszerben mérve.©

¢ Megjegyzés: a Benedek 4ltal dtélt gyorsulisnak, azaz sajatgyor-

suldsanak maximalis értékét — mivel a maximalis gyorsulds pillana-
taiban Benedek pillanatnyi nyugalmi rendszere éppen az (x,1)
rendszer — szintén a,,,, adja meg.
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Z)BI‘HLIK/C
6. dbra

Tegylk fel, hogy az F eseménytSl a G eseményig
Benedek n félperiddust tesz meg jobbra, illetve balra.
Alfréd dregedése egyenls a két esemény kozott eltelt
koordinataid6-tartammal:

At = n™ ©)
®

mig Benedek oregedése az (1) idédilatacios képlet
alapjan irhato fel:

/0 5
v
AT, =n f dtJ 1 —(Bm“] cos’m 1. @
c

0

A (7) integralt 6 = ot Gj valtozoval atirva, és (7)-et (6)-
tal elosztva a két testvér oregedésének arinyira a
kovetkezs Osszefliggést kapjuk:

AT F v ?
5 = 1jd9l 1 -|2m | cos?0, ®
A1, Ty c

amely v,,../c figgvényében a 6. dbran lathato.

A (8) képlet és a 6. dbra legfontosabb tanulsiga,
hogy az oregedések arinya figgetlen az ®-tol. Ez vi-
szont, mivel ag,.. = O Us..., azt jelenti, hogy vy,...-Ot
kell6en kicsinek valasztva a két testvér oregedésének
aranyat tetszélegesen kozel tarthatjuk 1-hez, mikoz-
ben Bertalan maximalis gyorsulasat, -t alkalmasan
nagyra allitva, tetsz6legesen naggya tehetjik!

Osszefoglalva: ebben a példiban tehit a két iker
kozil az egyik nyugalomban van, a masik pedig tet-
szGlegesen nagy mértékben gyorsulhat, mégis — leg-
alabbis hataresetben — azonos mértékben oregednek.

Zar6 megjegyzések és geometriai analogiak

Az Osszes eddigi példa illusztrdlja, hogy nem az atélt
gyorsulds (vagy annak hidnya) az ikerparadoxon
megoldasanak kulcsa.

Tekintsiink ugyanakkor egy olyan helyzetet, amikor
az indulasi és érkezési események kozott nem csak két
iker, hanem tetszdlegesen nagyszamii megfigyelS utazik.
Az ilyen probléma tirgyalisiban a gyorsulds fogalma
ismét felbukkanni latszik. A maximalis oregedés elvének
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[9] szokdsos megfogalmazidsa szerint ugyanis a két ese-
mény kozott azon utazod szdmara telik el a Jegtobb sajat-
id&, aki szabadon, gyorsuldsmentesen mozgott.

Hogyan illik bele ez az eddig elmondottakba?
Van-e szerepe legalabb a legtobbet 6regedd iker kiva-
lasztasaban a gyorsuldsnak (illetve a hidnyanak)? A
fenti 5. és 6. dbra példija azt mutatja, hogy végsé
soron nincs. Ebben a kormonfont példaban lathattuk,
hogy nem csak a gyorsuldsmentesen mozgod Alfréd,
hanem a szinuszosan ide-oda mozgd, gyorsulasokat
atels Benedek is a lebet6 legtobbet bregedik az Fés G
események kozott. Vilagvonalukat végs6 soron nem a
gyorsulds megléte vagy hidnya teszi kilonlegessé,
hanem az, hogy mindkett§ egyenes (illetve Benedek
esetében tetszéleges pontossaggal kozeliti azt).

Jol megvilagitja ezt az alabbi geometriai analogia:

1. Sik papiriap’

Két pont kozott htizunk egy vonalat, majd ugyan-
azt a két pontot egy masik vonallal is 6sszekotjik. Az
egyik vonal rovidebbre sikertlt. Melyik?

(1 ,Amelyikben kevesebb a »kunkor¢ a gorbilet.”
Ez nyilvanvaldan rossz valasz (a fentiek alapjan az olva-
s6 konnyen kigondolhat, és lerajzolhat ellenpéldakat).

(2) Ha el6z6leg négyzethaloval bekoordinataztuk a
papirlapot, és a két végpont egyardnt az y-tengelyre
esik, akkor esetleg kisértésbe eshetiink, hogy igy fo-
galmazzuk meg a valaszt:

,2Amelyik vonal szorosabban halad az y-tengely-
hez.” Ez azonban félrevezetd allitas, hiszen egy spe-
cidlis koordinatarendszert valaszt ki, holott a helyes
valasznak koordinatarendszer-fliggetlennek kell len-
nie. (Elforgatott (x”,y”) tengelyek esetén példaul a
két pont mar nem kerdl rd az y’-tengelyre, és a fenti
magyarazat nem lesz igaz.)

(3) Sajnos a legjobb vilasz, amit talalhatunk, ez:
,Amelyik vonal s = | * ds osszhossza kisebb.” Ez per-
sze trivilis valasz. Szerencsére azonban alkothatunk
egy olyan geometriai fogalmat, az egyenesség fogal-
mat, amely — ha megfelel6képpen definialjuk — szem-
léletesebb valaszt is lehetévé tesz a kérdésre. Mi le-
gyen az egyenesség mértékének definicidja? Milyen
értelemben nevezziik egyenesebbnek egy vonalat egy
masiknal? Az biztos, hogy nem elég, ha egy vonal
egyenesnek néz ki (gondoljunk példaul arra a neve-
zetes albizonyitasra, amely egy derékszogd harom-
sz0g befogoit — feltdrdelve, de a hosszukat valtozatla-
nul hagyva — levetiti az atfogoéra, és mivel a rengeteg
darabra feltordelt vonal lathatéan ,rasimul” az atfogo-
ra, kijelenti, hogy a+ b= ¢).

Az egyenesség mértékének definicioja: két pont
kozott az a vonal az egyenesebb, amelyre s kisebb
szam.

A sik lefedhet globalis Descartes-koordinatarend-
szerrel (,négyzethil6val”). Ilyen koordindtarendszert
hasznalva, az adott gorbe y(x) alakjat ismerve a ko-
vetkezd képlet alkalmazhat6 s kiszdamitdsara:

JIgazi siklaprol” van sz6, a hengerré felcsavart lap esetét most
nem tekintjik.
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A (9) képlet szogletes zardjeles kiegészitése arra hivja
fel a figyelmet, hogy a kiszamitott szamérték koordi-
natarendszer-fliggetlen. Pontosabban: ha a sik adott
tartomanyat — amely elég nagy ahhoz, hogy a végpon-
tokat és a két gorbét magaban foglalja — az (x,))
négyzethilohoz képest elforgatott (x’,)") négyzet-
haloval fedjik le, az Gj koordinatarendszerben felirva
az adott gorbe y'(x”) alakjat, ismét pontosan ugyan-
olyan alakii képlet alkalmazhat6 s kiszamitasara. Az,
hogy globalis Descartes-koordinatarendszerek hasz-
nalhatok, amelyekben a koordinatakiilonbségek (9)-
es képletbeli kombinicidja invarians (ugyanaz a vesz-
szGtlen és a vesszGs koordinatarendszerben), az euk-
lideszi sik legfontosabb sajatossaga.®

2. Sik térido’

Két esemény kozott halad két részecske, két kiilon-
boz6 vilagvonalon. Az egyik részecske oOregedése
nagyobb. Melyiké?

(1) ,Amelyikben kevesebb lesz a »kunkor«, a gyor-
sulasi szakasz.” Ez nyilvanval6an rossz valasz (lasd a
cikkben szereplé példakat).

(2) Ha el6z6leg ugy valasztottunk koordinatarend-
szert, hogy a két esemény egyarant a /-tengelyre esik
(azaz ugyanazon a helyen, a térbeli origbban jatszo-
dik), akkor esetleg kisértésbe eshetlink, hogy igy fo-
galmazzuk meg a vilaszt:

~Amelyik viligvonal kozelebb halad a t-tengely-
hez.” Azaz: amelyik vilagvonal ,0sszességében” ki-
sebb sebességli mozgast képvisel, ezt a konklaziot
latszolag az (1) egyenlet is megerdsiti: minél kisebb
v(1), annal nagyobb az integral értéke. Ez azonban
félrevezets allitas, hiszen egy specidlis koordinata-
rendszert valaszt ki, holott a helyes valasznak koordi-
natarendszer-fliggetlennek kell lennie. (Ha egy allan-
do sebességl Urhajo megfigyelGje — amelynek az
(x’, 1) tengelyei a téridének mas irdnyaba allnak,
mint az (x, ) tengelyek — szamolja ki az idStartamo-
kat, a fenti magyarazat a ¢’-tengelyhez vald kozelség-
16l és a kis sebességrSl mar nem lesz igaz.)

(3) Sajnos a legjobb vilasz, amit talalhatunk ismét
a trivialis valasz: ,Amelyik vilagvonal mentén eltelt
T = Jf dt sajatidStartam nagyobb.” Szerencsére itt is
alkalmazhatjuk a vilagvonal egyenességének szemlé-
letes geometriai fogalmait, feltéve hogy itt is gondo-
san definidljuk ezt a fogalmat. Milyen értelemben
tekintsiink egyenesebbnek egy viligvonalat egy ma-

8 Vigyazat: henger esetén a ferdén feltekert” négyzethdlo — mint

fent emlitettem — nem ad értelmes koordindtavonalakat a teljes
feltileten, ezért az ilyen (x’,y") koordinatikkal” felirt (9) képlet
csak olyan kis tartomdnyokban alkalmazhat6 egy gorbedarab hosz-
szanak kiszamitdsihoz, amelyben az (x”,)") értékek egyértelmien
értelmezhetdk.

5 o

Jgazi” sik térid6rdl van szo, a 3. és 4. dbra zart téridejének
esetét egyelSre nem tekintjik.

A FIZIKA TANITASA

siknal? Az ismét nem elég, ha egy vilagvonal egye-
nesnek néz ki. (Gondoljunk példaul egy olyan, az 5.
dbrahoz hasonlo6 esetre, amikor a szinuszos mozgas
helyett egy fénysugar pattog jobbra-balra az origd
kozelében, és igy jut el az F eseménybdl a G ese-
ménybe. A forduldk szimdnak novelésével a fény
toredezett vilagvonala tetszélegesen ,belesimithato”
a t-tengelybe. A fénysugar szamara eltelt sajatidé — a
vilagvonal hossza — mégis drasztikusan kilonbozik
Alfréd és Benedek vildgvonalainak hosszatol: az utob-
biak megegyeznek, és a leghosszabb sajatidét kép-
viselik, a fény sajitideje viszont a lehet6 legrovidebb,
tudniillik zérus.)

Az egyenesség mértékének definicija: két esemény
kozott az a vilagvonal az egyenesebb, amelyre T na-
gyobb szam.

A sik térid6 lefedhetS globalis Minkowski-koordi-
natarendszerrel. Ilyen koordinatarendszert hasznalva,
az adott vilagvonal x(#) alakjat ismerve a kovetkezd
képlet alkalmazhatot T kiszamitasara:

2 7 ,\2

v v
1-|=||=|dt |1-|—
[ e b [)

A (10) képlet szogletes zardjeles kiegészitése arra
hivja fel a figyelmet, hogy a kiszamitott szamérték
koordinatarendszer-fliggetlen. Pontosabban: ha a tér-
idG adott tartomanyat — amely elég nagy ahhoz, hogy
a két széls6 eseményt és a két vilagvonalat magaban
foglalja — az (x, t) inerciarendszerhez képest mozgo
(x’, ") inerciarendszerben irjuk le, az Gj koordinata-
rendszerben felirva az adott viligvonal x’(#") alakjat,
ismét pontosan ugyanolyan alaka képlet alkalmazha-
to6 T kiszamitasara. Az, hogy globalis Minkowski-koor-
dinatarendszerek hasznalhatok, amelyekben a (10)-es
képletalak invaridns — ugyanaz a vesszétlen és a vesz-
sz3s koordindtarendszerben — a sik téridd legfonto-
sabb (tisztan geometriai) sq;’dtossdga.w
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Y Vigyazat: a 3. és 4. dbra zart térideje esetén Béni mozgd (x’,1")
Jrendszere” — mint fent szerepelt — nem ad értelmes koordinita-
rendszert a teljes térid6ben. Ezért Béni nem alkalmazbatja a (10)-
es képletet olyan, a térid6 nagy tartomdnyit lefedd vildgvonalak
sajatidejének kiszamitdsara, mint példaul Aladaré.
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