MERESI EREDMENYEK KIERTEKELESE

JANOSSY LAJOS SZERINT

Janossy Lajos szerteagaz6 tudominyos tevékenységé-
ben fontos tertilet a mérési eredmények kiértékelése.
Err6l szol egyik kézikonyve [1], amelyet mar megjele-
nésének évében leforditottak oroszra. Késébb megje-
lent a magyar kiadasa is némileg sztkitett, némileg
bévitett tartalommal. A konyvet szamos orszag kutatoi
forgattak és alkalmaztak sajat méréseik kiértékelésére —
tobbnyire eredményesen. Emlékezetes szamomra, ami-
kor egy reaktorfizikai targyQ, nemzetkozi nyari iskola
kavésziinetében jugoszlav résztvevék a szememre
hanytak, hogy beprogramoztak Janossy képleteit, de az
iteracioé sehogyan sem ,akart” konvergilni. Ez egy év-
vel a konyv megjelenése utan, tehat 1966-ban tortént. A
magyar valoszintségelméleti iskola hirneve alapjan a
beszélgetés résztvevsi természetesnek vették, hogy egy
magyarnak betéve kellene ismernie nemcsak Janossy
konyvét, hanem a tobbi vilaghird matematikus (Rényi,
Prékopa stb.) munkassagat is. Akkor még tulsagosan
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fiatal voltam ahhoz, hogy erre a szemrehdnydsra meg-
adjam a ,helyes” vilaszt. En ugyanis azt vdlaszoltam,
hogy feltehetSen rosszul programoztik be a képlete-
ket, ami igaz lehetett, de ma Ggy latom: masrol volt szo.
Késdbb ugyanis felismertem, hogy helyesen beprogra-
mozott helyes képletek még nem feltétleniil elégsége-
sek nagy tomegl mérési eredmény kezelésére. A sza-
mitdégépi alkalmazdsoknak sajit problémaik vannak,
amelyek megoldasihoz szintén sajitos modszerekre
van szlkség. Nem sokkal haldla elétt tapasztaltam,
hogy maga Janossy is raérzett minderre: 1978-ban a
KFKI egyik igazgatotandcsi tilésén rosszkedvien meg-
jegyezte, hogy az & konyve éppen akkor jelent meg,
amikor a szamitogépek elterjedtek, igy 6 mar nem ter-
jeszthette ki munkassagat a szamitogépek hasznalatara.
Az igazgatOtanacs akkori elnoke (Pal Léndrd) meg-
nyugtatta, hogy a ,Janossy-iskola” létezik és éppen
ebbe az iranyba fejlédik, nézze meg példaul az én dol-
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gozataimat. Ordmmel adtam at a reaktorfizikdban alta-
lanosan hasznalt RFIT program elméletérdl akkor mar
létez6 dolgozataimat. Azutan csak egyszer talalkoztam
vele, amikor jelezte, hogy olvasiasukkal még nem vég-
zett, de rovidesen jelentkezik. Nem sokkal késSbb saj-
nos elhunyt, és csak remélhetem, hogy munkamat ta-
mogatta volna, ha tudtunk volna eszmét cserélni rola.

Ez utan a kissé személyes bevezet§ utin nézziik
meg tartalmilag, melyek voltak Janossy legfontosabb
gondolatai és eredményei, illetve ezek hogyan élnek
tovabb napjainkban. A legfontosabb gondolat magatol
értetddének tlnik: a mérések eredményeit a matemati-
kai statisztika tételeinek szabatos alkalmazdsaval kell
kiértékelni, ami elsGsorban a konfidenciatartomany
megszerkesztésére (koznapi nevén: a hibaszamitisra)
vonatkozik. Sok laboratériumot ismerek, ahol ugyanezt
a Janossy dltal elvidrt korrektséggel végzik, de jartam
egy vilagszinten is vezetének szamitd laboratoriumban,
ahol igy gondolkodtak: ,a mérési hiban belil nem
egyeznek meg a szamitott és mért adatok, ezért minden
mért adat hibdjit megnoveljik 1%-kal”. Igy azutin
egyezés lett, de akkor minek mértink? — ezt mar én
teszem hozza. Sajnos a mérési adatok kiértékelése
olyannak tlnik, mint a labdartigas vagy a gyermekne-
velés: sokan azt képzelik, hogy eleve értenek hozza. Ja-
nossy konyve ennek csattands cafolata: minden, altala
vizsgilt probléma esetében kellS figyelmet fordit a szo-
rasok, illetve a kovarianciamatrix becslésére.

Az ismeretlen paraméterek becslésére konzekven-
sen a maximum likelihood modszert alkalmazta. Ma-
ga a modszer hosszu fejlédés eredménye. A témakor-
ben kevéssé jaratos olvasodink szamdra talin nem lesz
haszontalan, ha roviden 6sszefoglaljuk a torténelmi
fejlédést. Abban az értelemben, ahogy azt ma értjuk,
a 18. szazad végén mertltek fel méréskiértékelési
problémik. Nevezetes P. S. Laplace szamitasa (17806),
amellyel a Fold alakjat meghatdrozta. Mar akkor tud-
tak, hogy a Fold nem gomb alaka, hanem egy forgasi
ellipszoiddal kozelithets. Az ellipszoid paramétereit
méréssel hataroztak meg. Tekintsiik az 1. dbrat! A
Fold keresztmetszetét mutatja (erésen torzitva), amely
a feltevés szerint ellipszis. Ktlonbo6zd foldrajzi helye-
ken megmeérték a délkor 1° kdzépponti szoghodz tar-
toz6 darabjanak M hosszat. A mérés helyét az /széles-
ségi korrel jellemezték. Geometriai megfontolasokkal
levezette, hogy M és [ kozott a

M= a+bsin’l=a+bx

1. abra
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1. tablazat
A Fold alakjara vonatkozo mérések
foldrajzi hely 1(®) x = sin®/ M (dupla 6D
Peru 0 0 25538,85
Joreménység foka 37,0093 0,30156 25660,65
Pennsylvania 43,5556 0,39946 25599,60
Olaszorszag 47,7963 0,46541 25640,55
Franciaorszag 51,3327 0,52093 25658,28
Ausztria 53,0926 0,54850 25683,30
Lappfold 73,7037 0,83887 25832,25

1 dupla 6] = 2x1,949 m

osszefliggés all fenn, ahol a és b az ellipszis alakjatol
figgd ismeretlen allandok. (a és b nem az ellipszis
féltengelyeinek a hossza, de azokkal ismert Osszeflig-
gésben all. Ha tehat meghatarozzuk a-t és b-t, a fél-
tengelyeket is kiszamitjuk.)

A mérési eredmények az 1. tablazatban talalhatok.
Az eredeti jeloléseket és egységeket az érdekesség
kedvéért hagytuk meg: a hosszisagot ,dupla 61” egy-
ségekben, a szogeket olyan fokban mérték, amely
szerint a teljes szog 400°. Laplace a kovetkezSképpen
okoskodott. Tekintve, hogy nem lehet a és b értékét
Ggy megvalasztani, hogy a képlet minden mérésre
pontosan érvényes legyen, a képlet hibajat a lehets
legkisebb értékre probalta leszoritani. Adott a és b
mellett meghatarozta az

| M - a - bsin]|

hibatagok maximumat, majd megkereste a és b
olyan értékeit, amelyek mellett ez a maximum a leg-
kisebb. A modern terminol6gia szerint ezt minimax
becslésnek nevezziik. Laplace eredménye a kovet-
kezd volt:

a=25525,1 dupla 6l és b= 308,2 dupla 6l.

Laplace-nak még ad hoc modszereket kellett alkal-
maznia, de Neumann Janos jit€kelméletében nap-
jainkra midr kozismert modszereket dolgoztak ki a
minimax problémak megoldasara.

Eredetileg A. M. Legendre javasolta a legkisebb
négyzetek modszerét (1806). Javaslatat az 1. labld-
zatban szereplé adatokra vonatkozéan fogalmazzuk
meg. Ha az egyes mérések megkiilonboztetésére be-
vezetjik az i indexet, akkor szerinte a

Q= Z (M,-a-bx,)*

i=1

négyzetdsszeg minimumat kell keresni. C. F. Gauss —
tobbek kozott — csillagaszati és geodéziai megfigyelé-
sek kiértékelésével foglalkozott. 1809-ben & vetette
meg a legkisebb négyzetek modszerének az alapjait.
A mai napig hasznaljuk az altala bevezetett fogalma-

kat és jeloléseket.
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A 19. szazad végén mar alkalmaztik az Ggyneve-
zett L,-normaban vett minimalis eltérések modszerét,
amely szerint a

;
Q = Z |Mi_6l_b‘xi|

i=1

0sszeg minimumat keressik az a és b paraméterek
fuggvényében. A felmerilé matematikai nehézségek
miatt a legkisebb négyzetek modszere, de féleg a ma-
ximum likelihood modszer (Iasd alabb) hattérbe szo-
ritotta ezt a modszert. Id6kozben a gazdasagi optima-
lizdlas céljaira kifejlédott a linedris programozas
(szimplex modszer), amelyre matematikai szempont-
bol visszavezethet$ az L,-norma minimalizalasa. Mi-
utan erre kozhaszna programok jelentek meg, a mate-
matikusok Gjra ajanljak ennek hasznalatat is, ugyanis
a modszernek jelentSs elényei vannak.

Donté attorést eredményezett A. Fisher munkas-
saga a 20. szazad tizes éveiben. Az 6 nevéhez fliz6dik
a ma dltaldnosan alkalmazott maximum likelihood
modszer. Eszerint a keresett paraméterek becstlt érté-
két ugy vialasztjuk meg, hogy azok mellett a kapott
kisérleti eredmények a legvaloszintibbek legyenek. A
modszer elénye, hogy matematikailag jol kezelhets
formuldkra vezet, tovibba hogy a becslésnek kedvezd
matematikai statisztikai tulajdonsdgai vannak. Legfon-
tosabb tulajdonsigit a paraméterek becslésében alap-
vet§ Cramér—Rao-egyenlétlenség segitségével tudjuk
megvilagitani: regularis becslési problémak (lasd
alabb) esetében a becsilt paraméterek szorasa nem
lehet egy als6 hatarnal kisebb, barmilyen modszert
hasznalunk is a becslési probléma megoldasara. Nos,
bebizonyitottak, hogy a maximum likelihood becslé-
sek szorasa az alsé hatarhoz tart, amikor a mérési
adatok szama minden hatdron tal né. Vannak esetek,
amelyekben a szordsok mar véges szamu adatok ese-
tén is minimalisak.

Ezen a ponton visszatériink Janossyhoz. Mivel so-
kat foglalkozott kozmikus sugarzassal és elemi ré-
szekkel, konyvének példai ilyen jellegliek: a részecs-
kéknek fotoemulzio segitségével vald megfigyelésé-
vel és a részecskeszamlilassal kapcsolatosak. Ha a
mérési eredmények Gauss-eloszlastak, a maximum
likelihood moédszer atmegy a legkisebb négyzetek
Gauss 6Ota bevett modszerébe, de az emlitett mérések
esetében inkabb a Poisson-eloszlas az érvényes, tehat
nem volt mas valasztasa, mint a maximum likelihood
modszer.! A dolgot egy konkrét mérés példajan mu-
tatjuk be részletesen. Tegyuk fel, hogy egy részecske-
detektorral egy radioaktiv anyagban torténd bomla-
sok szamat mérjik a ¢id6 fliggvényében. A t,idépont-
ban 7;idé alatt mért betitésszam legyen N, amelynek
varhat6 értéke

! Csak mellékesen jegyezziik meg, hogy ebben az esetben a maxi-

mum likelihood moédszer egyenletei matematikailag ugyanolyan
alakaak, mint a legkisebb négyzetek modszerének egyenletei, tehat
mindkét modszer esetében ugyanazt a szamitogépi programot
alkalmazhatjuk. Mindez persze nem kisebbiti Janossy érdemeit, aki
— mint mar emlitettiik — nem ment el a szimitogépi megvalositasig.
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M(N,)) = Ti<a1 eirae as) =

1

T, fay, a,, a,, a,, ag), i=1,2, .. n

Itt feltettiik, hogy a vizsgalt anyag két radioaktiv izo-
topot tartalmaz, amelyek bomldsi dllanddja a, és ay;
az egyes izotopok mennyisége az a, és a; paraméte-
rekkel arinyos; végil az a5 paraméter a mérGlabora-
torium hittere. Az f; fuggvényt illesztéfiggvénynek
nevezzik, és az idSegységre vonatkozo beilitésszam
varhato értékét adja meg a ¢, id6pontban. A maximum
likelihood modszer szerint fel kell irnunk annak valo-
szinGségét, hogy ebben a mérésben az N,, N,, ... N,
bettésszam-egytittest kapjuk eredménytil. A Poisson-
eloszlas szerint az i-edik mérésben

ol

valoszintséggel kapjuk az N, betitésszamot. Mivel az
egyes mérések egymastol flggetlenek, az egylittes
val6szinlség ezek szorzata:

n . 7—;](;1\"
L<N1’Nz7 ...,Nn; a,, ...,as) = H e I,f,( N') )
i=1 e

Ezt a fuggvényt likelihood-figgvénynek nevezzik
(erre utal az L jelolés). A maximum likelihood mod-
szer értelmében az ismeretlen paramétereket gy kell
megvalasztani, hogy L maximalis legyen. Matematikai-
lag ez azt jelenti, hogy meg kell oldani a

dinL
a

=0, k=1,2 34,5

k

egyenletrendszert.

Mivel transzcendens egyenleteket kaptunk, megol-
dasuk csak numerikus moédszerekkel képzelhetS el.
Mint a legtobb kisérleti fizikus, Janossy is tobbszor irt
fel ehhez hasonl6 egyenletrendszereket (persze mas
illesztstuggvényekkel), s6t megoldasukra javasolt ite-
racios eljarasokat is. Mivel itt mar csak szamitoégépek
hasznalata képzelhetd el, az iterdciok hatékonysagat —
mint mar megbeszéltiik — nem tudta vizsgilni. A fent
valasztott Otparaméteres illesztSfiiggvény  olyasmi
lehet, amellyel fent emlitett jugoszlav kollégaim pro-
balkoztak. Nos, az ehhez hasonlo figgvények a kisér-
leti fizikusok rémalmai kozé tartoznak. Ez ktlonodsen
akkor igaz, amikor az a, és a, paraméterek alig kiilon-
boznek egymastol. Ilyenkor ugyanis a konvergenciat
csak nagyon szerencsésen megvalasztott kezdGérték-
kel sikertl elérni. Miutan az iteracié konvergalt, becs-
lést kapunk a keresett paraméterekre, de ezzel parhu-
zamosan becsilntnk kell a kapott paraméterbecslé-
sek szorasat is, mivel ez hatirozza meg a végered-
mény statisztikai bizonytalansagat.

A kezdsértékek megvalasztdsa csak az egyik nu-
merikus probléma, a szamitogépi programban tana-
csos az iterdciot stabilizalni. A szdmitdégépek haszna-
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latinak vannak mas kovetkezményei is. Ha ugyanis
szamitogépet hasznalunk, jelentGsen megnd a kiérté-
kelhet6é adatok mennyisége — kilondsen a korszerd
szamitogépek teljesitménye mellett. Példaul a nehéz
atommagok Utkozésekor egyetlen esemény mintegy
20 Mbyte adatot eredményez, amelyeket us-ok alatt
kell eltarolni. Tlyen feltételek mellett a kisérletezd
altalaban nem is latja a primer adatokat, legfeljebb a
kiértékelés végeredményét ismeri meg. Ha elég korul-
tekints, készittet a szoftverével néhiny grafikont, de
ez nem valtoztat azon, hogy a fizikai alapfeltevések
(példaul az illesztSfiiggvény) helyességének vizsgala-
ta, a kiszord adatok kiszilrése és hasonld feladatok
fejlett statisztikai modszerek kidolgozasat igénylik.
Janossy idejében ezek masképpen mertltek fel, mint
manapsag.

A paraméterek becslésének szabatos végrehajtisan
talmendGen Jinossy egy tovabbi kérdéssel is foglalko-
zott. Bar a maximum likelihood moédszer 6Gnmagiban
biztositja, hogy a becsilt paraméterek szorasa a lehe-
t6 legkisebb legyen, jogos felvetni azt a kérdést, le-
het-e a mérések kortilményeinek alkalmas megvalasz-
tasaval a Cramér—Rao szerinti als6 hatart csokkenteni.
Ez a kisérletek tervezésének problémaija, amellyel
Janossyn kiviil szamos szerzé foglalkozik. Ennek elle-
nére ezen a terlleten atit§ eredményrSl még nem
sikertilt olvasnom.

Befejezésil még két példat hozunk, amelyek jol il-
lusztraljak Janossy gondolkodasat. Az egyik az [1] kézi-
konyv magyar valtozatdban talialhat6, a masikat szemé-
lyesen t6le hallottam. A részecskeszamlalasban 6hatat-
lan fellép a holtidS: egy részecske megszamlalasa utan
a szamlaloberendezés egy T ideig nem tud tovabbi
részecskéket megszamlalni. A holtids hatasat az alabbi
példaval vilagitjuk meg. Ha 7; id6 alatt N, részecskét
regisztraltunk, akkor a szamlaloberendezés Nt ideig
Lhalott” volt, tehat az effektiv szamlalasi id6

7—;_cff - 7—; _ ]V, T,
vagyis holtidé nélkil

NN N T, Ny,
T

7 T-Nt T T-Nt T

i

részecskét szamlaltunk volna meg idSegység alatt. Az
itt szerepld v, tényezd a holtidS-korrekcids tényezd,
amelyet gyakran alkalmazunk a nukledris mérések
gyakorlatiban.? Nem trividlis, de be lehet latni, hogy
sem N, sem N nem kéveti a Poisson-eloszlast, ha-
nem eloszlasuk valami mas. Amig tehat nem szamit-
juk ki ezt az eloszlast, nem alkalmazhatjuk a maxi-
mum likelihood moédszert, legfeljebb a legkisebb
négyzetek modszerének valamilyen kozelits valtoza-
tara vagyunk utalva. Janossy vezette le, hogy N, el-
oszlasa

1 értéke Janossy idejében 100 us nagysagrendd volt, ami korunk-

ban a us-os tartomanyba csokkent. Igy vagy tgy, de a kisérleti fiziku-
sok hajlamosak talfesziteni a hart: v, jellegzetes értéke 1,05-1,10.
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p = o (TN [(Ti - Nﬁ)fr
1 N

)

ami lehet6vé teszi a maximum likelihood modszer
korrekt alkalmazasat. A tapasztalat mutatja, hogy a
holtid6é okozta szamlalasi veszteségek drimaian tud-
jak befolydsolni az a, és a, paraméterek becstlt érté-
két — ha a fenti példa mellett maradunk. Nem mind-
egy tehat, hogyan vessziik figyelembe ezeket a vesz-
teségeket: a Janossy szerinti korrekt moédon vagy a
holtid6é-korrekcios tényezé alapjan valamilyen heu-
risztikus moédszerrel.

A misik példink az elemi részek megfigyelésére
vonatkozik. Tegylk fel, hogy valamilyen részecske
impulzusat szeretnénk megmérni, de a detektorban
(fotoemulzioban, kodkamraban stb.) kapott nyomnak
csak egy sikra valo vetiiletét tudjuk megfigyelni.> Mi-
vel a részecske impulzusianak iriny szerinti eloszlasa
izotrop, az i-edik megfigyelt részecske p,; vetilete
egyenletes eloszlasu a [0, p] intervallumban, ahol p a
részecske keresett impulzusa. Mindenek elétt tisztaz-
zuk, hogy ezen mérés kiértékelése nem regularis
becslési probléma. Regularisnak ugyanis azokat a
méréseket nevezzik, amelyek likelihood-fliggvénye a
mért mennyiségeknek olyan halmazian kilonbozik
zérustol, amely fliggetlen a becstilt paraméterektdl.
Az adott esetben a p, vetllet likelihood-fliggvénye
csak a [0, p] intervallumban kilonbozik zérustol, azon
kivil viszont zérus. Mivel itt éppen a p mennyiséget
kivanjuk becstilni, a probléma nem regularis. Ha ezt
figyelmen kivil hagyjuk, p becslésére a regularis
problémiknal megszokott dtlagot hasznaljuk:

Y r,

n

ami reguldris becslések esetében fel szokott merilni.
Segitségével a p = 2p becslést kapjuk, amelynek
varhato értéke p. Meg lehet mutatni, hogy szordsa
p(3n) "% It visszakaptuk a reguliris becsléseknél
megszokott eredményt: a becsiilt paraméter szérasa
7" rendben tart zérushoz. Mivel azonban a problé-
ma nem reguldris, esetleg ennél lényegesen jobb
becslést is lehet taldlni. Vegyiik ezért a mért vetiiletek
kozil a legnagyobbat: p,... Meg lehet mutatni, hogy
varhato értéke

np
M =
(pmux> 7+ 1 ’
vagyis

~ n+1

p = n pﬂlZlX

a p mennyiség torzitatlan becslése.

* A modern kisérleti technikdval az impulzus mindhdrom kompo-

nensét meg tudjuk mérni. Igy az aldbbiaknak csak médszertani
jelentségiik van.
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Szoérasara a Levonhatjuk tehdt azt a kovetkeztetést, hogy nem
art a likelihood-fuggvény természetét alaposan meg-
b vizsgalni, mielStt mérési eredményeink kiértékelésé-

[n(n+2) be fognank.

eredményt kapjuk. Elég nagy n-re tehat a szords 1/n Irodalom

repdben tart zérushoz, ami lenyegesen gyorsabb, 1. L. Janossy: Theory and practice of the evaluation of measure-
mint az atlagon alapul6 becslés esetében. ments. Oxford University Press, 1965.
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