AZ ORAPARADOXONROL

Az 6raparadoxon (vagy masik nevén az ikerparado-
xon) fogalmi szempontbol a relativitiselmélet egyik
legfontosabb kovetkezménye. A jelen dolgozat a pa-
radoxon egy tulajdonképpen technikai jellegli, mégis
zavarba ejté aspektusaval foglalkozik: A jelenség kor-
rekt lefrasi modjaval a gyorsulo Ora (testvér) szem-
pontjabol. Meg fogjuk mutatni, hogy a deszinkroniza-
cio fogalma alapjan ez a targyalas teljesen atlathatova
tehetS. A cikk ezért két fejezetbdl all. Az elsGben a
deszinkronizaciordl lesz sz6, magat az 6raparadoxont
pedig a masodikban diszkutaljuk. Mindezt praktiku-
san matematika nélkil tessziik, a matematikai részle-
teket és kiegészitéseket a két fliggelékben targyaljuk.

Az 6raparadoxonrdl nemrég jelent meg Bokor Ndn-
dor dolgozata' a Szemlében. Bokor azt a kérdést
elemzi, vajon helyes-e az az elterjedt vélekedés, hogy
az ikerparadoxon oka a gyorsulds. Ha jol litom, a
jelen dolgozat nem kinal Gj szempontot e kérdés meg-
valaszolasahoz.

A deszinkronizacio

Nyugodjon egy vonat a palyatest J, vonatkoztatasi
rendszerében, amelyben a Minkowski-féle (fényjelek-
kel szinkronizalt) koordinataidéSt a strtn (igy tobbek
kozott a vonaton is) széthelyezett nyugvo virtualis
(elképzelt) idealis orak mutatjak. Tegyuk fel, hogy
ezek kozil ket valosigos Ora, amelyek a vonathoz
vannak rogzitve. A bal oldali 6ra legyen az A, a jobb
oldalia B.

Képzeljik el, hogy egy nagyon rovid fényjel ,cika-
zik” ide-oda az orak kozott. A két o6ra helyes szinkro-
nizaltsiga kovetkeztében az a At id6, ami alatt a jel
az A-bol a B-be ér, pontosan megegyezik a vissza-
aton eltelt Az id6vel. Ha az ordk kozott tavolsag Ax,
akkor mindkét idStartam Ax/c-vel egyenlS. Az 1.
tablazat példajaban At = At = 10.

1. tablazat

A nyugvo orak mutatoallasa a fényjelek
visszatiikr6zésének pillanataban

Az A 6ra mutatdallasa 10 30 50 70

A B 6ra mutatoallasa 20 40 60

Tegytuk fel most, hogy a vonat elindul jobbra, eléri
az U sebességet és ezutan ezzel a sebességgel halad
tovabb. A konstans U sebességl vonat inerciarend-
szer, amelyet J-vel fogunk jelolni.

Az A és a B o6ra kozott ekozben folyamatosan cika-
zik ide-oda a fényjel. Az oda- és a visszaut idStartama
azonban valtozik. Az J,-bol (a toltésrél) szemlélve a
fényjel mozgasat ezeket az idStartamokat a

! Az ikerparadoxon és a gyorsulas. Fizikai Szemle 62(2012) 90-95.
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c At, = Ax, + UAi,, M
cZz‘O =Ax, - UZZ‘O
egyenletek hatarozzak meg, amelyekbdl
— Ax - Ax
At = L Ay = Ly 2
c-U c+U

A képlet felirasanal figyelembe vettiik, hogy amikor a
vonat mozog, a nulla index segitségével meg kell k-
lonboztetniink az Jy-ban mért mennyiségeket az
J-ben mért (index nélkili) mennyiségektsl. Nekiink
azonban a Al-t és a Al-t kifejez6 képletekre van
sziikségiink, amelyek jobb oldaldn a mozgd vonaton
mért Ax tavolsag szerepel.

Az (1) els6 egyenlete azt fejezi ki, hogy az A 6ratél
elindul6é fényjel és a vele egyszerre U sebességgel
indulé B 6ra A, koordinataidével késébb talalkozik
egymdssal. A B 6ran ezalatt

sajatidé telik el. Ezt az idStartamot jeloljik At-vel, igy

N

Kz=Kz0\Jlf? :

Ez a sajatid6-intervallum egyben koordinataidé-inter-

vallum is, hiszen a B egyike azoknak az oraknak,

amelyek a vonaton a 7 koordindtaid6t mutatjak.
Teljesen hasonloan lathato be a

At="At, |1-

US

képlet is, amely az A Ora sajatidejét fejezi ki. Végil a
két ora kozotti Ax vonati tavolsag a toltésrdl nézve
kontrakciot szenved, ezért

2
Ax, = Ax 1—U
A CZ

Ha (2)-ben a nulla indexd mennyiségeket ezen képle-
tek segitségével index nélkili mennyiségekkel fejez-
zuk ki, a

Al = ﬂ(1 +E} At = ﬂ(1 E]
c c c
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képletekre jutunk (a szimpéldinkban az el6bbi le-
gyen mondjuk 12, az utdbbi pedig 8, 2. tabldazat).

2. tablazat

A mozgo o6rak mutatoallasa a fényjelek
visszatiikrézésének pillanataban

Az A 6ra mutatdallasa 10 30 50 70

A B 6ra mutatoallasa 22 42 62

Nyilvanvalo, hogy az U sebességgel mozgd vonat
nyugalmi rendszerében — az J inerciarendszerben — ez a
két ora nincs helyesen szinkronizalva. Ha ugyanis meg-
mérnénk a vonaton a fénysebességet, mindkét irinyban
egyformin c-nek talilnank. Természetesen utblag szink-
ronizalhatnank Sket példaul Ggy, hogy a B 6ra mutatoal-
lasat megfelel6 mértékben (a szampéldaban 2-vel) visz-
szadllitjuk (vagy az A 6raét ugyanennyivel elGrevisszik).
Ezt azonban most nem tesszik meg, mert éppen azt
akarjuk tisztazni, hogy milyen kovetkezményei vannak a
gyorsulasnak, ha az egyszer mar helyesen szinkronizalt
orakhoz tobbet mar nem nytlunk hozza.

A két ora kozotti deszinkronizacié mértékéet a

81, = %(Z’z—Zz) - UAx &)
=

formula hatarozza meg. Az Einstein-féle szinkroniza-
cios eljaras szellemében ennyivel kellene visszaallita-
ni a (gyorsulas irdnyaba esé) B 6ra mutat6dllasat ah-
hoz, hogy helyesen legyen szinkronizalva A-val.

Vonjuk le a kovetkeztetést: amikor egy inerciarend-
szert gyorsitunk, a hozzd rogzitett helyesen szinkroni-
zalt ordk deszinkronizalodnak. A deszinkronizacio
nem annak a kovetkezménye, hogy az 6rak szerkezeté-
ben a gyorsulds valamilyen valtozast okoz, hiszen ezek
az oOrak idedlis szerkezettlek, a kiilsé behatasoktol tel-
jesen fiiggetlentil, a maguk monoton ritmusaban jarva a
sajatidejiiket mutatjak. Ha az eredetileg nyugvo vonat
padlojan allt egy labda, a vonat elindulasakor elkezd
hatrafelé mozogni, és amikor a vonat mar egyenletesen
halad Usebességgel, a labda folyamatosan gurul hozza
képest ugyanezzel a sebességgel visszafelé (vagy leg-
alabbis gurulna, ha a vonat elég hosszi volna). Ezt a
mozgast nem az okozza, hogy valami hatott a labdara,
hanem éppen ellenkezdleg: azért gurul a labda vissza-
felé, mert nem hatott ra semmi, ami arra kényszeritené,
hogy atvegye a vonat sebességét.

A deszinkronizacid ugyanebbe a kategoriaba tarto-
z6 tehetetlenségi jelenség.> Az 6rak a mozgd vonaton

* Lényeges pont, hogy ha a fénysebesség nem lenne minden

inerciarendszerben ugyanaz minden irdnyban, akkor az idedlis 6rak
sohase deszinkronizaloédnanak. Tegyik fel egy pillanatra, hogy a
relativitiselmélet téves, van elektromagneses éter, amely torténete-
sen az J,-hoz (a toltéshez) képest nyugalomban van. A két tablazat
ebben az esetben lényegében érvényben maradna, mégsem fejezne
ki deszinkroniziciot. Az J-beli fénysebesség ugyanis ilyen feltéte-
lek mellett valoban killonbozne a két iranyban, mert kizarolag a
nyuguo éterben (Jy-ban) lenne izotrép. A két tablazat adatai ezt a
tényt fejeznék ki teljesen korrekt médon. A deszinkronizacio ezért a
fénysebesség allandosagianak egyenes kovetkezménye.
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is gy jarnak tovabb, ahogy a pilya J, inerciarendsze-
rében szinkronizaltdk &ket. Ez az inerciarendszer
azonban  kiszaladt” aloluk, de 6k nem vettek errdl
tudomast. Vagyis a deszinkronizaci6 végeredmény-
ben annak a kovetkezménye, hogy az orakkal nem
tortént semmi, mégis éppen olyan valdsiagos jelenség,
mint a labda meginduldsa hatrafelé. Legnyilvanvalob-
ban a fénysebesség latszolagos megvaltozasiban je-
lentkezik, ahogy azt a 2. tabldzat mutatja, de mas
fontos kovetkezménye is van. MielStt azonban erre
ratérnénk, foglaljuk 6ssze a deszinkronizacio elGjel-
szabalyat:

Az orapar gyorsulds iranyaba esé lagja
siet, a gyorsuldssal ellentétes iranyba esé
tagja késik a par mdsik tagjahoz képest.

A deszinkronizacié egy masik kovetkezményét a vo-
natos példa tovabbgondolasaval vilagitjuk meg. Kép-
zeljik el a vonat egyik, mondjuk 60 méter hossza,
vasuti kocsijat, amelyben konnyen végig lehet sétalni,
és méterenként faliorak talalhatok rajta. Az utasok
kozott van egy fizikus, aki mar nagyon unja az uta-
zast, és azzal probalja agyontitni az id6t, hogy menet-
iranyban egyenletes v sebességgel végigsétal a kocsi
végétsl az elejéig, és kozben gondosan lgyel arra,
hogy a falidrak alapjan az Gtja pontosan 1 percig tart-
son (At =60 s). A séta idStartamat a karordjan is lemé-
ri, és azt talalja, hogy a séta kozben 1 percnél rovi-
debb idé telt el rajta.
— Persze, az idédilatacid — gondolja magaban, — a
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képlet szerint pont ennek kellett torténnie.

De gyakorlo fizikusként ismeri a szabalyt, hogy egy
mérés nem mérés, ezért megismétli a sétajat, ezattal
visszafelé Ggy, hogy a faliordk szerint megint 1 perc
alatt érjen a kocsi egyik végébdl a masikba. Megle-
pddve tapasztalja, hogy a karérdjan ezuttal hosszabb
idé telt el, mint az el6bb. Természetesen elGszoOr arra
gyanakszik, hogy valami hibat kovetett el, de akar-
hanyszor ismétli a kisérletet, a kar6rajin mindig
ugyanazt a két kiilonboz6 id6tartamot olvassa le: A
menetiranyban a sajatidé kisebb, mint ellenkezd
iranyban (AT < A1).

Némi toprengés utan fizikusunknak eszébe jut a
deszinkronizacid, amirdl relativitaselmélet 6ran hal-
lott.

— Hogy is nem gondoltam ra azonnal? — csap a
homlokdra. — Hiszen amikor felszalltam a vonatra
lattam a szerelSket, amint éppen azzal foglalkoznak,
hogy az allé vonaton fényjelekkel szinkronizaljak a
faliorakat. Aztan amikor elindult a vonat, bekodvetke-
zett a deszinkronizici6. Amikor elSre megyek a fali-
orak altal meghatarozott sebességgel, akkor minden
kovetkezd faliora a szitkségesnél tobbet mutat. A visz-
szauton pont forditva torténik. Ezért van az, hogy a
kar6ram az elsG esetben kevesebbet mutat, mint a
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masodikban. Mindenesetre most jol megtanultam,
hogy ilyen esetekben nem hasznialhatom a

AT = At 1712

o
)

képletet a sajatidé meghatarozasara, mert az mindkét
irAny0 sétara ugyanazt a sajatidét adja.

Elhatarozza, hogy kild egy SMS-t az egyik kolléga-
janak és megkéri, keresse mar el§ valahonnan a

2
AT = At |1-2
CZ

képlet azon altalanosabb alakjat, amelyik az & jelen-
legi helyzetében is alkalmazhat6. Ezeket az informa-
ciokat kozli vele:

e Indulas elétt a faliorakat korrekt moédon fényje-
lekkel szinkronizaltdk és azota senki sem nyult hoz-
zajuk.

e Avonat jelenleg egyenletes Usebességgel halad.

e A faliorak meg vannak szamozva 0-t6l 60-ig.
Ezek tekinthetSk x-koordinataknak, és az egymas
utdni 6rak kozotti tivolsig az indulas el6tt és most, az
egyenletes sebesség elérése utan is pontosan 1 méter.

e Amikor a kocsin végigsétalok, az 6rak helye és
mutatodllasa alapjain a sebességem egy konstans v
érték (torténetesen v = 1 m/s sebességet valasztottam,
de a keresett képlet szempontjabol ennek nincs jelen-
tésége).

e A kérés az, hogy kuldje el azt a képletet, amely
megadja a At és a At kapcsolatat ebben az esetben.

A kért képlet nemsokara megérkezett. A figyel-
mes kolléga At és At helyett az infinitezimalis d7T és
dt novekményekre irta fel, mert ez akkor is alkal-
mazhat6, amikor a sétalds v sebessége nem konstans

(v=20v():

)

dt =dtJ(1ﬂJZU—2‘ @

: c? ¢

Ez a képlet pozitiv v-nél menetiranyba, negativ v-nél
az ellentétes iranyba torténd sétalasra vonatkozik.

Napokkal késSbb, amikor utazo fizikusunk a mun-
kahelyén talalkozik a kollégajaval, megkéri 6t, mutas-
sa meg a képlet levezetését. A magyarazat a kovetke-
z8:

Nézzik — mondjuk — a pozitiv irdnya séta egy dx
infinitezimalisan rovid A — B szakaszat, amely a de-
szinkronizalt 6rdk szerint dt ideig tartott. Az ennek
megfelelé helyesen szinkronizalt dt idStartam (3)
szerint:

Udx
o2

dr = dit -

, )

az ezzel szamolt sebesség pedig

dx

v= =
dit
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A korrigalt (feliilhtzott) mennyiségekre érvényes az
eredeti

képlet. Mivel

ezt atirhatjuk a

tdl

dv = a4t
t ar

2 2 % 2
-9y 2 - (ﬂ v

dt Cz \J dt CZ
alakba, amelyben (5) alapjan

dt_l_Uv

dr c?’

Ezt behelyettesitve kapjuk a bizonyitandé (4) ossze-
fuggést.

Fogalmazzuk meg a vonatos példink tanulsagat.
Ha a vonat egész torténetét tekintjik, a veszteglését
az indulas elétt, a gyorsulasat és azutan az egyenletes
sebességl haladasat, akkor nyilvanvald, hogy a
vonat 6radit nem lebetséges gy beillitani, hogy ebben
az egész idoszakban helyesen legyenek szinkronizal-
va. A példaban tugy képzeltik, hogy az 6rakat még a
nyugvo vonaton szinkronizdltak fényjelekkel, de ak-
kor az indulds utdn a deszinkronizacid kovetkezté-
ben mar nem lesznek helyesen szinkronizalva. Meg-
tehettliik volna azt is, hogy az dllomason nem fényje-
lekkel szinkronizaljuk &ket, hanem mesterséges
modon olyan bedllitast valasztunk, hogy majd a de-
szinkronizaci6 kovetkeztében éppen jol legyenek
szinkronizalva, amikor a vonat egyenletesen halad.
De ekkor persze az dllomdson lennének a fényjelek
szempontjabol rosszul szinkronizalva. De valaszthat-
niank barmilyen mas szinkronizaciot, ha mar a legter-
mészetesebb einsteini szinkronizacié tgysem hajtha-
to kovetkezetesen végre.

A deszinkronizacid kovetkeztében tehat Minkows-
ki-koordindtarendszer csak inerciarendszerekbez
rendelbetd. Az ilyen koordinatarendszerben ugyanis a
koordinataidé definicio szerint olyan, hogy a fényse-
besség mindig, minden iranyban ugyanazzal a c-vel
egyenlé. Gyorsul6 vonatkoztatasi rendszerben azon-
ban a folyamatos deszinkronizaci6é az ilyen tulajdon-
sagu koordinataidé 1étezését lehetetlenné teszi.

Felmeriil a kérdés, hogy akkor a gyorsulé vonat-
koztatasi rendszerekben milyen eljards (recept) alap-
jan kell a koordinataid6t megvalasztani, vagyis milyen
protokoll szerint kell a vonatkoztatdsi rendszerben
nyugvo, koordinataidét mutaté (virtudlis) ordkat
szinkronizalni. A vilasz az, hogy ilyen altalinos re-
cept nem létezik, minden eset kiilon dontést igényel.
Megjegyezzik, hogy inerciarendszerben sem kotelezd
a fényjelekkel szinkronizalt Minkowski-koordinataidé
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hasznalata. A koordinatarendszer valasztisihoz ha-
sonloan a koordindtaidé megvilasztisa is nagymér-
tékben onkényes. A valasztas {6 szempontja a vizsga-
land6 probléma targyalasanak az egyszerGsitése. A
Minkowski-koordinataidé elényei azonban ebbdl a
nézépontbol annyira szembetlinéek, hogy inercia-
rendszerben gyakorlatilag minden esetben ezt a koor-
dinataidét hasznaljuk.

Az 6raparadoxon

Az idédilatacioé — mint tudjuk — szimmetrikus jelenség:
Ha az Incihez képest V sebességgel mozgd Franci
ordja késik Inci 6rdjahoz viszonyitva, akkor Inci 6raja
is késik Franci 6radjahoz viszonyitva. Ez igy elég kép-
telentil hangzik, de nagyrészt annak kovetkeztében,
hogy a megfogalmazas erGsen hiinyos. A pontos alli-
tas a kovetkez6: nyugodjon Inci az J,, Franci pedig az
J inerciarendszerben (az egyik lehet — mondjuk — a
vonatallomas, a masik az athalad6é vonat). Mindkét
inerciarendszert gondolatban telerakjuk nyugvo, he-
lyesen szinkronizalt virtualis 6rakkal, amelyek a #,
illetve a #, koordinataidét mutatjak. Az allitas az, hogy
Inci 6rdja késik a Franci J,inerciarendszerében nyug-
vO azon O, 6rihoz képest, amely mellett éppen elha-
lad, és forditva, Franci 6rdja is késik az Inci J, inercia-
rendszerében nyugvo azon O, 6rihoz képest, amely
mellett éppen elhalad.

Ez igy mar egydltalin nem paradoxalis, hanem
,csak” figyelemre méltd. Hasonlitsuk ezt dssze mond-
juk azzal az allitassal, hogy Franci hatarozottan maga-
sabb, mint Inci, és ugyanakkor Inci is hatarozottan
magasabb, mint Franci. Ez nyilvan logikai képtelen-
s€g. De abban a kijelentésben, hogy Franci maga-
sabb, mint Inci htga, és Inci is magasabb, mint Franci
dcese, mar nincs semmi kivetnivalo.?

Na jo, de mit mondjunk a kovetkezs esetben: Inci
az alszegi vastatillomason a sin mellett all, Franci az
athalad6é vonaton ul. Amikor éppen egymas mellé
kertilnek mindketten feljegyzik a sajat 6rajuk mutato-
allasat. Azutdn amikor a vonat jon Felszegrdl visszafe-
1é Francival egyttt, megint feljegyzik, mit mutat kar-
orajuk a talalkozas pillanatdban. Ezutan egy kivonas-
sal mindketten megallapitjak, mennyi id& telt el a sajat
karorajukon a két talalkozas kozott. Mi lesz az ered-
mény? Az el6zGek alapjan azt gondolnank, hogy Fran-
ci ordjan kevesebb idé telt el, mint Inci 6rdjan, de
persze Inci 6rdjan is kevesebb idé telt el, mint Fran-
cién... és ez mar logikai ellentmondas a javabol.

Fogalmazzuk meg megint az allitast valamivel pon-
tosabban. Azt llitjuk, hogy ha az 6rakon eltelt sajat-
idét Inci nyugalmi rendszerében szamitjuk ki, akkor a
masodik talalkozaskor Franci 0rdja kevesebbet mutat
mint Incié; ha azonban a szamitdst Franci nyugalmi
rendszerében végezziikk el, akkor Inci oOrdja mutat
kevesebbet, amikor Gjra talalkoznak.

* A megfeleltetés nyilvanvalo: Franci 6rdja <> Franci, Inci 6rdja <>

Inci, O, <> Franci 6ccse, O, <> Inci haga.
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Felszeg Alszeg
_ «— |Franci
© © © © @ Inci
Franci = _
© © © © @ Inci
_ Franci —
© © © © @ Inci

@ koordinitaidét mutatd ordk a toltés mentén

1. abra. Targyalas a toltés nyugalmi rendszerében.

Ha a relativitiselméletbdl valéban ez kovetkezne,
akkor mir régen elfelejtettiik volna. Azonban az 4lli-
tasban megfogalmazott feltételek analizise arra a ko-
vetkeztetésre vezet, hogy akar az egyik, akdr a masik
nyugalmi rendszerben végezzik is el a szamitast,
mindig Franci 6rdja az, amelyik a masodik talalkozas-
kor kevesebb id6t mutat.

Vegytik alapul el6szor Inci J, nyugalmi rendszerét,
vagyis a vasati toltést, Alszegestiil és Felszegestil (7.
dbra). Ha a vonat oda és vissza is ugyanazzal a V
sebességgel halad, nem tolt el semennyi idSt sem
Felszegen, akkor az id&dilatacio kovetkeztében Fran-
ci 6rdjan

kevesebb idé telik el, mint Incién. Mivel tovabba Inci
nyugszik J,-ben, ezért az 6rajan ugyanannyi sajatidé
telik el, mint koordinataids. Ez utobbi pedig nyilvin
2L/ V-vel egyenld, ahol L Alszeg és Felszeg tavolsaga.
Vagyis

2L |1 -— ©)
2L : c?
AT]I_V’ AT, = ———— .

Hajlamosak lennénk elfogadni, hogy Franci J; nyu-
galmi rendszerét, vagyis a vonatot tekintve nyugvo-
nak, ugyanezt az eredményt kapjuk azzal a kulonb-
séggel, hogy a

tényezS AT, helyett At,-ben jelenik meg. Ez a relativi-
taselmélet halalos itélete lenne. De az itélet kimonda-
sa eldtt gondoljuk meg jobban a dolgot.

Azt a helyzetet, amikor a vonatot tekintjik nyug-
vonak (noha a valésagban persze ugyanigy mozog,
mint eddig), a 2. dbran illusztraltuk. A felsé rajzon
az egész taj — Alszeggel, Felszeggel és Incivel egyitt
— Vsebességgel ,uszik el” a vonat mellett, amelyet
kortlbelil ugyanolyan hossztnak abrazoltunk, mint
az Alszeg—Felszeg tavolsag. Ezt nyugodtan megtehet-
juk, hiszen a ,vonat” valdjidban egy vonatkoztatdsi
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© koordinataid6t mutaté 6rdk a vonaton
2. dbra. Targyalas a vonat nyugalmi rendszerében.

rendszert reprezentdl, amely a newtoni fizikaban és a
specidlis relativitiselmélet szerint is tetszélegesen
nagy kiterjedést lehet. Most Inci az, aki mozog, ezért
az eddigi ismereteink alapjan a két talalkozas kozott
—a (6)-tal ellentétben — az & 6rajan kellene rovidebb
idének eltelnie.

De igy van-e valoban?

Inci palydja két részbdl all, egy odautbol és egy
visszautbol. Foglalkozzunk elGszor az odaduttal. A ha-
tarozottsag kedvéért tegyiik fel, hogy els6 talalkoza-
sukkor mindkettgjiik 6rdja éppen nulla id6t mutat, és
ez egyben a vonat koordinataideje is (vagyis Franci
oOraja szinkronban jar a vele egy helyen lévé, koordi-
nataidét mutatd virtualis 6raval). Ha a vonat 6rai he-
lyesen, fényjelekkel vannak szinkronizalva, akkor,
amikor a vonat végéhez ér, Inci 6rdja az idédilatacio
kovetkeztében

—-szer

[
1- V
A=

kevesebb id6t fog mutatni, mint az éppen ott 1évs
vonati ora.

Mekkora ez a AT, id6 pontosan? A Lorentz-kont-
rakcio kovetkeztében az Alszeg—Felszeg kozotti L
tavolsdgnak a vonaton

2
L ’71 _

A CZ
tavolsag felel meg, ezért Inci Gtjanak ez az elsé szaka-
sza

2 2 2
T, IR I G ) P A
%4 c? %4 c?

Szabad-e ugyanigy szamitani a visszauton eltelt
A,7,id6t is? Nem szabad, mert a vonat visszafordula-
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sakor a rajta lévd ordk deszinkronizalodtak, és en-
nek kovetkeztében a sajatidd szamitisara mar nem a

hanem a (4) képletet kell hasznalni! Miel6tt azonban
idéznénk a helyes szamitas végeredményét, ramuta-
tunk, miért tudja a deszinkronizacié kovetkeztében
Inci Ordja behozni a hatranyat.

Gondolatban helyezkedjiink el a jobbrol egyenletes
sebességgel érkezd vonaton. Ez természetesen iner-
ciarendszer. A visszafordulaskor fellépSs gyorsulas
jobbra mutat, ezért barmely eredetileg helyesen szink-
ronizalt A, B 6rapar A tagja, amelyik az Gj menetirany-
hoz viszonyitva a B mogott halad, kevesebbet mutat,
mint ha B-vel helyesen lenne szinkronizalva. Ennek
kovetkeztében egységnyi koordindtaids alatt a vissza-
uton Inci Ordja tobbet megy el6re, mint az odatton.
Ez teszi lehet6évé, hogy Inci 6rdja a palydjanak maso-
dik szakaszaban ledolgozza hatranyat, és amikor Gjra
talalkozik Francival, az 6 6rdja mutasson tobbet.

A tényleges szamitds (4) alapjan torténik. Ehhez ki
kell szamitani a benne szereplé U-t és v-t. Az Ua vo-
nat visszafordulas utini sebessége a fordulas el6tti
onmagahoz képest (vagyis mintha a fordulas el6tt
nyugodna). A newtoni fizika szerint U nyilvan 2 V-vel
egyenlG, de a sebességOsszeadas relativisztikus szaba-
lya ezt

U=—2V -re

VZ

1+ —
c?

modositja. A képlet alkalmazasahoz ki kell még sza-
mitani azt a A, #id6t is, amely alatt a vonati deszinkro-
nizalt 6rak szerint Inci visszaér Francihoz.

A szamitds egyszerd, de nagyon aprolékos, ezért a
B. Friggelékben vazoljuk. Az eredmény a kovetkezo:

2 2
A;,:Azw‘(lﬂJv_ 1oz} @
y CZ 2 V 2

C C

Mint latjuk, a A;T,+A,T, 0sszeg ugyanannyi, mint a
(6)-ban felirt At,.

Az oOraparadoxonnak ez a fajta feloldasa, amelyet
itt vazoltam,* a deszinkronizicién alapul, amely an-
nak kovetkezménye, hogy

1. az 0Osszes kiilonbozS egyenletes sebességgel
halad6 vonatkoztatasi rendszerben a fénysebesség
minden irinyban ugyanaz a c, és

2. amikor egy ilyen vonatkoztatdsi rendszer gyor-
sulni kezd, a benne 1évé helyesen szinkronizalt idea-
lis 6rak megdrzik eredeti jardsukat és ezért deszinkro-
nizalodnak.

Az irodalomban legelterjedtebb magyarazat szerint
ezzel szemben a paradoxon csak az altalanos relativi-

* Ez a magyardzat a Basic Relativity, An Introductory Essay cim{

konyvemben jelent meg el&szor (Springer, 2011).
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taselméletben, vagyis a graviticio figyelembe vételé-
vel oldhato fel’.

Val6jaban a specidlis relativitiselmélet fogalmi struk-
taraja alapjan el6re lebet tudni, hogy a két talalkozas
kozott az egyes orakon eltelt sajatidG-intervallum érté-
kére nem johet ki kiillonb6z6 eredmény, amikor kiilon-
b6z6 koordinatarendszerekben szamitjuk Sket. Ennek
az az oka, hogy a sajatidé-intervallum invarians. A pa-
radoxon ,feloldasan” ezért igazabol azt értjik, hogy re-
lativisztikus szemléletink fejlesztése érdekében errdl
az invarianciar6l nem vesziink tudomast, hanem kiilon-
boz6 konkrét szitudcidkban mutatjuk be miikddeését.

A relativitiselmélet egész matematikai formalizmu-
sa a dt invariancidjara van felépitve. Tapasztalati
szinten ez az invariancia tokéletesen nyilvanvalo: egy
adott 6ran két adott esemény (példaul talialkozas)
kozott eltelt id6 szamértékének leolvasisa nem igé-
nyel koordinatarendszert. A mennyiség kiszamitdsa-
bhoz azonban mindig valasztani kell valamilyen koor-
dinatarendszert. Az elméletnek tehat biztositania kell,
hogy a szamitas eredménye fiiggetlen legyen a valasz-
tott koordinatarendszertdl.

A Lorentz-transzformaci6 képletét ebbdl az alapkod-
vetelménybdl vezetjiik le. Ilyen osszefliiggésben rend-
szerint a sajatidé konstansszorosival, a ds* = ¢*dt?
négyes intervallum négyzettel dolgozunk. A

U_Z ésay=ﬂ
: dt

[
N

definici6 kovetkeztében ds? = ¢*dt? = c*di*—v* di* =
¢ dt*— dx?, amely 3D-ben

ds* = c*dt* - dx* - dy* - dz*

Amikor a jobb oldal pozitiv, ez a kifejezés a sajatidé
képletével ekvivalens, és invariancidja a sajatidg inva-
riancidjat fejezi ki. Amikor nullaval egyenld, akkor a
fénysebesség invariancidjanak megfogalmazasa. Ami-
kor pedig negativ, akkor két kozeli esemény térbeli
tavolsagat hatirozza meg.

A. Flggelék

Ebben a fliiggelékben a deszinkronizdcié egy madsik,
formalisabb targyalasat mutatjuk be. Az Gj megkozeli-
tés lényege, hogy olyan x, ¢ (roviden K) koordinata-
kat vezesslink be a téridén, amelyhez képest a vonat
végig nyugalomban van, és a koordinataidét folyama-
tosan a vonathoz rogzitett 6rak mutatjak. Az eljarast
ugy is nevezhetjik, hogy koordinatarendszert rogzi-
tiink a vonathoz. Mint lattuk, ha a vonat gyorsul, egy
ilyen koordinatarendszer bizonyosan nem lesz Min-
kowski az egész téridén.

Legyenek X, / Minkowski-koordindtdk a téridén,
amelyeket 0sszefoglaldoan K-val jelolink. Az egysze-

5

Egy reprezentativ példa: R. C. Tolman: Relativity, Thermodyna-
mics and Cosmology. Clarendon Press (1969) 79. fejezet.
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riség kedvéért tegytk fel, hogy a vonat a ¢ = 0-ban
hirtelen, azonnal Usebességgel indul el.

A még nyugvo vonaton a vonathoz rogzitett x, ¢
koordinitikat azonosnak vehetjiik x-szel és t-vel:

x=x (<0. (AD

t = )
A vonat elinduldsa utin az x, ¢ koordinatak U se-
bességhez tartozd Lorentz-transzformaltjai megfelel-
nének annak a kovetelménynek, hogy ¢ > 0-ban a
vonat ezekhez a koordinatakhoz képest legyen nyu-
galomban, de ahhoz, hogy a vonati 6rak az igy kap-
hat6 ¢ id6t mutassik, a mozgd vonaton Gjra kellene
szinkronizalni 6ket. A vonati 6rak akkor fogjak Gjra-
szinkronizalas nélkil mutatni a koordinataidét, ha az
id&t nem a Lorentz-transzformacio, hanem a

2
z‘=?J1—L

CZ
képletnek megfelel6en vilasztjuk meg. Ezek az 6rak
ugyanis Usebességgel mozognak K-hoz képest, ezért
a jarasuk K-hoz viszonyitva lelassul. Igy

t =
(7 > 0). (A2)
x =
Az inverz transzformacio
? _ I3
(t>0). (A3)
X=X

A mozgo vonathoz tartozo ivelemnégyzet a ds* inva-
riancidja kovetkeztében

ds* = c¢*dt’ - dx* =

2
LU
2

= c’dt*-2Udtdx - dx?® =
Cc X ( c] X (A4)

2
[c dr- de] - dx*.
¢
Ehhez az ivelemnégyzethez a (4) sajatidéképlet tarto-

zik. Tovabba a dx az (x, x+dx) intervallum hosszaval
egyenld. Ha ugyanis a

t,

I
~
|
R
2
I
2
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transzformacioval reszinkronizaljuk a mozgd vonat
orait, a vessz8s koordinatikban Minkowski-ivelem-
négyzetet kapunk, amelyben a térkoordinita valodi
térbeli tavolsagnak felel meg.

A dx/dt fénysebességet a ds* = 0 képletbdl kapjuk
meg, ha végigosztjuk dt-vel:

oo UdxY _(dx) _
c dt dt

Az egyenlet két megolddsa a jobbra és a balra halado
fényimpulzus sebességét adja meg:

(ﬂlzici=i <.
dr). 1+ Y

Cc

Ezt felhasznalva kapjuk a mar ismert

Ax Ax U
_=_]+_7
c c c

>l
I

t=ﬂ=ﬂ(1_ﬁj
c. c

BT

képleteket a terjedési idSkre.

B. Figgelék

Ebben a figgelékben a (7) képlet levezetését vizol-
juk. Ehhez jol felhasznilhatok az A. Fiiggelék képle-
tei, ha az x, ¢ koordinatakon olyan Minkowski-koor-
dinatarendszert értlink, amelyben az érkezé (negativ
iranyba V sebességgel mozgd) vonat nyugalomban
van. Ebben az esetben az (A2) transzformicioval defi-
nialt x, ¢ koordinatak végig rogzitve lesznek a vonat-
hoz, hacsak az U sebességen a V sebességgel vissza-
felé halad6 vonat megfordulas el6tti mozgasahoz vi-
szonyitott sebességét értjik. A sebességdsszeadas
relativisztikus képlete szerint

2V
%= BD

2

U =

1+

Cc

A kovetkezd feladatunk Inci palydjanak meghataro-
zasa az X, t koordinatikban.

A K-ban Inci palydja a két talalkozas kozott

X=Vt  <t<t), (B2)

ahol 7, és 1, a két taldlkozds idSpontja. A vonat visz-
szafordulasa ¢t = 0-ban torténik, az elsd talalkozas he-
lye pedig x = 0. Az Alszeg-Felszeg tavolsig Lorentz-
kontrakciéjat figyelembe véve
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Az Inci Ordjan a pdlyajanak elsé szakaszan eltelt
sajatidd tehat

_ 2 2
N T PR A PR )
c? 14 c?

At = 0 pillanatban Inci mir V|7, tivolsigra van
Francitol, aki ebben a pillanatban Usebességgel indul
utdna és a ¢, pillanatban éri utol.

Ezt az idSpontot a

46

2

-1) = UL

2

egyenletbdl lehet meghatarozni. Azt talaljuk, hogy

2
; s 1+Lz
- _1 _ C
S T T (B4)
2
1712
C

A AT, szamitdsahoz at kell térnlink az x, ¢ koordi-
nitakra, mert a £ > 0 tartomdnyban ezek mir nem
azonosak az Xx, ¢ koordinatakkal. Inci palydjanak
masodik szakaszat Ggy kapjuk meg, hogy (A3)-t behe-
lyettesitjik (B2)-be. A palyara az x = vt képletet kap-
juk, amelyben

1+ 122
v=-V ¢ (B5)
VZ
1-
CZ
A t,az (A3) és a (B4) alapjan a kovetkezd:
(B6)

U? L V?
h=bh 1= =% |1 =
c v c

Az U és a v ismeretében kiszamithatjuk a (7)-ben
szereplS négyzetgyokos kifejezést:

VZ

5 1+ —

1_Uv vt c?
W@ T

2

1- 7

c?

Ennek és (B6)-nak a szorzata adja (7) képlet jobb ol-
dalat.

Szamitsuk ki végil a vonat nyugalmi rendszeré-
ben a Franci 6rajan eltelt id6t is. Franci végig nyuga-
lomban van a vonat elején, ezért sajatidejének meg-
valtozasa megegyezik koordinataidejének megvalto-
zasaval:

2L |1 -—
At, = |1, +1, = —

a (6)-tal vsszhangban.
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