A FIZIKA TANITASA

A MAXWELL-EGYENLETEK INTEGRALIS ALAKJA
IDOBEN VALTOZO FELULETEK ESETEN — I. RESZ

A klasszikus elektrodinamika torvényeinek matemati-
kai megfogalmazasaval ismerked6 egyetemi hallgatok
elStt jol ismert, hogy ezek a torvények kétféleképpen,
differencialis és integrilis formdban is megadhatoak.
Emlékeztetsil (a vakuumbeli esetre szoritkozva):
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A fenti integrilokban F egy tetszéleges V térfogatot
hatarol6 zart feliilet, I' pedig egy tetszSleges S feliilet
zart hatargdrbéje. (A zart felilet normalvektorait ki-
felé” iranyitjuk, az S feltlet irdnyitasa Onkényes, de a
I' gorbe irdnyitottsidga a jobbkézszabalynak megfelel
kell legyen.)

Két — a tovabbiak szempontjabol fontos — dolgot
kell még figyelembe venniink:

1. A (3) és (4) integrdlokban szerepl§ S feliilet
idében allando, rogzitett helyzetd kell legyen, igy az
idG szerinti derivalas bevihet6 az integraljel ala:

%{BdF = [%dF és
%[Edl? - [%dF.

2. A (4) jobb oldalan szerepld két integralt ugyan-
azon S fellletre végzendd el. (S egyébként a T hatar-
gorbére illeszked§ tetszdleges feliilet lehet.) A
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vektormezSk kilon-kulon nem forrasmentesek, csu-
pan az Osszegik divergenciamentes; lasd (1)-et és a
toltésmegmaradast kifejezé

... da _

divj + o 0

kontinuitasi egyenletet! Ha példaul az eltolasi aramot és
a toltések aramat mds-mds feliletre szamitanank ki,
nyilvan hibds eredményt kapnank! Egy ismert példa erre
a fokozatosan feltoltéds, emiatt valtozé elektromos
térrel jellemezhetd sikkondenzator (7. dbra). Ha a kon-
denzatortdl messze akarjuk meghatarozni az indukalt
magneses mez&t, €s — hibasan — az elektromos dram ja-
rulékat az S, az eltolasi aramét pedig az S, feliiletre sza-
mitjuk, mindkét integral nulla lesz, jollehet az indukalt
magneses mez6 vonalintegralja nem tiinik el/

Az (D-(4) és az (1)-(4") egyenletrendszer (az em-
litett feltételek teljestilése esetén) matematikailag ek-
vivalens, mint az a vektoranalizis nevezetes integralté-
telei, a

fw(ndz: - Idiv we) dV ©)

Gauss—Oszirogradszkij-tétel és a

fw(r) dr = frot w() dF )
S

Stokes-tétel segitségével konnyen beldthato.!

A Maxwell-egyenletek differenciilis megfogalmaza-
sa az elektrodinamika teljes leirasat adja, matematikai
alakja azonban (a vektoranalizis egész apparatusanak
alkalmazadsa miatt) nem tal szemléletes és nem kony-
nyd. Az integrdlis megfogalmazas sokkal szemlélete-
sebb, akar kozépiskolasoknak is elmagyarazhato, al-
kalmazdsa azonban csak az erGsen szimmetrikus ese-
tekben vilik egyszertvé. (Ilyen példaul egy ponttoltés
gobmbszimmetrikus, vagy egy nagyon hosszu, egyen-
letesen toltott, egyenes szigetelS szal hengerszimmet-
rikus elektrosztatikus tere, valamint az aramjarta,
egyenes vezetS magneses tere.)

Mozgasi indukcio

Felmertl a kérdés, alkalmazhatok-e (és ha igen, mi-
lyen modon) az integralis Maxwell-egyenletek olyan
esetekben is, amikor az F feltlet — és vele egytitt an-

' Az integrilis egyenletek a hatarfeltételek kezelésénél latszolag

gazdagabb jelentéssel birnak, amennyiben csak a hagyomanyos
matematikai analizis eszkoztarara szoritkozunk. Feltleti toltéssird-
ség vagy felileti aramok fellépte esetén is érvényesek a differencia-
lis egyenletek, amennyiben a szingularis mennyiségeket (a fizikai
realitaisnak megfelelen) egy nagyon vékony rétegben szétkentnek
gondoljuk, vagy ha a disztribuci6elmélet (Dirac-delta és tarsai)
alkalmazasatol se riadunk vissza.
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1. abra

nak esetleges hatdrgdrbéje — mozog, tehat idében vdl-
tozik. Ezt a kérdést az indokolja, hogy a kilonbozé
alkalmazasokban (példaul egy villanymotor forgoré-
szénél) ténylegesen megvaldsithatd a magneses tér-
ben mozgo zart gorbe, illetve az arra illeszkedd — id6-
ben valtozo6 helyzetl és alaka — felulet.

Az (1") és (2) egyenletek nyilvdn ebben az eset-
ben is érvényesek maradnak, mert bennik semmi
nem utal az id&beli valtozasra, azok egy adott idSpil-
lanatban értendék. Nem ilyen egyszerd a helyzet a
masik két egyenlettel!

Az indukciotorvény (3" alakja nyilvin nem igaz,
ennek belatisihoz lassunk egy ellenpéldat. Mozogjon
az Sfeltlet inhomogén, sztatikus magneses mezében,
és az elektromos térerdsség legyen nulla! A magneses
fluxus idében valtozik, az elektromos mezé korinteg-
ralja pedig nulla!

Vajon lehet-e Ggy modositani (példaul valamilyen
jarulékos tagok hozzaadasaval) az indukciotorvény
integralis alakjat, hogy az id6ben valtozo6 feliletek ese-
tén is egyenértékd legyen a (3) differencialis alakkal,
vagyis helyesen irja le a megfigyelhet6 jelenségeket? A
valaszt mar kortlbelil 180 évvel ezelStt megadta M.
Faraday, amikor megfogalmazta az indukcio torvényét:

o _de (8
ind dt ’

ahol a ® magneses fluxus idébeli valtozasat akar a mag-
neses indukcidvektor id6fliggése (nyugalmi indukcio),
akar a fellletet és az azt hatarold gorbe elmozdulisa
(mozgasi indukci6) okozhatja. Annak kideritésére,
hogy az indukalt fesziiltség (amelyet muszerrel lehet
mérni) hogyan fligg 0ssze az elektromagneses térerds-
ségekkel, tovabbi 60 évet kellett varni. H. Lorentz fo-
galmazta meg a ma ismert alakban, hogy egy Q toltést,
v sebességgel mozgo toltott részecskére

F = QEGr, b +v xB@r, 1) ©

er$, az ugynevezett Lorentz-eré hat, és az indukalt
fesziiltség (egységnyi toltés esetén) ezen erd korin-
tegralja. Ennek megfeleléen a harmadik Maxwell-
egyenlet integralis alakja
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ahol v(r, 1) az integricios kontir egyes pontjainak
sebessége, €s a I'(¢), valamint az S(#) jelolések az
integralasi tartomanyok id&beli valtozasiat hangsu-
lyozzak.

Bebizonyitjuk, hogy a harmadik Maxwell-egyenlet
— immar helyesen alkalmazott — (3”) integralis alakja
és a (3) differencidlis alak egymassal egyenértékd,
matematikailag ekvivalens. Ehhez felhasznaljuk az
alabbi matematikai azonossagot, melynek bizonyitasa
a Friggelékben talalhato:

%jw(r, /) dF =

S

- fwdp+ﬂw(r, DxvG, D|dr+ (10

NG) I

+ ﬂdiV wr, D] v, D dF,

S

ahol w(r, 1) tetszGleges (megfelelG derivilhatosagi
tulajdonsagokkal rendelkez6) vektormezs, v@r, )
pedig a feltulet pontjainak sebességét jeloli. (Megje-
gyezzik, hogy a v(r, 1) vektorok megadisa nem egy-
értelmd, a feltleti pontok atparaméterezésének meg-
felel6 mozgas erejéig hatarozatlan. Egy adott médon
mozgo feliletnél a felileti pontok sebességéhez sza-
badon hozzaadhatunk egy olyan v *(r, 1) sebességme-
z6t, amely mindenhol merdleges a feltlet normalisa-
ra, a hatargdrbénél pedig annak érintGjével parhuza-
mos. Ez a  hatarozatlansig” azonban (10)-ben nem
jelenik meg, ott v * nem ad jarulékot.)

Alkalmazzuk (10)-et aw = B(r, t) vektormezdre, és
hasznaljuk ki, hogy B(r, t) forrasmentes, vagyis div B
= 0. Ekkor (3”) igy irhato:

f[E(r, D oG, DX B, D] dr =

I

- - j MdF—f[B(r, Hxoa, n]dr,
N at 0]
azaz
¢ B dr - - | BT, D 4
o RO dt
tehat (a Stokes-tétel szerint)
f rot E(r, t)+M dr = 0,
NG at

ami valoban egyenértékd (3)-mal.
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A (3") egyenlet fizikai interpreticiéjahoz a kovet-
kezdket érdemes megfontolni.

(i) Lathatoé, hogy a Faraday-féle indukciotorvény
(8) alakjabol (ha azt tetszéleges, akar mozgo feliile-
tekre is érvényesnek fogadjuk el) matematikai [épé-
sekkel eljuthatunk a Lorentz-er$ (9) képletéhez, mint-
egy ,levezethetjik azt”. (A levezetés szot nem kell
nagyon komolyan venni, minddssze arr6l van szo,
hogy az emlitett fizikai torvények nem fliggetlenek
egymastol.)

(i) A (3”) egyenlet Ggy is értelmezhets, mint az
indukciotorvény azon alakja, amelyet a I'(#) kontuar-
ral egyittmozgd megfigyelSk irnanak fel (a fény-
sebességhez képest) kis sebességli mozgasok ese-
tén. Az egylttmozgd megfigyel6k fogalma termé-
szetesen csak lokalisan, egy-egy ivelemdarabkara
értelmezhetd, hiszen a I'(¢) gorbe darabkai altalaban
kilonbozs nagysagu és kiillonb6z4 iranya sebesség-
gel rendelkeznek. A térer8sségek transzformacids
szabalya kis sebességek (Galilei-transzformacio)
esetén:

E' =E +v XB,

ha a X’ koordinata-rendszer v sebességgel mozog a
K rendszerhez képest. Ez leolvashat6 példaul a relati-
visztikus transzformacios képletek v < ¢ kozelitésben
érvényes alakjabol.

A voltmérd altal mutatott fesziltség (ami az egy-
ségnyi nagysagi toltésnek a kontir menti korbe-
mozgatisahoz sziikséges munkaval egyenld) a kon-
tar kis részekre osztasa utan az egyes ivelemdarab-
kakkal egytttmozgd megfigyelk altal észlelt E’
elektromos térerGsség és az dllo vonaldarabka dr
differencialjanak szorzatosszegeként is megkaphato.
Ez a korfesziiltség jelenik meg példaul a Kirchhoff-
egyenletekben, amikor azokkal (kvazistacionarius
kozelitésben) bonyolultabb aramkorokben folyo
aramerésségeket szamoljuk. Hangsulyozni kell,
hogy ezen — az alkalmazasok szempontjabol igen
fontos — interpreticid csak v << ¢ esetben és id6ben
nem tal gyorsan valtoz6 (kvazistacionarius) terekre
érvényes, mig maga a (3”) egyenlet kozelitésmen-
tes, egzaktul igaz.

(i) Az indukciotorvény (8) alakja csak akkor adja
biztosan helyesen a voltmérével is mérhetS indukalt

2. dbra
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3. dabra

fesziiltséget, ha a torvényben szerepl§ zart gorbe
pontjait egy vezetd test (példaul egy rézdrot) mindig
ugyanazon anyagi részei képezik. Ha a zart gorbét —
példaul csuszoérintkezS alkalmazasaval — idSben
valtozéan mds és mds anyagdarabkak valositjak meg,
akkor az integralis torvény néha jo, néha viszont hi-
bas eredményre vezet (lasd példaul az alabb kovetke-
76 két példan)!

Tekintstik példaul (R. Feynman: Mai Fizika, VI. k-
tet alapjan) a 2. abran lathat6 elrendezést! Az egyen-
letes o szogsebességel forgd rézkorong kozelében
egy allandé magnest helyeziink el. A korong tenge-
lyéhez és a keriiletéhez cstszoérintkezSkon keresztiil
galvanométert csatlakoztatunk. A muszer indukalt
fesziiltséget jelez, hiszen a Lorentz-eré sugariranyban
Lhajtja” az elektronokat, jollehet a magneses fluxus
(tetszGlegesen vilasztott feliiletre) nyilvanvaloéan id6-
ben allando!

Egy midsik példaban, a parhuzamos sineken, a si-
nek sikjara merdleges, homogén, idSben allando
magneses mezGben csisz6 rad esetében (3. dbra) az
indukalt fesziiltség nagysagat, akir a Lorentz-erd se-
gitségével, a kozépiskolabol ismert

U=B-(1v
képletbdl szamoljuk, akar pedig a fluxusvaltozasbol:

-d® _dip.gxn] - B0 dfi(zt)

—_ =B.a.
i d v

belyes eredményt kapjuk. (Az indukciotorvényben
szereplS elGjellel itt most azért nem kellett torédni,
mert csupan a fesziltség nagysagat akartuk megha-
tarozni.)

4. dbra

x ()

A FIZIKA TANITASA

Mi lehet az oka, hogy az egyik csuszoérintkezGs
esetben hibas, a masiknal pedig helyes eredményt
kapunk az — ilyenkor nem feltétlentil megbizhat6 —
integralis torvénybdl? A parhuzamos sineken cstszo
rad esetében — egy kis triikkel — cstszasmentes, zart
aramkor alakithato ki (4. dbra). A radhoz és a sinek-
hez er6sitett hajlékony vezetékekben a Lorentz-eré
nem ad jarulékot az indukalt fesziiltséghez, mert v XB
merdleges dr-re.

Ha ugyanezt a ,trikkot” probaljuk alkalmazni a for-
g6 rézkorongnal, és példaul az 5. abran lathat6 zart,
csuszoérintkez6 nélkiili vezetéket kapcsoljuk a volt-
mérdre, egy olyan korilolelt tertiletet kapunk, amely-
nek nagysidga a vezeték forgatisa kozben csokken,
emiatt 2 magneses fluxus idében valtozik, dsszhang-
ban az indukalt feszlltség nem nulla értékével.

A gerjesztési torvény — mozgo feliiletek esetén

Térjink most rd megfontoldsaink legfontosabb részé-
re, annak vizsgdlatira, hogy megfogalmazhato-e a
negyedik Maxwell-egyenlet (a gerjesztési torvény)
integralis alakban akkor, ha a feliilet (és vele egyttt
annak hatdrold gorbéje) idében valtozik. Ha igen, az
biztosan nem (4")-vel megegyezd alaka lesz, hanem
— a felilet mozgasa kovetkeztében — tovabbi jarulékos
tagok megjelenésére szamithatunk.

Induljunk ki a biztosan érvényes differencialis alak-
bol, vagyis (4)-bdl, és integraljuk annak mindkét olda-
lat egy tetszGlegesen valasztott S(¢) feltletre, melyet a
(1) zart gorbe hatarol:

wotBdF =, [jaF-pe, [ Ear an

NG) S NG at

(A vektorterek hely- és id6figgését a tomorség ked-
véért nem irtuk ki, de értelemszertien minden vektor-
mezS r és ¢ figgvénye.)

A (11) egyenlet bal oldala (a Stokes-tétel felhaszna-
lasaval) vonalintegralld alakithato, a jobb oldal pedig
(10) értelmében kifejezhets az elektromos fluxus id6-
derivaltjaval:

5. dbra

()

o~

Lo
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$Bdr =y, [jaF+
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(12)

* I’LOSO
I NE

%SLEdF— f(Exv)dr— jdivE-vdF].

A fenti képletben v a felilet pontjainak sebessége,
ami természetesen szintén r és ¢ fliggvénye.

Rendezzik a vonal- és felileti integralokat az
egyenlet bal és jobb oldalara, hasznaljuk ki, hogy
divE = o/g;

f{B fiv xEJdr =
c?
TH

(13

=u0f(jfgv)dF+%ji?EdF

S S()

(Kihasznaltuk, hogy w,€, = 1/¢?, ahol ¢ a vikuumbeli
fénysebesség.)

Az aramstrdség kifejezhets a toltéshordozok v e
sebességével is:

J=Q .vléltés’

2 felilet

—iv xEJdr =
4"

és igy a gerjesztési torvény végiil a
d 1

iy
+— | —EdF

= U, j e (vt(")]tés B vfclﬁlct) drF dt 2

0 s €

alakot olti. (A jelolések egyértelmivé tétele kedvéeért
a feltleti pontok eddig v-vel jelolt sebességét vy e
modon irtuk fel.)

A (4”) egyenlet egyes tagjai — a gerjesztési tor-
vénynél megtanultak mintajara — jol interpretalhatok.

() A bal oldalon B mellett megjelent a Lorentz-erd
elektromos megfelelGje is; egységnyi nagysigi mag-
neses toltéssel rendelkezé monopolusra (ha létezne
ilyen) éppen ekkor er$ hatna, ha elektromos merd-
ben v, sebességgel mozog.

Misként is interpretdlhatjuk a (4”) egyenlet bal
oldalan a zarojelben szerepld vektort: ilyen B’ mag-
neses indukciot érzékel az a megfigyels, aki a T'(#)
gorbe egyes ivelemdarabkaival egytitt mozog. (Ez az
interpretici6 ismét csak Galilei-transzformaciés ko-
zelitésben, tehat v < ¢ esetben igaz, mig a (4”)
egyenlet tetszGleges sebességekre egzaktul teljesil.)
ElsS pillanatban zavarba ejté lehet, hogy miért nem
hagyjuk el az 1/ctel aranyos, tehat kicsinek vélhetd
tagot ebben a ,nem-relativisztikus” hataresetben. Ne
feledjiik azonban, hogy E nagysigatol fliggben ez a
tag még kicsiny sebességeknél is szamottevs értéket
vehet fel.
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(i) A jobb oldal elsé integralja a toltott részecskék
mozgasabol adodo aramot veszi figyelembe, de azok-
bol csak a mozgo felileten idGegységenként tényle-
gesen atlépd toltéseket szamitja, emiatt szerepel a
képletben a toltések és a feltlet relativ sebessége.

(i) A jobb oldal utols6 tagja az elektromos fluxus
id6derivaltja, ez felel meg az eltolasi aramnak a diffe-
rencialis leirdsban.

Cikkunk II. részében néhany egyszerd és bonyolul-
tabb példat mutatunk majd be az indukcidtorvény és
a gerjesztési torvény idében valtozo feltleteknél tor-
téné alkalmazasara. Addig is gondolkodhat rajta az
Olvaso: elképzelhetG-e, hogy egy magneses tértdl
mentes elektrosztatikus mezSben — ami, mint jol tud-
juk, konzervativ — egy egyenletes sebességgel mozgd
megfigyel6 korfesziltséget észleljen, vagyis azt ta-
pasztalja, hogy az elektromos mez& nem konzervativ?

Fiiggelék

Az F-1. dabran lathatd S(¢) felilet egyes pontjai ki-
csiny At id6 alatt o(r, 1) -At vektorral mozdulnak
odébb, igy az egész feliilet az S(¢+At) alakzatba, I'(#)

hatargorbéje pedig a T'(1+A1) gorbébe megy at.
Feladatunk annak vizsgalata, hogy egy adottw (-, t)
vektormezd S(#)-re vett
o) = [ w0 dF

S

fluxusa milyen gyorsan valtozik idében, vagyis mek-
kora az idG szerinti derivaltja.

O+ AL) - D) _

(D) ~
@) At
w1+ ADdF - jw(r, 0 dF
— SGt+AD S -
N;
wwr,t+At)dF - w(r, ) dF
_ Sttt AD St AD N
Y;
w(r, 1) dF - fw(r, 0 dF
" S(t+AD S ~
Al
w(r, ) dF - fw(r, 0 dF
_ ow(r, 1) dF + 50780 O)
ot At

S

Az utols6 sor masodik tagjaban két — egymashoz ko-
zeli feliletre integraljuk a w(@, 1) vektormezdst. Az
elrendezés egy metszetét az F-2. dbra mutatja. (Az
abran feltintettlik a zart térrészbdl kifelé mutato feli-
leti normalvektorokat is.) Ha a szamlaloban szerepld
integralokat kiegészitenénk a két felilet hatarvonalai-
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'+ AD
| FT- 5

)
F-1. dbra

ra illeszkedd III. jelzésu ,szalagra” torténd integrallal,
akkor egy zart felliletre képezett integralhoz jutunk,
amelyet a Gauss—Osztrogradszij-tétel segitségével
térfogati integralla alakithatunk.

wr, H)dF - | w@r, 1) dF
S(t=AD NO) -
At
1 1
- L w(r,t)dz:—_jw@, HdF =
A t I +11. + III. A t 111,

1 (. 1
= A—tfdww(r, Hdv Atjw(r, t) dF.

111,
Mivel a térfogati integralban a térfogatelem

dv=v At-|dF| = wn) -At-|dF| = At(v -dF),
fennall, hogy

1 . .
Efdww(r,t)dw f(v div w) dF.

S

F-2. dbra

@
%)
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T (t+AD
rd)
\dF‘
dr VAL
F-3. dbra

Hatra van még a ,szalagra” vett felileti integral
kiértékelése. A feliletelem az F-3. dbran lathat6 jelo-
lésekkel igy irhato fel

dF = v Atx dr.

Eszerint

L (e, ndr ~
AtHI.

= 7%‘5§w(vAtxdr) = f(wxv)dr.

T It

Ezzel belattuk, hogy fennall:

* ﬂdiV wr, l‘)} ‘oG, 1) dF.

S

(Ha a feltleti pontok elmozdulisa a feltlet normalisa-
ra merdleges, illetve ha a hatargorbe pontjainak el-
mozduldasa a gorbe érintGjével parhuzamos, akkor
ezek a fenti egyenlet jobb oldaldnak masodik és har-
madik tagjaban nem adnak jarulékot. Ez természetes,
hiszen az emlitett v -At vektorok csupan atparaméte-
rezést jelentenek, és nem jarnak egyltt a felilet vagy
a hatargorbe tényleges elmozduldsaval.)
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