KAOSZ A FUTOSZALAGON

A rugo-tomb modellek dinamikajaban észlelt komple-
xitds a strlodasi erSk sebességfiiggésének tulajdonitha-
td. A legegyszeribb sebességfliggés esetén is a tapa-
dasi surlodasi egytitthatdé maximalis értéke nagyobb a
csuszasi surlodasi egylitthatonal, igy egy feltilettel érint-
kezG és vonatszerten hizott rugd-tomb lanc dinamika-
ja nemlinedris, ,cstszo-tapadd” tipust lavinaszerd dina-
mikat produkal. Foldrengések nagysag-eloszlasat [1], a
magneses Barkhausen-zajt [2, 3], a Portevin—Le Chate-
lier-hatast [4], illetve kozlekedési dugok kialakulasat (5,
6] is sikeresen modellezték mar rugd-tomb lancokkal.
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Itt egy hasonl6 rendszert vizsgalunk: téglatest alaka
tomboket rugodkkal lancszerden Osszekapcsolunk,
majd az igy kapott lancot a foldhoz képest dllandd u
sebességgel halado futdszalagra helyezzik agy, hogy
a rugo-tomb lanc egyik végét a foldhoz viszonyitva
egy rugoval rogzitjikk (1. abra). Ez a rendszer egyen-
értékd egy olyan rugd-tdmb lanccal, amelyet az elsé
testhez rogzitett rugdn keresztiil htizunk egy vizszin-
tes feliileten.

A futészalag elinditdsa utin az elsé rugd megnyu-
lik, majd megcstszik az elsS test, és ezt kovetSen
hasonl6 moédon a tobbi is. A testek mozgasanak

1. dbra. A tanulmidnyozott rendszer vazlata: ot testbdl allo rugo-
tomb lanc a futdszalagra helyezve. A hasznilt lényeges fizikai
mennyiségek jelolése: u a szalag sebessége, k a linearis rugdillan-
do, m a testek tomege, F, a rugbderd, F, a surlddasi erd, x; az i-edik
test koordinatdja, x; az 5. (utolso) test koordinitaja.
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2. dbra. A lanc hossza az id§ figgvényében, u = 0,28 m/s-os szalagsebesség esetében, valamint a
kilonbozaé tipust dinamikahoz tartozo idésor-intervallumok Fourier-transzformaltjainak S(v) telje-
sitményspektruma. Az elsé tartomanyban a dinamika periodikus, mig a masodikban rendezetlen,

kaotikus mozgast latunk.

komplexitisa a sarlodasi erd sebességfliggésének és a
rugok altal kozvetitett fesziltségek Osszjatékanak
tulajdonithat6. Mivel a sturloédasi er6k nemlinearisak,
egy aranylag kevés testbdl allo rendszer dinamikaja
mar az elinditast kovetSen rovid idS utin nagyon bo-
nyolultta valik.

Kisérletliink a ,vonat modell” néven ismert rendszer
egy gyakorlati megvalésitasa [7, 8], amelyre a mar
létezS elméleti és kisérleti eredmények jo kiindulasi
alapot szolgiltatnak. Szamos surlodasierG-modellt
alkalmazva kimutattak, hogy két test esetében a rend-
szer mozgasa lehet kaotikus, periodikus és kvazipe-
riodikus is a paraméterek fliggvényében. Az dltalunk

3. abra. A lanc hossza az id6 fuiggvényében, u = 0,22 m/s-os szalag-
sebesség esetében, valamint teljes idSsor Fourier-transzformaltjanak
S(v) teljesitményspektruma. Megfigyelhetd, hogy egymds utin valta-
koznak a nagy, majd kis és Gjbol nagy amplitadoja tartomanyok. Ezt
a jelenséget intermittencidnak nevezziik. Az egész idGintervallumra
vonatkozo Fourier-transzformalt is kaotikus mozgasra utal.
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Kisérleti eredmények

Kisérleti berendezéslink egyszerd és olcso6. Fabol ké-
szilt tomboket hasonlé rugokkal kotink dssze és az
igy kapott lancot egy edz&teremben levé futopadra
helyezziik, amelynek u sebessége szabalyozhato (1.
dbra). A rugo-tomb lanc mozgasat a futdopad folé
szerelt videdkameraval rogzitjik és a felvételeket di-
gitalisan feldolgozzuk. A fehérre festett utolso test
kozéppontjanak x;(1) koordinatajat az ido6 fuggvényé-
ben képkockinként meghatirozzuk, amely dltal meg-
kapjuk a lanc hosszanak idébeli fluktuacidjat. Kisérle-
teink azt sugalltdk, hogy az N =5 testbdl allo rendszer
érdekes intermittens dinamikat mutat, ahol valtakozik
a nagy amplitadoju, rendezetlen és a kis amplitadoja,
periodikus viselkedés, lasd a 2. és 3. dbran az x;(1)
id6sorokat. Az abrakon feltiintetett id&sorok interval-
lumonként szamitott Fourier-transzformaltjanak S(v)
teljesitményspektruma is szépen mutatja ezt az inter-
mittens tipusa viselkedést.

Mivel a kisérletek soran a futépad adott hossztsaga
miatt nem volt lehetGségiink hosszabb rugd-tomb
lancokat tanulminyozni, illetve a szalag sebességét
megfelelGen viltoztatni, a rendszer viselkedését ala-
posabban egy realisztikus modellen keresztil, szami-
togépes szimuldciok segitségével tanulmanyoztuk.

A modell

A modellben realisztikus, kisérletileg mért paraméte-
reket hasznalunk, lerogzitjik a tombok m tomegének,
a k linearis rugballandonak és a rugdk egyensilyi /
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hosszanak megfelel6 paramétereket (m =1, k=1, /=
50), és annak érdekében, hogy a dimenziotlan paramé-
terek megfeleljenek a kisérletben mért mennyiségek-
nek, a kovetkezS egységeket alkalmazzuk: [m] =
0,1158 kg a tomegre, [k] = 19,8 N/m a rugbdallandora, és
(7] =1,4-107 m a hosszisigra. Az idS, sebesség és az
erG egységei dimenzionalis megfontolasok alapjan pe-
dig [4 = (Im)/[kD"?* = 0,0765 s, [u] = [1)/[¢] = 0,0183 m/s
és [F] = [Al-[]]1 = 0,0277 N lesznek.

A szakirodalomban hasznalt bonyolultabb modellek
[7, 8] helyett a sarlodasi erére az egyszerd Coulomb-
tipust modellt hasznaljuk. Ennek értelmében a testek a
szalaghoz képest nyugalomban maradnak mindaddig,
amig a rdjuk hatd FkulsS er6 el nem éri az F, tapadasi
surlodasi eré maximumat. Ezt kovetéen megcsisznak
és az [, F, cstszasi surlodasi erd jelenlétében cstisznak a
szalagon. Az f, mennyisé€g a csiszasi és tapadasi strlo-
dasi erG aranyat jeloli. Az altalunk hasznalt szalag ese-
tén f. = 0,45, a tovabbiakban ezzel az értékkel fogunk
szamolni. Hasonloképpen, a tapadasi sarlodasi egytitt-
hatora a kisérletnek megfelels F, = 71,4 értéket (dimen-
ziotlan egységekben) hasznaljuk.

A surlodasi eré ezek alapjan a kovetkezéképpen
irhato fel:

-F, ha v, =0, IFl <F,
Fs (Ur’ F) = (1)
-sgn(v) f.F, ha v # 0,

ahol v, a testek szalaghoz viszonyitott relativ sebes-
sége.

Ahhoz, hogy elkertljiik a testek titkozését, linearis
rugéerdk helyett a valodihoz hasonld F.(AD profila
rugoerSket vezetink be a 4. dbranak megfelelGen.
Ha a rugd nagyon 0ssze van nyomodva, vagy nagyon
meg van nyulva, a deformacioéval exponenciilisan
novekves rugders jelenik meg.

Ezek alapjan a lancban levé i-edik testre a foldhoz
viszonyitott vonatkoztatdsi rendszerben felirhat6
mozgasegyenlet:

X, = F(AL) - F, (A + F|v,, F(AL) - F(AD|, 2

ahol Al = x,—x;,_,—[és Al, = x,,,—x,— .

A csuszo-tapado dinamikat egy test esetében anali-
tikusan is lehet tanulmanyozni [9-11] (idedlis rugdkat
hasznalva), de hosszabb lancokra a rendszer dinami-
kajat csak a fenti egyenletrendszer numerikus integra-
lasaval kaphatjuk meg. A ¢= 0 kezdeti id6pillanatban a
rugok nyujtatlanok (A/; = 0), és a testek a futdszalag-
hoz képest nyugalomban vannak (v,; = 0). A szalag el-
inditasaval igy kezdetben vele egylitt mozognak, majd
a rugoerdk hatasara rendre megcsisznak. Ha a szalag-
hoz viszonyitott relativ sebességlk nulldra csokken,
0jbol megallnak. Ezt a megallasi feltételt numerikusan
a relativ sebesség elgjelvaltasaval ellendrizzik. A rend-
szer lényeges szabad paraméterei a szalag u sebessége
és a lancban levd testek Nszama.

A rugb-tomb lanc dinamikidjanak rendezetlenségét

42

T | T T T T T
—40 -20 0 20 40 60 80 100
Al

-150

4. dbra. Az F, rugboerS a Al 6sszenyomoddas/megnyulas figgvényé-
ben, dimenziotlanitott valtozokkal. Szaggatott vonallal egy idedlis
rugoerdt abrazoltunk, folytonos vonallal pedig az altalunk hasznalt
valosaghtibb, exponenciilisan korrigilt rugderdt.

is jellemezziik. Mivel a lanc hosszat az N-edik test x,
koordinatdja jellemzi, a rendszer rendezetlenségét
jellemzé r paramétert az x, szOrasa fogja megadni:

K)oy ©

(%)

Itt (x) jeloli az x mennyiség idGatlagat. Tehat az r
rendezetlenségi paraméter nagy értékei esetén a
rendszer dinamikaja nagy fluktudciokkal jellemezhe-
t6, mig kis értékek esetén csupian kis fluktaciokkal
jellemzett rendezett viselkedést latunk.

Numerikus eredmények

A tobb testbdl allo rendszer dinamikdjanak jobb meg-
értéséhez tekintsik elGszor az N = 1 test esetét. (A
harmonikusan gerjesztett rugd-tomb rendszer dinami-
kajanak részletes targyalasat lasd a [9]-ben!) Konnyen
belathat6, hogy a kezddfeltételektsl fliggSen az egy
testbdl allo rendszer dinamikaja csuszo-tapado, vagy
egyszerden csiszo6 tipusu lehet.

Tiszta cstsz6 tipusu dinamika esetén a testre az
allando, F, = f.F, cstszasi sarlodasi erd hat, amely ez
esetben a test relativ sebességétdl teljesen fliggetlen.
Ez kis amplitidoju rezgéshez vezet, ebben a tarto-
manyban még kozel linearis a rugberd, igy a moz-
gasegyenlet megadhat6 a kovetkezé dimenzidtlan
alakban:

&= -(x-D+F. D
Tehat a rendszer dinamikaja egyenértékd egy surlo-
dasmentesen mozgo oszcillatoréval, amelynek egyen-

sulyi allapota el van tolva Ax = F, = 32,1 hosszisig-
egységgel:

X = - =D, )

ahol x’ = x—Ax.
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5. dbra. Kilonbozs kezdeti allapotbdl inditott trajektoridk a {x, v}
fazistérben. A kezdeti koordinata és sebesség az abran van bejelol-
ve a megfelel6 gorbével egytitt. A szalag sebessége u = 10.

Az 5. abran a rendszer {x, v} fazisterét abrazoltuk,
berajzolva néhany kilonb6zs kezdeti allapotbdl indi-
tott trajektoriat. A nyilak egy négyzetracsra vannak
helyezve. A vektor irinya megadja a timadaspontban
lévé fazispont fazistérbeli mozgasanak iranyat, nagy-
saga pedig a fazistérben értelmezett sebességét.

Kis megnyuliasok esetén az altalunk definialt expo-
nencialis rugberd helyettesithetd linearis rugoderével,
igy a szalag kis sebességei esetén (1) jo kozelitéssel
megadhatjuk a tiszta csiszo6 tipust dinamikdhoz tarto-
70 kezddfeltételek halmazit. A testre akkor hat a tapa-
dasi strlodasi erd, ha a v, szalaghoz viszonyitott relativ
sebessége 0-ra csokken, azaz ha a foldhoz viszonyitott
vonatkoztatdsi rendszerben a test sebessége eléri a
szalag sebességét (v = u). Tiszta cstsz6 dinamikat
akkor kapunk, ha v < u a mozgas sorin. Az analog
sarlodasmentes (konzervativ) rendszerben, ez a kovet-
kezG kezdeti allapotokra vonatkozo feltételhez vezet:

(%, —Ax— 1)+ 07 < ©

ahol x, és v, a test kezdeti koordinatdja és sebessége
az eredeti, foldhoz viszonyitott koordinatarendszer-
ben. A fenti feltétel egy ellipszist hatiroz meg a fazis-
térben. Ha kezdeti allapot ezen ellipszisen beliil he-
lyezkedik el (Iasd a szaggatott vonallal abrazolt trajek-
toridt az 5. abran), bar surlodas van jelen, a rendszer
konzervativként kezelhetd.

Ha a kezddofeltételek az ellipszisen kivil esnek,
akkor a mozgis csuszo-tapadd marad mindvégig. Ez a
tipust dinamika egy hatarciklust hatiroz meg az {x, v}
fazistérben (fekete folytonos vonallal abrazolt trajek-
toria az 5. abrdn), tehat az ellipszisen kiviil es bar-
mely kezdeti feltétellel inditva el a rendszert, a trajek-
toria a hatarciklushoz konvergal (sziirke folytonos
vonallal abriazolva), ami megadja a rendszer hossza
tava viselkedését. Erdekes modon ezen attraktor von-
70 jellege csak a v = 10-es egyenesnél mutatkozik
meg. A szokdsos fazistérbeli abrakkal szemben a tra-
jektoriak itt egymason fekidhetnek, mert a dinamika
itt tobbértékd: a v = 10-es sebességhez kiulonbozs x
koordinatdk tartozhatnak. Ez a Coulomb-surlodas
kovetkezménye. Ha nem vagyunk rajta az egyenesen,
akkor jbol konzervativ rendszerrel van dolgunk,
tehat nem kell kozeledjenek a nyilak a fekete gorbe v
< 10-es, ellipszis alaka részéhez.

A kisérleteinkben kezdeti dllapotban a testek a
szalaghoz viszonyitva allnak, tehat elinduldaskor vele
egyutt mozognak. Egy test esetében ez azt jelenti,
hogy mar kezdettdl fogva rajta vagyunk az attraktoron
(az u = 10-zel jellemzett Ox tengellyel parhuzamos
vonalon). (Erdemes megemliteni, hogy a val6sigban
a tiszta csuszo6 dinamika esetén a levegével valo sar-
l6das miatt a rendszer mar nem tekintheté konzerva-
tivnak, igy a hatarciklus helyett nagyon lassan egyet-
len fixpontba csavarodnak be a trajektoriak, amely-
nek koordinatai (x*, v*) = (I+Ax,0). Ez megfelel a test
4j egyensulyi pozicidjanak.)

Most pedig nézzik meg, mi torténik a kisérletnek
megfelel§ N = 5 test esetén. A szalag kis sebességei
esetén (¢ = 1) a rendszer egyszerre mutat lavinaszerd

6. dbra. A természetes eloszlas (az x,, vy pont megtalalhatosagi valoszintség-sirisége) az x, =
304,3 Poincaré-metszeten, ©# = 1, N= 5. A jobb lathatosag érdekében a 0 < vy < u keskeny tarto-
manyt (amely tartalmazza a szalaggal egyttt haladast: v, = u = 1) nem abrazoltuk. A szélas szerke-
zetl eloszlas a rendszer kaotikus attraktorat szemlélteti ezen a metszeten.
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csuszasokat, ami a Kkritikus
onszervezGdés egyik jele és
kaotikus dinamikat [14].

Az ot test koordinatidi és
sebességei altal meghataro-
zott fazistér tiz dimenzids. A
rendszer dinamikajat ebben a
tiz dimenzi6s térben mozgod
karakterisztikus pont irja le.
Elmetszve a fazisteret a maso-
dik test egy adott koordinata-
ja altal meghatarozott sikkal
(x, = 304,3), majd levetitve azt
az utolsd test fazissikjara
(xy, )  Poincaré-metszetet
kapunk [12]. Hosszt idejd
futdsokbol  meghataroztuk,
hogy az egyes pontokat a
rendszer milyen valoszintGség-
gel latogatja meg, megszer-
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7. dbra. A lavinak soran disszipalt energia nagysageloszlasa logarit-

mikus tengelyeket hasznilva. A linedris viselkedés hatvanyfiigg-

vény-eloszlasra utal, €s a kritikus 6nszervezédés egyik jele.

kesztve az Ggynevezett ,természetes eloszlast” [13]. A
kapott szalas szerkezet, amelyet a 6. dbrdan szemlélte-
tink a kaotikus dinamikara jellemzé.

Ugyanezen paraméterek mellett a testek megcsi-
szasakor megjelend lavinak soran disszipalt AE ener-
gia hatvanyfliggvényszeru eloszldsa kritikus 6nszerve-
z6désre utal (7. dbra). A lavinakat ugy értelmezzik,
mint egy csiszdsi sorozatot, amely addig tart, amig az
Osszes test a szalaghoz viszonyitva Gjbol megall. A
rugdk potencidlis energidja valtozasat tekintjik egy
lavina sordn disszipalt energidnak. Ezen lavinaszerd
energiadisszipaciot felhaszndlva lehet a rugd-tomb
modelleket foldrengések nagysageloszlasanak model-
lezésére is hasznalni [1].

Nagyobb szalagsebességek esetén — egy kezdeti
tranziens kaotikus dinamika utan — a rendszer kis amp-
litadoju periodikus viselkedést mutat. A rendszerben
kétféle aszimptotikus viselkedést figyelhetiink meg: kis
sebességekre tobbnyire kaotikus dinamikat, mig nagy
szalagsebességek esetén periodikus mozgist. Részlete-
sen tanulmanyozva az r rendezetlenségi paraméter val-
tozasat a szalagsebesség fliggvényében, a rendszer ér-
dekes fazisatalakulas-szerd viselkedést mutat [14]. Kis
sebességek esetén nagy rendezetlenségiparaméter-érté-
keket kapunk, majd egy kritikusnak tekintheté sebes-
ség felett (u > 16,5) r értéke hirtelen lecsokken a 8.
abra also6 diagramjan lathatd modon.

Ertelmezhetiink egy bifurkdciés diagramot is a ko-
vetkezSképpen: megmérjiik az utolsod test sebességét
akkor, amikor az athalad egy lerdgzitett koordinatan
egy adott iranyban. Ezt a miveletet sokszor megismé-
telve és kirajzolva a mért sebességeket a szalagsebes-
ség fliggvényében, egy v,(u) pontsokasagot kapunk.
Az igy kapott diagramon (8. dbra felsé diagramja) jol
lathato, hogy — a két fazisnak megfelelGen — elkiilonit-
hetiink egy tobbnyire kaotikus és egy periodikus tar-
tomanyt. A kaotikus tartomanyokban az adott u sebes-
ségértékekhez tartoz6 hossza folytonos savokat latha-
tunk, mig a periodikus és kvaziperiodikus tartomany-
ban a szalag kiilonbdzs sebességeihez kiilonalld pon-
tok tartoznak. Periodikus dinamika esetén az utolso
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8. dbra. Lenti abra: az rrendezetlenségi paraméter a szalagsebesség
fuggvényében. Fenti dbra: a bifurkacios diagram a szalagsebesség
fliggvényében (az dbra értelmezéséhez lasd a szoveget).

test tiszta csiszO, mig a tobbi test cstszo-tapadod dina-
mikat mutat. Ezen bifurkdciés diagram osszhangban
van a rendezetlenségi paraméterre vonatkoz6 eredmé-
nyekkel: ahol magas rendezetlenségi fokot mériink,
kaotikus tipust dinamikat sejtet a bifurkacios diagram.

A rendszerméret hatasa

Numerikusan konnyen tanulmianyozhatdé az N rend-
szerméret hatiasa is. Az r rendezetlenségi paraméter
valtozasat nézve a szalag u sebességének fliggvényé-
ben azt tapasztaljuk, hogy a termodinamikai rendsze-
reknél tapasztalt fazisitalakulasokkal ellentétben a
rendszer méretének novelésével a hirtelen atmenet
mindinkabb kisimul (9. dbra). N = 7, valamint N = 10
test esetén mar elég széles dtmeneti tartomanyokat fi-
gyelhetiink meg, amelyben a rendezetlenségi paramé-

9. dabra. A rendezetlenségi paraméter a szalag sebességének fligg-
vényében kulonb6z6 méretd rendszerek esetén.

0,20
- O N=5
N=7
g a /=
0,15 o N=10

0,00
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2000 kus mozgas dominal, nagy sebességek esetén pedig
1500 kis amplitadoja periodikus dinamikat észleliink. A
1000 =26 nagy amplitadoja fazisban egyszerre van jelen kaoti-

f T T T T T T T T kus dinamika és kritikus 6onszervezédés. A rendszer

2000 méretének novelésével a kisebb rendszerekre észlelt
£ 1500 ¢les atmenet mindinkabb elmosodik. Ez az érdekes
1000 u=31 jelenség annak tulajdonithat6, hogy a tombok szama-

Z

=

nak novelésével az atmeneti tartomanyban egy inter-
mittenciat mutatod, mindinkabb kiszélesedd tartomany
jelenik meg. Ezen egyszerd rendszer tehat szamos ér-
dekes dinamikai jelenséget illusztral, és jol alkalmaz-

hato a fizika oktatasaban is.
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ter értéke nem ugrisszerten valtozik. Erdekes modon
ennek magyarazatat az intermittencia megjelenése adja.
Intermittenciat az atmeneti zoénaban észlelhetiink,
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57. Fizikatanari Ankeét és Eszkozbemutato

A 2014. évi ankétot marcius 13-tél 16-ig
Egerben, a Gardonyi Géza Ciszterci
Gimnazium és Szakkozépiskolaban
rendezziik meg.
Témak: a fizika mindeniitt, oktatas.
Allandéan frissiil6 részletek

u honlapjan.
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A miihelyfoglalkozasokat

marcius 15-én és 16-an
délelGttre tervezziik.

A miihelyfoglalkozasok mellett a
korabbi, sikeres 10 perces kisérletek
cimi programot is meg kivanjuk

szervezni.






