
VÉGTELENÜL RENDEZETLEN KRITIKUS VISELKEDÉS

1. ábra. A CO2-rendszer fázisdiagramja.
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Elôzmények

A fázisátalakulások és kritikus jelenségek a minden-
napi életben is gyakran elôforduló folyamatok, ame-
lyek során a makroszkopikus testek tulajdonságai egy
adott ponton hirtelen drasztikusan megváltoznak. Itt
elegendô a víz megfagyásával kapcsolatos folyama-
tokra és azok gyakorlati következményeire utalnunk.
A természetben megfigyelhetô fázisátalakulások, mi-
ként a fagyás-olvadás, többnyire elsôrendûek, ame-
lyeket a termodinamikai potenciálok (például a sza-
badenergia) elsô deriváltjainak (például a belsô ener-
gia) szakadásos viselkedése kísér. Kritikus viselkedést
a termodinamikai potenciálok magasabb (általában a
második) deriváltjainak (például az izotermikus
kompresszibilitás) szakadása és/vagy divergenciája
jelez. A kritikus viselkedés elsô kísérleti megfigyelése
Charles Cagniard de la Tour nevéhez fûzôdik, aki
1822-ben ágyúcsôbe zárt etanollal kísérletezett. Tho-
mas Andrews a szén-dioxid (CO2) részletes kísérleti
analízisét végezte el 1869-ben és azt találta hogy a
kritikus pont felett (Tc és pc ), az úgynevezett szuper-
kritikus tartományban, nem lehet cseppfolyósítani (1.
ábra ). A szuperkritikus szén-dioxid az iparban is elô-
szeretettel használt oldószer például koffeinmentes
kávé és nikotinmentes dohány elôállításánál.

A folyadék-gôz fázisátalakulás és az azzal kapcsola-
tos kritikus pont elsô elméleti leírását 1873-ban Johan-
nes Diderik van der Waals végezte el az általa felírt álla-
potegyenlet analízisével. Ugyancsak régóta ismert, hogy
egy mágneses anyag magas hômérsékleten, a TC Curie-
hômérséklet felett elveszíti ferromágneses tulajdonsá-
gait. A jelenség elméleti modellezése lokalizált momen-
tumokat feltételezve az Ising-modell keretein belül le-
hetséges, amelynek energiája (Hamilton-függvénye)

alakú, ahol si = ±1 az elemi momentum az i -edik rács-

(1)H = − J
〈i, j 〉

si sj − h
i

si

helyen, J a kicserélôdési (kölcsönhatási) energia és h
a külsô mágneses tér értéke, továbbá az összegzésben
〈i, j 〉 az elsô szomszédokat jelöli. A probléma tárgya-
lásánál 1907-ben Pierre-Ernest Weiss az átlagtér (vagy
molekuláris tér) közelítést alkalmazta. Amennyiben a
lokális momentum termikus átlagértéke (a pozíciótól

függetlenül) m = 〈sj 〉, úgy az i -edik helyen lévô spin
heff = h+mJz átlagos teret érez, ahol z a rács koordi-
nációs száma. Az önkonzisztencia feltételébôl az

egyenletre jutunk (kB a Boltzmann-állandó), amelynek

m = th
heff

kB T

külsô tér nélküli megoldása T < Tc = J z /kB esetén m >
0, ami a ferromágneses fázist jelenti, míg T > Tc -re a
triviális m = 0 megoldást kapjuk, ami a paramágneses
fázist jellemzi.

A fázisátalakulások átlagtér-elméletének konzisz-
tens megalkotása, amely magában foglalja a van der
Waals- és a Weiss-féle elméleteket is, Lev Davidovics
Landau nevéhez fûzôdik. Bevezette a Ψ rendparamé-
ter fogalmát – Ψ = 0 a rendezetlen fázisban és Ψ > 0 a
rendezett fázisban –, és feltette, hogy az F szabad-
energia a kritikus pont környékén Ψ szerint hatvány-
sorba fejthetô. Ez például az Ising-modell esetén

alakú, ahol Ψ = m, r = r0 (T−Tc ) és s > 0. Az átlagtér-

(2)F = a r Ψ2 s Ψ4 h Ψ …

elméletek fontos eredménye, hogy leírják a fázisátala-
kulás tényét és általában megadják az átalakulás rend-
jét, viszont a kritikus pontban fellépô szingularitáso-
kat jellemzô kritikus exponensek értékét nem adják
meg helyesen.

Példaként a 2. ábrán a folyadék-gôz kritikus pont
közelében a kísérletileg mért redukált sûrûséget (ρ/ρc )
a redukált hômérséklet (T/Tc ) függvényében ábrázoljuk
különbözô anyagok esetén. Láthatóan anyagi minôség-
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tôl függetlenül, univerzálisan, a ρ−ρc ~ (T−Tc )β aszimp-

2. ábra. A redukált sûrûség a redukált hômérséklet függvényében
különbözô anyagok kritikus pontjának közelében.

neon
argon
kripton
xenon
N
O
CO
CH

= 1/3

2

2

4

b

1,00

0,95

0,90

0,85

0,80

0,75

0,70

0,65

0,60

0,55
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6

h
õ

m
ér

sé
kl

et
(

/
)

T
T

c

sûrûség ( / )r rc

gáz folyadék

totikus összefüggés teljesül azonos β = 0,33 exponens-
sel, ugyanakkor az átlagtérérték ettôl eltérô βMF = 0,5.

A múlt század hatvanas éveiben összegyûlt kísérleti
eredmények további mennyiségek (izotermikus
kompresszibilitás, szuszceptibilitás, fajhô, kritikus
izoterma, korrelációs hossz stb.) hatványfüggvénysze-
rû szingularitásait jelezték, és az azokat jellemzô kriti-
kus exponensek jelölésére szinte a teljes görög ábécét
felhasználták. Termodinamikai elvek alapján az ábécé
betûi között egyenlôtlenségeket állítottak fel, amelye-
ket azután egyenlôségek alakjában is megfogalmaztak
az úgynevezett skálázási hipotézis felhasználásával.
Így a teljes ábécé helyett elég volt csak néhány kriti-
kus exponens a rendszer jellemzésére. Az elôbb emlí-
tett skálázási invariancia azon a felismerésen alapul,
hogy a kritikus pontban a rendszer kooperatív visel-
kedését leíró korrelációs hossz divergál és így a fizikai
mennyiségek a hosszúságskála megválasztásától füg-
getlenek. A Michael E. Fisher, Leo P. Kadanoff és
mások által bevezetett skálázási elv magyarázata és a
kritikus viselkedés kvantitatív meghatározása a Ken-
neth G. Wilson által 1971-ben bevezetett renormálási
csoport (RCS) segítségével vált lehetségessé. Az RCS-
transzformáció során a rendszer szabadsági fokainak
számát fokozatosan csökkentjük, úgy, hogy a fluktuá-
ciók – a kritikus viselkedés szempontjából lényegte-
len – rövid hullámhosszú komponenseit elhagyjuk.
Az RCS-transzformáció nem-triviális fixpontja írja le a
rendszer kritikus viselkedését, és a fixponti transzfor-
máció releváns sajátértékei határozzák meg a rend-
szer kritikus exponenseit. Az RCS-transzformáció ma-
gyarázattal szolgál a kritikus rendszerekben megfi-
gyelhetô önhasonlóságra, a geometriai objektumok
fraktálszerkezetére, a fizikai mennyiségek hatvány-
függvényszerû szingularitásaira és az azokat jellemzô
kritikus exponensek értékeire. Ugyancsak természete-
sen értelmezi az univerzalitás elvét, mivel a kritikus
jelenségeket csak néhány releváns jellemzô határozza
meg: a rendszer dimenziója, a rendparaméter szim-
metriája és a kölcsönhatás hatótávolsága.

Az RCS-transzformációval kapcsolatos vizsgálatokba
hamar bekapcsolódtak magyar kutatók is, a teljesség
igénye nélkül Szépfalusy Péter, Zawadowski Alfréd,
Sólyom Jenô, Menyhárd Nóra, Kondor Imre, Rácz Zol-
tán, Vicsek Tamás és Kertész János nevét említjük.

A rendezetlenség hatása a kritikus viselkedésre

A kritikus viselkedésre kidolgozott RCS-elmélet alap-
vetôen tökéletes, szabályos rendszerek tulajdonságai-
ra vonatkozik. Ugyanakkor kísérleti tény, hogy a reá-
lis fizikai rendszerek mindig tartalmaznak valamennyi
rendezetlenséget a rácshibák, szennyezô atomok,
diszlokációk stb. jelenléte miatt. Az is ismert, hogy a
kondenzált rendszerekben a rendezetlenség dinami-
kája általában lassú, így jó közelítéssel idôfüggetlen, a
mintába befagyott rendezetlenséggel számolhatunk.
Ebben az esetben a termodinamikai mennyiségek vár-
ható értékeit kétféle átlagolás során kapjuk meg: elô-
ször adott rendezetlen minta esetén kiszámítjuk a
termikus átlagértéket, majd ezt a különbözô mintákra,
azaz a rendezetlenségre is átlagoljuk. A rendezetlen
rendszerek vizsgálatának kezdetén több elvi kérdés is
felmerült. Értelmezhetô-e termodinamikai szempont-
ból stabil fázis ilyen rendszerekben, vagy az csak in-
homogén, különbözô lokális tulajdonságú részek ösz-
szessége? Továbbá létezik-e éles fázisátalakulás, vagy
a rendszerben a különbözô inhomogén részek eltérô
hômérsékleten rendezôdnek? Mindkét kérdés elsô
felére a válasz igenlô lett, ezek után a rendezetlen
rendszerek fázisátalakulása tulajdonságainak vizsgála-
tára fordult az elméleti és kísérleti kutatók figyelme.

A rendezetlen rendszerek RCS-analízise során elô-
ször is arra a kérdésre keresünk választ, hogy miként
viselkedik a rendezetlenség erôssége az RCS-transz-
formáció során, azaz egyre nagyobb skálán. Ebbôl a
szempontból a rendezetlen rendszerek három cso-
portba oszthatók.

Az elsô csoport esetén a rendezetlenség erôssége a
skála növekedésével csökken és nullához tart. Ekkor
a rendezetlenség irreleváns perturbációt képvisel és a
rendezetlen rendszer is ugyanazon kritikus exponen-
sekkel rendelkezik, mint a tiszta rendszer. Ez a hely-
zet, például a háromdimenziós Ising-modell és a fo-
lyadék-gôz kritikus pont esetén. Ez a tulajdonság ma-
gyarázza meg, hogy miért lehet reális, fizikai mintá-
kon is megfigyelni a tiszta rendszerekre vonatkozó
kritikus viselkedést a kísérletekben.

A rendezetlen rendszerek második csoportja esetén
a rendezetlenség erôssége a skála növekedése során
egy véges értékhez tart, azaz ebben az esetben a ren-
dezetlenség releváns perturbáció. Ebbe a csoportba
tartozik, többek között a háromdimenziós Heisenberg-
modell, amely a folytonos szimmetriájú rendparaméter-
rel rendelkezô rendszerek prototípusa. De ide tartoz-
nak a szerkezeti rendezetlenségû üvegek, a mágneses
tulajdonságú spinüvegek és a véletlen terû modellek is.
Ezen rendszerek elméleti vizsgálata nagyon nehéz és
alapjaiban nem megoldott, mivel a rendszerekben
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megfigyelhetô kooperatív viselkedés több, azonos

3. ábra. A rendezetlen kvantum Ising-modell sematikus fázisdiag-
ramja d ≥ 2 dimenzióban.
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nagyságrendû hatás (rendezetlenség, frusztráció, termi-
kus fluktuációk) eredményeként jön létre.

Végül, a rendezetlen rendszerek harmadik csoport-
ja esetén a rendezetlenség erôssége a skála növeke-
dése során minden határon túl növekszik, tehát a ren-
dezetlenség nemcsak releváns perturbáció, hanem
teljes mértékig domináns a kooperatív viselkedés, így
a fázisátalakulás tulajdonságainak meghatározásánál.
Ezen rendszerek esetén végtelenül rendezetlen kriti-
kus viselkedésrôl beszélünk és az utóbbi idôben szá-
mos rendszer és folyamat esetén ismerték fel a végte-
len rendezetlenség jelenlétét [1]. Ezek egy része szto-
chasztikus folyamat, mint az egydimenziós bolyongás
véletlen közegben (Sinai-féle bolyongás), az aszim-
metrikus kizárási folyamat, felületnövekedési model-
lek és reakció-diffúzió rendszerek, mint a betegség-
terjedést modellezô úgynevezett kontakt folyamat. A
végtelenül rendezetlen rendszerek másik része kvan-
tumos rendszer, amelyben T = 0 hômérsékleten kvan-
tum fázisátalakulás zajlik le. Ilyenek egy dimenzióban
a kvantum spinláncok, vagy a rendezetlen Hubbard-
modell; két dimenzióban a Mott-típusú fém-szigetelô
átalakulás; három dimenzióban a különbözô kvantum
mágnesek, amelyeket a kvantum Ising-modellel szo-
kás leírni. A következôkben ezen rendszer tulajdonsá-
gairól, kritikus viselkedésérôl és a vizsgálati módsze-
rekrôl szólunk részletesebben.

A rendezetlen kvantum Ising-modell

A rendezetlen kvantum Ising-modellt a

H

Hamilton-operátorral definiáljuk, ahol és a Pau-

(3)= −
〈i, j 〉

Jij σx
i σx

j −
i

hi σz
i

σx
i σz

i

li-mátrixokat (feles spinek operátorait) jelöli az i -edik
rácshelyen. A Jij csatolások és a hi merôleges (transz-
verzális) terek véletlen változók. Ismert, hogy a külön-
bözô irányú Pauli-mátrixok egy adott rácshelyen nem
cserélhetôk fel ( ), ezért a fenti rendszerσx

i σz
i ≠ σz

i σx
i

kvantumos tulajdonságokat mutat. A kvantum fluktuá-
ciók erôssége a hi merôleges terek növekedésével na-
gyobbá válik, és az ezzel kapcsolatos δ kvantum kont-
rollparamétert az átlagolt log-terek és az átlagolt log-
csatolások különbségével fejezzük ki: δ = lnh − lnJ .
A rendszer sematikus fázisdiagramja d ≥ 2 dimenzió
esetén a T és a δ függvényében a 3. ábrán látható:
a rendszer ferromágneses és paramágneses fázisait a
Tc (δ) kritikus vonal választja el.

Merôleges tér nélkül (δ → −∞) a rendszerben klasz-
szikus fázisátalakulás történik. A merôleges tér be-
kapcsolásakor a kritikus hômérséklet növekvô δ-val
csökken, végül a δ = δc kvantum kritikus pontban a
kritikus hômérséklet nullává válik. Megmutatható,
hogy δ < δc esetén a véges hômérsékleti fázisátalaku-
lás azonos univerzalitási osztályba tartozik, mint a
klasszikus rendszeré. A T = 0-án és δ = δc -nél bekö-
vetkezô kvantum fázisátalakulás azonban gyökeresen

más tulajdonságú. Habár ez az átalakulás szigorúan
zérus hômérsékleten következik be, az úgynevezett
kvantum kritikus tartományban erôs hatással van a
rendszer alacsonyhômérsékleti viselkedésére is. Az
egydimenziós modell esetén nincs véges hômérsékle-
ten rendezett fázis, de a fázisdiagram T = 0 szelete ott
is érvényes.

Kísérletileg a (3) Hamilton-operátorral leírt rend-
szert a LiHoxY1−xF4 – illetve a hasonló tulajdonságú
Rd1−x(NH4)xH2PO4 és K(HxD1−x)2PO4 – ötvözettel szo-
kás azonosítani. Ezen ötvözetekben dipól-dipól köl-
csönhatás van jelen, ezért Jij hosszú hatótávolságú. A
modell rövid hatótávolságú változatát optikai rácsokra
helyezett ultrahideg atomokkal (például Rb) lehet kí-
sérletileg megvalósítani. A következôkben ezen mo-
dellre szorítkozunk, ahol az 〈i, j 〉 jelölés elsôszom-
széd-pozíciókra vonatkozik.

Fenomenológia – skálázási tulajdonságok

Tekintsünk egy nagy, de véges rendszert, amelynek
lineáris mérete L >> 1. A statikus (idôtôl független)
tulajdonságok jellemzésére rendparaméterként az
átlagos mágnesezettséget használjuk, amelyet az

módon definiálunk, ahol 0〉 a rendszer, azaz a (3)

m = L −d

i

〈0 σx
i 0〉

szerinti Hamilton-operátor alapállapota. A ferromág-
neses fázisban a mágnesezettség véges (határ)értékû:
m (δ< δc) = O(1), amely a kritikus pont közelében a
m (δ) ~ (δc −δ)β összefüggés szerint tûnik el. A para-
mágneses fázisban a mágnesezettség a mérettel expo-
nenciálisan tart 0-hoz: m (δ> δc ) ~ exp(−L /ξ), ahol ξ
= ξ(δ) a rendszer korrelációs hossza. A kritikus pont-
hoz közelítve a korrelációs hossz divergál: ξ(δ) ~
δ −ν és magában a kritikus pontban a lecsengés hat-

ványfüggvényszerû: m (δ= δc ) ~ L −x, ahol x a mágne-
sezettség skálázási dimenziója. Megjegyezzük, hogy
az itt felírt kritikus exponensek között a β = xν skála-
összefüggés áll fenn.

A dinamikai (idôtôl függô) tulajdonságok jellemzé-
sére kvantum rendszer esetén az ε legkisebb gerjesz-
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tési energia, azaz energiarés, szolgál. A rendezett fá-
zisban az energiarés exponenciálisan tûnik el,
ε(δ < δc ) ~ exp(−aL d ), mivel a rendszer alapállapota
aszimptotikusan (L → ∞ esetén) degenerált. Homogén
rendszer paramágneses fázisában az energiarés vé-
ges. Rendezetlen rendszer esetén azonban a helyzet
jóval összetettebb: véges energiarés csak elegendôen
nagy δ > δG > δc esetén van, és ebben a tartomány-
ban a max( Jij ) < min(hi ) feltétel teljesül. Azaz a ren-
dezetlen minta minden elemi tartományára átlagolt
lokális kontrollparaméter, δloc teljesíti a δloc > δc felté-
telt. Robert Griffiths ismerte fel, hogy a δc < δ < δG

tartományon (lásd a 3. ábrán a sávozott szakaszt), az
úgynevezett Griffiths-féle fázisban a rendezetlen
rendszer dinamikája speciális. Itt az energiarés a
rendszer lineáris méretével az ε ~ L −z (δ) összefüggést
követi, ahol a z (δ) dinamikai exponens a δ kontroll-
paraméter folytonos függvénye. A Griffiths-féle fázis
értelmezését a következô alfejezetben tárgyaljuk.
Érdekes módon a kritikus ponthoz közelítve z (δ)
divergál és magában a kritikus pontban a gerjesztési
energia skálafüggésére az ε ~ exp(−AL ψ) összefüg-
gés teljesül. Azaz a végtelenül rendezetlen kritikus
pontban a dinamika extrém módon anizotróp térben
és idôben.

A Griffiths-féle fázis

A Griffiths-féle fázis értelmezéséhez tekintsük a ren-
dezetlenség azon speciális esetét, amikor a kölcsön-
hatás bimodális eloszlást követ: 1−p valószínûséggel
Jij = J0 és p valószínûséggel Jij = J1 > J0, továbbá a
transzverzális tér homogén: hi = h. Adott hígítás mel-
lett a rendszer hc (p ) kritikus pontja a p monoton nö-
vekvô függvénye és így teljesül a hc (0) < hc (p ) < hc (1)
feltétel, ahol hc (0) és hc(1) a homogén, J0, illetve J1

csatolású rendszer kritikus pontját jelöli. Tekintsük
most a rendszert olyan h transzverzális térben, amely
teljesíti a hc (p ) < h < hc (1) feltételt, azaz a rendszer,
mint egész, paramágneses fázisban van. Ugyanakkor
vannak benne olyan ritka régiók, amelyek csak J1 erôs
csatolásokból állnak, és így lokálisan a ferromágneses
fázishoz tartoznak. Egy VR térfogatú ritka tartomány
nagyon kicsi P (VR ) ~ ~ exp(−bVR ) valószínûséggelpVR

van jelen, ugyanakkor a hozzá tartozó energiarés is
exponenciálisan kicsi: ε(VR ) ~ exp(−cVR ). Ezen össze-
függésbôl VR ~ −lnε/c, amelyet a P(VR ) összefüggésbe
helyettesítve kapjuk a gerjesztési energia állapotsûrûsé-
gére a ρ(ε) ~ ελ−1 összefüggést (λ = b/c ). Kiszámolva
az idôtôl függô autokorrelációs függvényt:

az hatványfüggvényszerûen cseng le, amelynek λ

G (t ) ∼ ⌡
⌠ dε ρ(ε) exp(−t ε) ∼ t−λ,

kitevôje a h transzverzális tér függvénye. Azaz dina-
mikai szempontból a rendszer a teljes Griffiths-féle fá-
zisban kritikusnak tekinthetô. Ennek következménye-
ként bizonyos dinamikai jellemzôk szingulárisak, pél-
dául alacsony hômérsékleten a fajhô C ~ T λ, a szusz-

ceptibilitás χ ~ T λ−1 és az entrópia S ~ T λ. Megmutat-
ható, hogy λ az elôzôekben bevezetett dinamikai ex-
ponenssel a λ = d /z kapcsolatban van.

Elméleti vizsgálat: az erôs rendezetlenségi RCS

Az erôs rendezetlenségi RCS-módszert Shang-Keng
Ma és munkatársai [2] vezették be 1979-ben a rende-
zetlen Heisenberg-spinlánc kritikus viselkedésének
tanulmányozására. A módszer széles körû alkalmazá-
sára azután került sor, hogy Daniel Fisher 1992-ben
megmutatta: az RCS-módszer a rendezetlen kvantum
Ising-lánc esetén aszimptotikusan egzakt eredménye-
ket szolgáltat. A késôbbiekben az erôs rendezetlensé-
gi RCS-t különbözô rendezetlen spinláncokra és ma-
gasabb dimenziós kvantum modellekre is sikerrel
alkalmazták, de megfelelô variánsai a Sinai-bolyon-
gásra, reakció-diffúzió modellekre és az aszimmetri-
kus kizárási folyamatra is egzakt eredményekre vezet-
tek. A módszerrôl és alkalmazásairól írt összefoglaló
munka az [1] referenciában található. A módszer lé-
nyegét a rendezetlen kvantum Ising-modellre történô
alkalmazásával illusztráljuk.

Alkalmazás a rendezetlen kvantum
Ising-modellre

Az erôs rendezetlenségi RCS-módszert lokálisan hasz-
náljuk, azaz a renormálási lépéseket nem uniform
módon alkalmazzuk, miként például a blokk RCS-
módszernél. Általában a Hamilton-operátor (lásd a
rendezetlen kvantum Ising-modellre a (3) egyenletet)
paramétereit (a Jij csatolásokat és a hi transzverzális
tereket) nagyság szerint rendezzük és ezek közül a
legnagyobbat, amely az Ω energiaskálát definiálja,
eltüntetjük, kidecimáljuk. Mivel 1/Ω a legkisebb ka-
rakterisztikus idôt adja, a leggyorsabb relaxációhoz
tartozó szabadsági fokot tüntetjük így el, amely a kriti-
kus relaxációt (ahol az idôskála divergál) nem befo-
lyásolja. A renormálás során megmaradó szabadsági
fokok között új, renormált paraméterek jelennek meg,
amelyeket perturbációszámítással határozunk meg. A
decimálási transzformációt szukcesszíven tovább foly-
tatjuk, így Ω fokozatosan csökken, egészen az Ω* = 0
fixpontig, ahol a fixponti skálázásból a modell kriti-
kus viselkedését meg tudjuk határozni. A rendezetlen
kvantum Ising-modell esetén az elemi decimálási sza-
bályok a 4. ábrán láthatók.

Amennyiben a legnagyobb paraméter egy csatolás,
például Ω = Jij, úgy a két összekapcsolt momentum
koherensen mozog, és jó közelítéssel párhuza-σx

i σx
j

mos, azaz azonos állapotban van. A perturbációszá-
mítás nyelvén ez azt jelenti, hogy az ij spinekbôl álló
klaszter négy lehetséges állapota közül a magasabban
fekvô kettôt, amelyek 2 Jij -vel az alsó két nívó felett
fekszenek, elhagyjuk és a megmaradó két nívót egy
effektív spinmomentum két állapotával azonosítjuk. A
két megmaradó nívó felhasadásából az effektív merô-
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5. ábra. A tradicionális (balra) és az optimalizált (jobbra) RCS-algoritmus illusztrálása.

leges tér, a = hi hj /Jij értékûnek adódik. Az új spin-hi′
klaszter momentuma a = μi +μj additív szabálytμ i′
követi, ahol a kezdeti állapotban μi = 1, ∀i. Ez az agg-
regációs lépés a renormálásnál.

Wij ij= J

W = hi

4. ábra. Decimálási lépések a rendezetlen kvantum Ising-modellnél.

Amennyiben a legnagyobb paraméter egy transzver-
zális tér, például Ω = hi, úgy az adott momentum a lon-
gitudinális szuszceptibilitáshoz elhanyagolható járulé-
kot szolgáltat, így kidecimálható. A kidecimálást kö-
vetôen az i -vel elsôszomszéd spinek, például j és k,
között effektív kölcsönhatás ébred, amelynek értéke
másodrendû perturbációszámítás szerint: = Jij Jik /hi.Jij′
Ez az eliminációs lépés a renormálásnál.

A kontrollparaméter különbözô tartományaiban az
aggregációs és az eliminációs lépések különbözô gya-
koriságúak. A ferromágneses fázisban az aggregációs
lépések dominálnak és a minta teljes mágneses mo-
mentuma a spinek számával arányos. Ugyanakkor a
paramágneses fázisban az eliminációs lépések a do-
minánsak, így a rendszer különálló, véges klaszterek-
re bomlik: az összekapcsolt klaszterek lineáris mérete
a ξ korrelációs hosszat adja. A kontrollparaméter kri-
tikus értékénél az aggregációs és eliminációs folyama-
tok egyensúlyt tartanak: a legnagyobb klaszter egy
nem összefüggô fraktál lesz, amelynek μ momentuma
a lineáris mérettel a μ ~ összefüggést követi. Itt dfL df

a fraktáldimenzió, amely a mágnesség x skálázási
dimenziójával az x = d−df kapcsolatban áll.

Egy dimenzióban, ahol a lánc topológiája a transz-
formáció során változatlan marad, az RCS-egyenleteket
a fixpontban Fisher analitikusan megoldotta és végtele-
nül rendezetlen kritikus viselkedést tapasztalt, amelyet
a következô tulajdonságok jellemeznek. A renormálás
során a log-csatolások (és log-terek) eloszlása minden
határon túl szélesedik, így a szomszé-
dos helyzetû terek és csatolások ará-
nya végtelenhez (vagy nullához) tart
és a renormálási lépések egzakttá vál-
nak. A rendszer nagy skálán is inho-
mogén módon viselkedik. Az átlagér-
tékeket jellemzôen a ritka régiók já-
rulékai dominálják és ezért a tipikus
és az átlagos viselkedés általában el-
térô. A dinamika extrém lassú, a τ idô-
skála és az L hosszúságskála között az
lnτ ~ Lψ összefüggés teljesül.

Magasabb dimenzióban az RCS-
transzformáció alkalmazásakor a rács
topológiája megváltozik, amely külö-
nösen a transzverzális terek decimálá-

sa során vezet látványos különbségekre: ugyan minden
lépésben eggyel csökken a spinek száma, mégis az ef-
fektív kötések száma erôsen megnövekszik és a rend-
szer egy teljesen összekapcsolt gráfra emlékeztetô alak-
zatba transzformálódik. A problémát valamelyest enyhíti
az úgynevezett maximumszabály alkalmazása: ha két
rácshely között az RCS adott lépésénél két csatolás is
jelen van, akkor ezek közül a nagyobbat választjuk (és
nem az összeget). A végtelenül rendezetlen fixpont kö-
zelében a maximumszabály nyilvánvalóan érvényes.

Amennyiben az RCS-módszer direkt numerikus
alkalmazásával végezzük el a renormálást, akkor a
kialakult összekapcsolt gráfon viszonylag sok számí-
tógépes mûveletet kell elvégezni és egy N spinbôl álló
alakzat esetén t ~ N 3 idôre van szükségünk annak tel-
jes renormálásához. Magasabb dimenzióban ez a vizs-
gálható rendszerek méretét erôsen korlátozza. A ma-
ximumszabály alkalmazása esetén azonban a számo-
lás idôigénye jelentôsen csökkenthetô. Megmutatha-
tó, hogy a generált új csatolások többsége nem játszik
szerepet a renormálásnál és ezért az algoritmusnál
elegendô csak azokra koncentrálni, amelyek a továb-
biakban valóban decimálásra kerülnek. Az általunk
kifejlesztett hatékony algoritmus [3] jóval gyorsabb,
idôigénye a t ~ N logN összefüggést követi. Segítségé-
vel néhány millió spint tartalmazó rendszerek is haté-
konyan vizsgálhatók, ami lehetôvé tette két- és há-
romdimenziós rendezetlen kvantum Ising-modellek
kritikus viselkedésének numerikus tanulmányozását
is. A tradicionális és az optimalizált RCS-algoritmust
az 5. ábrán illusztráljuk.

Numerikus vizsgálatok magasabb dimenzióban

A vizsgálatok elsô lépése a rendszerek kritikus pontjá-
nak meghatározása, amelyhez az úgynevezett duplá-
zási eljárást használjuk. Ennek során egy adott rende-
zetlen mintát két azonos példányban elkészítünk,
ezeket felületi kötésekkel összekapcsoljuk, majd a
kontrollparaméter adott értéke mellett elvégezzük a
teljes RCS-transzformációt. Ha a rendszer lokálisan a
ferromágneses fázisban van, a két példány összekap-
csolt módon, korreláltan renormálódik, míg a para-
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mágneses fázisban a renormálás függetlenül zajlik le a

6. ábra. Klaszterszerkezet a 64 × 64-es rácson (balra), valamint az
összefonódási entrópiába számító klaszterek egy négyzetes alrend-
szer esetén (jobbra).

1. táblázat

Az univerzális kritikus exponensek a magasabb
dimenziós rendezetlen kvantum Ising-modellben

az egydimenzióban egzaktul ismert értékek tükrében

1D 2D 3D

ν 2,0 1,24(2) 0,99(2)

x (3−51/2)/4 0,98(2) 1,84(2)

ψ 0,5 0,48(2) 0,46(2)

két példányban. A két renormálási viselkedést (fázist)
elválasztó kontrollparaméter-értéket a mintához tarto-
zó pszeudo-kritikus pontként értelmezzük. Ezek el-
oszlása értékes információt szolgáltat a kritikus visel-
kedésre; például a nagy méretre extrapolált átlagérté-
ke a rendezetlen rendszer kritikus pontját adja.

A kritikus pont ismeretében a rendezetlen kvantum
Ising-modell kritikus paramétereit a klaszterstatisztika
segítségével tudjuk meghatározni, a feladat ezen ré-
sze analóg a perkolációnál megszokottal. (Egy tipikus
klaszterszerkezetet a 6. ábrán mutatunk be.) Az ösz-
szekapcsolt klaszterek mérete a korrelációs hosszat
adja, a kritikus klaszter fraktáldimenziója a mágnese-
zettségi kritikus exponenst, míg a klaszterek energiája
az energiarést definiálja. Véges kiterjedésû rendszerek
esetén további lokális kritikus jellemzôket lehet meg-
határozni, például felületek, élek vagy sarkok men-
tén. A kritikus klaszter megfelelô (felületi, él vagy
sarok) fraktális dimenziójából az egyes lokális kritikus
exponensek kiszámíthatók [4].

A fenti kérdéseken túl a kvantum fázisátalakulások
elméletének egyik legnagyobb kihívása azon vonások
megértése, amelyek a klasszikus elméletekben nin-
csenek jelen. A részrendszerek összefonódása egy
ilyen alapvetô jellemzô. A klasszikus fizikával ellen-
tétben egy részrendszer – például egy spin – több
állapotban lehet akkor is, ha az egész rendszer egy jól
definiált kvantumállapotban van. Egy egyértelmû hul-
lámfüggvénnyel leírható „tiszta” állapotban – mint
amilyen egy degenerálatlan alapállapot – az S össze-
fonódási entrópia egy közismerten jó mérték, amely
egy A alrendszer és a B környezete között van defi-
niálva. Neumann János szerint S = −Tr(ρA log2ρA),
ahol ρA = TrB Ψ〉 〈Ψ az alrendszer redukált sûrûség-
operátora és Ψ〉 a teljes rendszer alapállapota. Meg-
mutatható, hogy a rendezetlen kvantum Ising-modell
esetén S azon klaszterek száma, amelyeknek mind
A-ban, mind B-ben van pontja, lásd a 6. ábrát. S
követi az úgynevezett felületi törvényt: S( ) ~ d−1,
ahol az A alrendszer lineáris mérete. A kritikus
pontban a felületi taghoz logaritmikusan divergens
korrekció járul: ΔS( ) = b ln . Megmutatható, hogy ez
a szinguláris tag az A-n lévô sarkok következménye
és a b elôfaktor univerzális, nem függ a rendezetlen-
ség alakjától [5].

� �

�

� �

Összefoglalás

A fázisátalakulások során fellépô kollektív viselkedés
mind klasszikus, mind kvantum rendszerek esetén ér-
zékeny lehet a rendszer inhomogenitásaira, rendezet-
lenségére. Abban az esetben, amikor a rendezetlenség
döntô szerepet játszik, az erôs rendezetlenségi RCS-
technika egy rendkívül hatékony és széleskörûen alkal-
mazható vizsgálati eszközt jelent. Eredményeink szerint
a rendezetlen kvantum Ising-modell kritikus viselkedé-
se egy, kettô, három és négy dimenzióban is végtelenül
rendezetlennek adódott. A formálisan végtelen dimen-
ziós rendszert képviselô Erdôs–Rényi-féle gráf esetén is
megmarad ez a tulajdonság, így a problémához kap-
csolható felsô kritikus dimenzió minden valószínûség
szerint végtelen. Ennek következtében az erôsen ren-
dezetlenségi RCS minden esetben aszimptotikusan (az-
az elegendôen nagy rendszer esetén) egzakt kritikus
exponenseket szolgáltat, amelyek közül a legfontosab-
bak értékeit az 1. táblázatban foglaltuk össze.

Az itt feltüntetett kritikus exponensek minden
olyan végtelenül rendezetlen fixponttal rendelkezô
rendszer esetén érvényesek, amelyeknél a rendpara-
méter diszkrét szimmetriájú. Érdekes speciális eset-
ként megemlítjük a járványok és betegségek terjedé-
sét modellezô kontakt folyamatot. Itt a szomszédok
közötti fertôzést leíró λij ráták, illetve a megbetegedett
egyének gyógyulására vonatkozó μi ráták véletlensze-
rûek. (A rendezetlen kvantum Ising-modellel a Jij → λij

és hi → μi analógia tehetô.) A rendezetlen kontakt fo-
lyamatban lezajló nem-egyensúlyi fázisátalakulás vég-
telenül rendezetlen és a rendezetlen kvantum Ising-
modell univerzalitási osztályába tartozik [6].

Az itt leírt vizsgálatok több irányban is kiterjeszthe-
tôk. Itt megemlítjük a rendezetlenség erôsségével
változó kritikus viselkedést, a nem-egyensúlyi dinami-
ka kérdését, valamint a hosszú hatótávolságú köl-
csönhatások esetét.
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