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,Ha valamit nem értesz, irj rola tanulmanyt!”
(Buza Ldszlo)

Még mielStt az olvasdé nagyon megijedne, szeretnénk
leszogezni, hogy a fenti idézet nem a szerzSk hozza-
értését hivatott mindsiteni, sokkal inkabb egyfajta
modszertani Gtmutatds kivan lenni.

Az ELTE Fizika Doktori Iskolajanak elGadasait lato-
gatva meglepetten tapasztaltuk, hogy a kaotikus me-
chanika nev{ tantirgy vizsgafeltételeként mindenki-
nek sajat szimulaciot kellett készitenie egy tetszélege-
sen valasztott kaotikus példabol. Eleinte hitetlenked-
ve fogadtuk, hogy mi erre valaha is képesek lesziink,
azonban a szimulaci6 soran szerzett tapasztalatok arra
sarkalltak minket, hogy kollégainknak is megmutas-
suk, a kdosz megértéséhez egyetlen jo Gt vezet: a ki-
sérletezés, a sajat felfedezés élménye.

Mindehhez oktatasi segédanyagot is készitettiink,
amely egy nagyon hasznos, ingyenesen letolthets
program — a Dynamic Solver — hasznalatinak segitsé-
gével bemutatja, hogy egyszert szimulacioval miként
vizsgalhatjuk a bonyolult tilban mozgé goly6 kaoti-
kus mozgasat. Az oktatasi segédanyag — amely lénye-
gében Osszefoglalja, hogyan irhatunk be kilonbozé
differencdlegyenleteket a programba, valamint milyen
grafikus bedllitisokra van sziikség a szimulaci6 futta-
tasahoz — letolthet6 az ELTE Fizika Tanitisa Doktori
Iskola honlapjarol [1].

A kaotikus mozgiasok elméleti hatterét természete-
sen nem kivanjuk részletesen targyalni, erre j6 szak-
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irodalom all rendelkezésre [2] és szimos cikk foglal-
kozik a téma kozépiskolai tanitasaval is, azonban a
legfontosabb vonasokat bemutatjuk egy konkrét pél-
dan, a bonyolult tilban mozgd golyo esetén.

Milyen a bonyolult tal?

Kaotikus mozgas vizsgalatahoz szabalytalan mozgésra
van szikségiink. Szabdlytalansagon itt azt értjuk,
hogy a vizsgalt mozgas tetszSlegesen hosszi ideig
sem ismétli Gnmagat.

Matematikailag nézve minden, legalabb hirom
els6rendd, nemlinearis, kozonséges differencial-
egyenlettel leirhatdé rendszer viselkedése altalaban
kaotikus [3]. Ez a megfogalmazis persze nagyon
messze all attol, amit kozépiskolds didkoknak akar
szakkor keretein beltl meg lehet tanitani, de ezt le-
egyszerusithetjik szamukra ugy, hogy példaul az egy-
dimenzios gerjesztett és a kétdimenzids strlodasmen-
tes mozgasok donts tobbsége kaotikus. Az altalunk
bemutatott példa ez utdbbi osztilyba tartozik, itt
azonban figyelni kell arra, hogy ha az energian kivil
létezik még egy megmaraddé mennyiség, akkor az
megakadalyozza a kaotikus mozgis kialakulasat.

Talban mozgod golyo esetén (strlodasmentes eset-
ben) — ahol maga a tal alakja hatirozza meg a poten-
cialt — tehat azt kell megkovetelniink, hogy a tal le-
gyen ,bonyolult”, azaz ne legyen forgisszimmetrikus
(1.és 2. abra). llyenkor ugyanis a tal alakja centralis
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1. abra. A tal x-tengely (vagy szimmetria miatt y-tengely) menti

metszete. A vizszintes segédvonalak a V=40, V,, . =060és V=
120 esetekben mutatjik a tal peremét.

potencidlnak felelne meg, ahol a perdiilet megmara-
dasa miatt a palyak egyszertiek lennének éppen gy,
ahogy a centralis er6térben mozgod bolygo példijaban
is, igy nem alakulhatna ki szabalytalan mozgis [4].

Az altalunk vizsgalt (nem forgasszimmetrikus) po-
tencialfuiggvény a kovetkezd:

Vix, ) = xt+pl+x?y?=5x2-5p2—xy.

Alkalmasan megvalasztott (dimenzidtlan) egységek-
ben a V= konstans gorbe egyben a tal alakja is.

A goly6 mozgasegyenletei

A golybd mozgisat leird differencidlegyenletek — abban
az esetben, ha a tal nem tal meredek — egyszertek:
. _ 0V .. dV
X = —=—, valamint y = — —.
dx dy
Surlodasmentes esetben — az energiamegmaradas
miatt — a golyd potencidlis és mozgasi energidjinak

2. dbra. A tal kdzepének szintvonalai (ekvipotencialis gorbéi). A
szintvonalakat csak a [-10;0] intervallumon rajzoltuk meg, mert
ezen a részen (a tal belsejében) latszik legjobban, hogy a til nem
forgasszimmetrikus.
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osszege allando. Ezt a szimulacié programozasa sordn
paraméterként kezeljuk (E-vel jeloljik, ami a dimen-
ziotlan Osszenergia), igy vizsgdlhaté példaul az is,
hogy kiilonboz6 energidk esetén miként valtozik a
mozgas jellege (ezt egy késSbbi pontban részletesen
bemutatjuk).

Most pedig nézzikk meg, hogyan mutathaté be a
kaotikus mozgds hirom {6 jellemz&je (szabalytalan-
sag, elorejelezhetetlenség, fraktalszerkezet a fazistér-
ben) ezen az egyszerd példan.

A kaotikus mozgis elsé jellemzdije:
szabalytalan mozgas

A golyé mozgasegyenleteit az x = u és y = v jelo-
lések bevezetésével konnyen atalakithatjuk gy, hogy
négy nemlinedris, elsérendd differencidlegyenletet
kapjunk. A korabban emlitett matematikai definicio
szerint igy azt varjuk, hogy a kaotikus mozgas megje-
lenik a rendszerben.

Vizsgaljuk a mozgas palyajat kiulonbozs kezddfel-
tételekbdl kiindulva! Ha azt akarjuk, hogy az E 0ssz-
energia a kiilonb6z6 kezddsfeltételek esetén ugyanaz
legyen, indithatjuk a golyot ugy, hogy mindig egy
adott magassagbol, de kilonbozd helyekrdl engedjiik
el nulla kezd@sebességgel. A V(x,y) = E egyenlet
hatarozza meg az edény alakjat az E-nek megfelel
magassagban. Egy masik modszer az E Osszenergia
allando értéken tartasdra kilonbozs kezddsfeltételek
esetén az, hogy tetszéleges pontbdl inditjuk a golyot
ugy, hogy az yiranya sebessége nulla, azaz ¢, = 0, az
x iranya u, kezdGsebességet viszont a program segit-
ségével szamoltatjuk ki ugy, hogy az 6sszenergia min-
dig az adott E érték maradjon. Ilyenkor tehat a dimen-
ziotlan energia képletébdl kiindulva:

1

E=Evz+lu2+V,

az x irdnyu sebességre azt kapjuk, hogy:

u, = ¢2E— v; =2 Vix, y,) .

Ha a programba ezt a kifejezést irjuk be u, értéké-
re, elérhetjik, hogy az ¢sszenergia tetszSleges kezds-
feltétel kivalasztiasa esetén ugyanaz maradjon.

Ha a golyot tehat kilonbozs kezddofeltételekkel
inditjuk, azt taldljuk, hogy — a fenti elvarasnak megfe-
lelGen — az esetek donts tobbségében annak mozgisa
kaotikus, a tdl minden pontjat bejarja tgy, hogy koz-
ben a mozgasa teljesen szabalytalan.

Akadnak azonban olyan jol megvalasztott kezds-
feltételek is, amelyekbdl indulva a mozgas kvazi-pe-
riodikus lesz. Ez azt jelenti, hogy a mozgas kozel 6n-
magaba visszatérd periodikus mozgas. Mivel a vissza-
térés nem tokéletes, a palyak nem vékony vonalként,
hanem fekete ,savokként” jelennek meg. Az ilyen
mozgasokat szabdlyosaknak tekintjik. A 3. dbran
lathatjuk a mozgast az x—y sikon egy kaotikus, vala-
mint két kvazi-periodikus esetben.
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3. abra. Bonyolult tilban mozgd golyd mozgasa az x—y sikban. Mindhdarom esetben E = 60 és ¢, = 0,
a tovabbi kezddfeltételek pedig a hirom kilonbozé esetben: a) x, = -1, ¥, = 1,3; b) &, =

y ti, hogy a golyé mozgisa hosz-
47 sz tavon elGrejelezhetetlen,
7 leirdsa csak valbszintlségi fo-
-ﬁ galmakkal lehetséges.
. Mindez persze azért olyan
meglepé a kozépiskoliban,
. 4 mert ott gyakorlatilag csak
4 olyan mozgasokat targyalunk,
i amelyek tal egyszertek ahhoz,
i hogy kaotikussa valjanak. Az-
az csak a  kivételt” tanitjuk, a
bonyolultabb fizikai rendsze-

=21,y =

=2,3; 0 x, = =24, ), = =0,3. Az a) eset kaotikus, a golyo bejarja az egész talat, a fekete tartomany ~ 2

—a goly6 mozgasianak nyoma — igy a tal pereméig terjed az adott Osszenergia esetén. A b), ¢) eset
kvazi-periodikus, a tal peremét az 6sszehasonlithatosiag kedvéeért jeloltik.
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4. abra. Bonyolult talban, kaotikusan mozg6 golyo faklyadiagram-
ja. A paraméter: E = 60, a kezddfeltételek: x, = 0, y;, € {0,97; 0,98;
0,99; 1; 1,01; 1,02; 1,03}, ¢, = 0.

A kaotikus mozgis mdsodik jellemzdje:
elérejelezhetetlenség

A kaotikus mozgas egy masik fontos tulajdonsaga,
hogy a kezddfeltételekre nagyon érzékeny. Ennek ko-
vetkezménye az a — kozépiskolai didkoknak meglepd —
tény, hogy két, egymashoz nagyon kozel inditott golyo
palydja gyorsan szétvalik, azaz kis kezdeti eltérés na-
gyon nagy késébbi kiilonbséghez vezet. Ez azt is jelen-

5. abra. Az Orszagos Meteorologiai Szolgalat honlapjan talalhato, a 12 6rds csapadékosszegre
vonatkoz6 valoszinGségi elGrejelzés 2014. mdjus 9-én [5]. A grafikonok itt méstél napig futnak

egyltt, az elSrejelzési id6 kortlbeldl 1,5 nap.
ECMWF valoszinuségi elorejelzés: Budapest
keszult: 2014.05.09 00 UTC-s futtatasbol

eps tag

12 6ras csapadékosszeg [mm)] — ops itlag

— determinisztikus

rekre jellemz$ altalanos moz-
gasformat nem. Pedig az egy-
szerd kaotikus rendszerek
vizsgalataval konnyedén ramutathatnank arra, hogy a
valoszintségi leirds nem csak a kvantummechanika jel-
lemzGje (ott persze mds okbol), hanem a mindenki altal
joval egyszertibbnek vélt mechanika sajatja is.

A kezddfeltételekre valo érzékenységet legjobban az
ugynevezett faklyadiagramon szemléltethetjiik. Ezen k-
16nb6z3, de egymashoz nagyon kozeli kezddfeltételek-
bdl inditott mozgasok valamilyen jellemzgijét (példaul a
helykoordinata egyik komponensét) abrazoljuk az id6
figgvényében. A tipikus faklyadiagram valéban a faklya
alakjara emlékeztet: egy bizonyos ideig a kilonb6zd
mozgasok egytitt haladnak, késébb azonban drasztiku-
san szétvalnak, és egy id6 utan jol latszik, hogy teljesen
lehetetlen elGrejelezni a golyd mozgasat.

A mozgas y—t grafikonjat 7 kiilonb6zs, de egymashoz
nagyon kozel es6 kezddfeltétellel inditva abrazoltuk (4.
abra). Latszik, hogy ¢ = 2 idSpontig a grafikonok egytitt
mozognak, utdna viszont szétvalnak. A mozgis tehat
csak kortlbelil 2 idGegységig jelezhetd elSre. Ennél
hosszabb idSkre az adhaté meg, hogy milyen valoszinG-
séggel kerll a mozgo test egy adott allapot kornyezeté-
be. Mivel a bonyolult tilban mozgd golyd konzervativ
rendszer, ezért y értéke csak az E paraméter altal
meghatarozott értékeken beliil mozoghat, igy a fiklya
nem nyilik teljesen szét (az edény yirinyG mérete az E=
60 magassagban kortilbeliil 3,26 egység, 1. dbra).

A didkok szamara érdekes lehet, hogy a meteoro-
logiai elérejelzésben is teljesen hasonlo faklyadiagra-
mokat hasznalnak: az adott
idépontban mért 1égkori ada-
tokbdl, valamint tobb, na-
gyon kozeli adatbol kiindulva
parhuzamosan tobb szimula-
ciot futtatnak egyszerre, és
vizsgaljak, hogy a kilonbozd
adatokbol indult elSrejelzé-
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sek meddig maradnak nagy-
jabol egylitt. Az Orszagos
Meteorolbgiai Szolgédlat hon-
lapjan is talalhatok ilyen va-
16szintségi faklyadiagramok;
az 5. abra szemléltetéskép-
pen mutatja a 2014. majus
9-én készult eldrejelzés egy
grafikonjat.
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6. dbra. A goly6 kaotikus mozgasanak Poincaré-metszete az x—y si-
kon (v = 0, valamint E = 60). A kaotikussidg ebben az 4dbriazolasban
onnét latszik, hogy a pontok beszornak egy kiterjedt tartomanyt,
osszhangban az elérejelezhetetlenséggel. Kezddfeltétel: x, = 0, y, =
-1, y, = 0. (Az a tény, hogy ez jelentGsen eltér a 3. és a 4. dbrak
kezddfeltételeitSl, mutatja, hogy a rendszerben nagyon konnyd
kaotikus mozgast talalni.)

A kaotikus mozgds harmadik jellemzdje:
fraktalszerkezet a fazistérben

Mindeddig arr6l volt sz6, hogy a kaotikus mozgas
szabdlytalan, elSrejelezhetetlen, igy gyakorlatilag de-
rilt égbdl villimesapdsként ér minket a harmadik
tulajdonsag: a rendezettség.

Ehhez persze megfelel6 modon kell vizsgilnunk a
mozgast. A modszer 1ényege, hogy példaul a bonyo-
lult talban mozgod golyd esetében az x—y sikot nézve
csak bizonyos pillanatokban abrazoljuk a goly6 he-
lyét. Ez az Ggynevezett Poincaré-leképezés.

Azt, hogy milyen pillanatokban 4dbrazoljuk a goly6
poziciojat, tobbféleképpen is megvalaszthatjuk, azon-
ban talan a legegyszertbb eset az, amikor a v = 0 fel-
tételt valasztjuk. Ez azt jelenti, hogy azokban a pilla-
natokban ,fényképezzik le” a goly6 helyzetét, amikor
az y iranya sebessége éppen 0 lesz, és balrol jobbra
halad az x iranyban.

A programban bedllitjuk, hogy a mozgas Poincaré-
leképezését szeretnénk abrizolni az imént emlitett
feltétellel. (Ennek részletes leirasat lasd a letolthetd
oktatasi segédanyagban [1].) Ezek utan, ha egy vélet-
lenszerden valasztott kezddfeltétellel elinditjuk a
mozgast, rendszerint a kaotikus eset Poincaré-metsze-
tét kapjuk, ami a 6. dbran lathaté6 moédon néz ki.

A grafikont nézve mindjart szembetlnik, hogy a
pontokkal beszort kaotikus tartomanyban vannak
Jyukak”, azaz fehér foltok. Allitsuk be most tgy a
kezdofeltételeket, hogy a lyukakban lévé mozgasokat
vizsgaljuk. A kovetkezs, 7. dbra négy olyan, kilon-
boz6 kezddfeltétellel elinditott mozgds Poincaré-met-
szetét mutatja, amelyek a lyukakba esnek. Ezek az
esetek az Ggynevezett kvazi-periodikus esetek, ame-
lyekhez hasonldakat mar kordbban bemutattunk. A 7.
abra ) és d) része a 3. dabra b) és ¢) részében abra-
zolt kvazi-periodikus mozgasok Poincaré-metszete. A
kvazi-periodikus mozgasok képe ebben az dbrazolas-
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7. dbra. A goly6 néhany kvazi-periodikus mozgasanak Poincaré-met-
szete (v = 0, valamint E = 60) kvazi-periodikus részekkel. Kezddfel-
tételek: a) x, = -0,8, ,= 2,6 és 4, = 0; b) x, = 2,7, y, = —0,7 és v, = 0;
A xy=-21,y=-23é 1,=0;d) x,=-2,4,),=-0,3és 1,=0.

ban tehat zart gorbe, ami arra is utal, hogy az ilyen
mozgasok pontosan elGrejelezhetSk, ezért Sket egy-
szerleknek tekinthetjik.

Ezek utan nem marad mas hitra, mint a grafikonok
egyesitése, azaz a Poincaré-metszetek tobb, kiilonbo-
z6 kezddteltétellel vald megrajzolasa, ami kiadja a
mozgas teljes Poincaré-térképét (8. dbra).

Ha valami meglepd és izgalmas a kdoszban a didkok
szamara, akkor ez biztosan az. Egy ilyen Poincaré-térkép
megrajzolasa (a szimuldcié beprogramozisa utin) egy-
altalan nem bonyolult, viszont benne rejlik a sajat felfe-
dezés élményének lehetdsége, a kisérletezés szépsége.
Raadasul ez az, ami segit megértetni a didkokkal, hogy a
kdosz nem teljes rendezetlenség (véletlenszertiség),
hanem szabalyos struktaraval rendelkezé rendszer.

8. dbra. A golyd mozgisanak teljes Poincaré-térképe (E = 60). A 6.
és 7. abra gorbéit kozos koordinatarendszerben rajzoltuk fel, né-
hany tovabbi kezddfeltételhez tartozod gorbével kiegészitve.
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A 8. abran lathato Poincaré-
metszet fraktilszerkezetd. Ko-
rabban is olvashattunk a Fizi-
kai Szemlében a fraktalokrol,
igy most — a teljesség igénye
nélkil — csak annyit jegyzink
meg, hogy az itt lathato fraktal-
szerkezet az Ggynevezett kovér

fraktal, ami a konzervativ rend-
szerek sajatossaga. Egy hason-
l6an kovérfraktal-tipust kaoti-
kus jelenség, a rugalmas inga
targyalasat egy korabbi cikk-
ben olvashatjuk [6].

Erdekes megfigyelni azt is
— akdr hazi feladatként is ki-
adhat6 a didkoknak —, hogy
miként valtozik a Poincaré-metszet fraktalszerkezete,
ha a goly6 teljes energidjat, mint paramétert valtoz-
tatjuk. Ezt mutatja be a 9. dbra. A kaotikus (ponto-
zott) tartomdany mindkét esetben nagy kiterjedésd.
Ezeken belil a mozgids eldrejelezhetetlen, hossza
tavon valoszinlségi szemléletben értelmezhets. (A
zart gorbék elbrejelezhetd, kvazi-periodikus mozga-
sokhoz tartoznak.)

Miért érdemes tanitani a kaoszt?

Amint azt a most bemutatott példabol is latja a tisztelt
olvaso, a kiosz megértéséhez nem kellenek bonyolult
fogalmak, kozépiskoldban (sajnos a szlikods kerettan-
tervi szamok miatt inkabb csak szakkoron) tanithato.
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9. dbra. A 8. dbrdboz hasonl6an megrajzolt Poincaré-térképek E = 40 és E = 120 esetekben.

Segit a valoszinlségi szemlélet elfogadasiban azaltal,
hogy megmutathatjuk, ez nem csak a kvantummecha-
nika sajatja. Raadasul megajandékozza a diakokat a
felfedezés dromével, és teret ad nekik a kisérletezés-
re, az 6nallé munkdra, sajat eredmények elérésére.
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