
lections, Bloomington, p. 162.) címû tanulmányhoz írt
10-es lábjegyzet a legvilágosabb. Sok mai szerzô is
kifejezi azt a vágyát, hogy a klasszikus határt h → 0,
amelyet itt a h felfedezôje említ, részleteiben vizsgál-
ják és nagyobb pontossággal fogalmazzák meg. Pél-
dául Van Hove:

„A klasszikus elméletnek úgy kell elôállnia, mint a
kvantumelmélet aszimptotikus határesete, amikor a h
tart a nullához. A jól ismert megfontolások is csak ezt
fejezik ki formálisan. Ugyanakkor el kell ismerni,
hogy ez a pontos matematikai átmenet egyáltalán
nem jól ismert eljárás, és hogy ezzel kapcsolatban
vannak olyan kérdések, amelyek megérdemelnék a
közelebbi vizsgálatot. Ezeket azonban itt most nem
kezdjük el. (Memoires, Ac. Roy. De Belgique, Classe
des Sciences, 26 (6) 1951. P 67.)” [az idézett rész fran-
ciául]

G. W. Mackey könyve, The Mathematical Founda-
tions of Quantum Mechanics (Benjamin, New York,
1963) 2–6 fejezetének utolsó paragrafusát is idézhet-
jük. „Emlékszünk – írja ô –, hogy ha a kvantumme-
chanika a H (= Hilbert-tér) automorfizmus egy para-
méteres csoportjaira vonatkozik, akkor a klasszikus
mechanika egy másik tárgy automorfizmusának egy
paraméteres csoportjára szorítkozik, amelyet lényegé-

ben az M -en definiálunk (= a lehetséges konfigurá-
ciók absztrakt készlete lényegében a M kiegészítô
halmaza). A klasszikus és a kvantumleírás összeha-
sonlítása után erre a következtetésre jut. Nagyon ér-
dekes lenne a precízen megfogalmazott elmélet bizo-
nyítása ezen gondolat mentén.

Remélem, megbocsát nekem; a kérdéseknek ezt az
újbóli felbukkanását hasonlónak találom ahhoz,
ahogy Planck 30 évvel ezelôtt meglepô módon levelé-
ben felvetette. Planck levelei is meg fognak jelenni a
Fizikai Szemlében.

Az ön kérdése, vagy inkább javaslata – amelyet
augusztus 21-i levele tartalmazott – nagyon zavarba
hozott. Soha nem voltam Amerikában, bár tudom,
hogy milyen érdekes volt néhány barátom ottani tar-
tózkodása – például Dr. Marx, Nagy és Németh Judit
(akik egy-egy évet töltöttek rendre a stanfordi, prince-
toni és cornelli egyetemen). De én nehezen vállalko-
zom ilyen utazásra saját kezdeményezésként.

A feleségem meglátogatta Szemere kisasszonyt
karácsony körül és nagyon örült, hogy ôt jobb egész-
ségi állapotban találta. – Sok köszönettel, ôszinte tisz-
telettel

Györgyi Géza
[angol nyelvû, kézírással]

A FIZIKA TANÍTÁSA

ALKALMAZHATÓ-E A BIOT–SAVART-TÖRVÉNY
NEM ZÁRÓDÓ »ÁRAMKÖRÖKRE« – II. RÉSZ

Gnädig Péter
ELTE Fizikai Intézet

Cikkünk I. részében megmutattuk, hogy a Biot–Savart-
törvény nemcsak zárt áramkörben folyó egyenáramok-
ra, hanem idôben (lassan) változó és töltésfelhalmozó-
dással járó (nem divergenciamentes) árameloszlásokra
is alkalmazható. Ez utóbbi esetekben az idôben változó
töltéssûrûség változó elektromos erôteret hoz létre,
amit – Maxwell megfontolásai szerint – a valódi ára-
mokra emlékeztetô, úgynevezett eltolási áramok meg-
jelenése kísér. Ezek az eltolási áramok azonban a Biot–
Savart-törvényben nem jelennek meg, a mágneses tér
kiszámításánál figyelmen kívül hagyhatók. (Ha mégis
beírjuk az eltolási áramokat a Biot–Savart-integrálba,
nem kapunk hibás eredményt, mert az eltolási áramok
járuléka tetszôleges esetben nulla.)

Az eltolási áramok szerepe a mágneses indukció
örvénylését leíró Maxwell-egyenletben jelentkezik:
tetszôleges zárt görbére számított mágneses körfe-
szültség (örvényerôsség) a görbére illeszkedô, tetszô-

leges felületen átfolyó áram erôsségével arányos (an-
nak μ0-szorosa), és itt az „átfolyó áram” a valódi ára-
mok mellett az eltolási áramot is tartalmazza.

Néhány példa

A továbbiakban néhány példán keresztül bemutatjuk,
hogyan mûködnek az általános elvek bizonyos konkrét
esetekben. Két esetben olyan példát választottunk,
amelyek az áramelrendezés szimmetriája miatt (bizo-
nyos közelítésben) ténylegesen végigszámolhatóak, és
így a Biot–Savart-törvénybôl kapható eredmények ösz-
szehasonlíthatóak az Ampère-féle gerjesztési törvény-
bôl3 ismert képletekkel. A harmadik példa egy szabály-

3 André-Marie Ampère (1775–1836) 1826-ban ismerte fel az áramve-
zetôt körülvevô mágneses tér és az áramerôsség közötti kapcsolatot.
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talan alakú „csokimikulás” töltésének elvesztése köz-
ben kialakuló mágneses mezôt vizsgálja; ennek ered-
ménye pedig éppen azért meglepô, mert itt az áramel-
oszlás semmilyen szimmetriával nem rendelkezik. Az
utolsó példában egy mozgó ponttöltés mágneses terét
vezetjük le a Biot–Savart-törvény segítségével.

1. példa
Egy párhuzamosan, függôlegesen elhelyezett le-

mezpárból álló kondenzátor fel van töltve. A lemezek
alsó széle alatt kis iránytû áll a 4. ábrán látható hely-
zetben. Ezután a lemezek tetejére helyezett kis pálcá-
val a kondenzátort kisütjük. Három fizikus, Aladár,
Boldizsár és Csaba azon vitatkozik, vajon hogyan
viselkedik kisütés közben az iránytû?

Aladár szerint a vezetô pálcában folyó áram által

4. ábra.

É
D

+

–

keltett mágneses mezô az iránytû északi pólusát a 4.
ábra síkjára merôlegesen, „befelé” téríti ki.

Ez azonban hibás érvelés! – mondja Boldizsár,
hiszen nemcsak a pálcában folyó áram mágneses tere
hat az iránytûre a kisülés közben, hanem a kondenzá-
tor belsejében fellépô Maxwell-féle eltolási áram is.
Ez az „elkent”, a pálcában folyó valódi árammal azo-
nos nagyságú, de azzal ellentétes irányú áram min-
denhol közelebb van az iránytûhöz, mint a pálca,
ezért mágneses hatása erôsebben érvényesül. Eszerint
az iránytû északi pólusa a kisülés alatt az ábra síkjából
„kifelé” mutató irányban térül el.

Csaba szerint az eltolási áramokat nem, de a leme-
zekben folyó „valódi” áramokat figyelembe kell ven-
nünk a mágneses mezô kiszámításánál, és ezek (a
pálcában folyó árammal együtt) nulla mágneses teret
eredményeznek a kondenzátor alsó széle alatt.

Vajon melyiküknek van igaza?
Megoldás: A cikkben leírtak alapján beláthatjuk,

hogy Aladár téved, de Boldizsár érvelése is hibás! Az
eltolási áram – legalábbis a Biot–Savart-törvény által
sugallt módon, a kicsiny áramelemek járulékainak
összegét képezve – nem állít elô semmilyen mágne-
ses teret, hatása tehát figyelmen kívül hagyható.
(Sajnos a jelen cikk szerzôje is elkövette ezt a hibát:4

4 Gnädig P., Honyek Gy., Vigh Máté: 333 furfangos feladat fizi-
kából. Typotex Kiadó, Budapest, 2014, 315. feladat.

a kérdéses feladatot is tartalmazó könyvben a Bol-
dizsár-féle, logikusnak tûnô, de téves érvelést fo-
gadta el.)

Mi történik akkor valójában? Csabának van igaza:
az iránytû egyáltalán nem fog kitérni a kondenzátor
kisülése közben! (Ez az állítás természetesen nem
abszolút pontosan igaz, hanem csak kis lemeztávol-
ságok esetén, amikor a széleffektusokat elhanyagol-
hatjuk.)

Tekintsünk egy keskeny, lapos, feltöltött síkkon-
denzátort, amelyet a tetején egy (nem túl jól vezetô)
lemezzel rövidre zárunk (5. ábra ). A rövidrezárás
ezen módja nem különbözik lényegesen a feladatban
eredetileg szereplô pálcáétól, elônye viszont, hogy
megôrzi a síkkondenzátor „eltolási szimmetriáját”. A
kondenzátor tetejét összekötô vízszintes lemez sok
párhuzamos „pálcára” bontható, és az egyes pálcák-
hoz tartozó áramok és mágneses terek szuperpozí-
ciója kiadja a lemeznek megfelelô elrendezését.

Jelöljük a felsô lemezben folyó összes áram erôssé-

5. ábra.

I t( )

i r( , )t

b

a

d

x

y

z

i0i0

gét I (t )-vel, ennek nagyságát a kondenzátor pillanat-
nyi feszültsége és a lemez ellenállása határozza meg.
Feltesszük, hogy a kisülési folyamat idôállandója nem
nagyon kicsi, emiatt alkalmazható a kvázistacionárius
közelítés. A vékony lemezekben folyó áramokat cél-
szerû az úgynevezett vonalmenti áramsûrûséggel
(egységnyi vonalszakaszon átfolyó áram erôsségével)
jellemezni. (Az amper/méter dimenziójú vonalmenti
áramsûrûséget a továbbiakban i-vel fogjuk jelölni és –
ha ez nem okoz félreértést – egyszerûen áramsûrû-
ségként emlegetjük.)

Mivel az elrendezés a szélek közvetlen közelét le-
számítva x irányú eltolásra invariáns, a fizikai mennyi-
ségek (az áramsûrûségek, töltéssûrûségek, elektro-
mos és mágneses térerôsségek) nem függenek az x
koordinátától. A felsô (rövidrezáró) lemezen például

Feltehetjük, hogy a kondenzátor lemezei jó veze-

i(fent) = i0 =
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

0, I (t )
b

, 0 .

tôk, ezért külön-külön ekvipotenciálisak, és emiatt
közöttük homogén (de idôben változó), y irányú
elektromos térerôsség alakul ki. Emiatt a lemezek
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felületi töltéssûrûsége (ami az elektromos térerôs-
séggel arányos) sem függhet a helytôl, így a leme-
zekben folyó vonalmenti áramsûrûség divergenciája
(z koordináta szerinti változási üteme) mindenhol
ugyanakkora. A határfeltételeket is figyelembe véve
megadhatjuk a bal és jobb oldali lemezben folyó
áramok eloszlását:

A függôleges lemezekben folyó áramok nagysága a

i(jobb) (z, t ) = − i(bal) (z, t ) =
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

0, 0, − I (t )
a b

z .

lemez alja felé haladva fokozatosan nullára csökken
(erre utalnak az egyre rövidebb nyilak és a lemezek
aljára rajzolt fekete pontok, nullvektorok), és a
csökkenés üteme (a felületi töltések egyenletes tér-
beli eloszlása miatt) a z koordináta szerint egyen-
letes.

Számítsuk most ki a mágneses indukciót a Biot–
Savart-törvény alapján az r0 = (x0,y0,z0) vektorral
megadott helyen. Egyetlen (mondjuk a bal oldali)
lemezben folyó áramok járuléka az 5. ábrán látható
koordináta-rendszerben:

Ez az integrál (y0 << a, b miatt) az x ≈ x0 és z ≈ z0 tar-

B(bal lemez) (r0, t ) =
μ0

4 π ⌡
⌠
0

−b

dx ⌡
⌠
a

0

dz
i(bal) × (r0 − r)

r0 − r 3
=

=
μ0

4 π
I (t )
a b ⌡

⌠ dx ⌡
⌠ dz

−z y0, z (x − x0), 0

(x − x0)
2 y 2

0 (z − z0)
2

3/2
.

tományból „szedi össze” szinte a teljes járulékát, a
távolabbi részek járuléka (az integrandus lecsengése
miatt) elhanyagolható. Emiatt az integrálások határait
akár a végtelenbe is „kitolhatjuk”, ez a közelítés tulaj-
donképpen a széleffektusok elhanyagolásával egyen-
értékû.

A mágneses indukció y komponense (mivel az in-
tegrandus x−x0 páratlan függvénye) eltûnik, B tehát a
lemezzel párhuzamos, vízszintes irányú vektor. Egyet-
len nullától különbözô összetevôje a

új változók bevezetésével így számolható:

ξ =
x − x0

y0

és η =
z − z0

y0

Az integrál elôjele y0 elôjelétôl függ: a bal oldali lemez

B (bal lemez)
x =

= −
μ0

4 π
z0 I (t )

a b

y0

y0
⌡
⌠
∞

−∞

dξ ⌡
⌠
∞

−∞

dη 1
(ξ2 η2 1)3/2

=

= 1
2

μ0 I (t )

a b
z0.

jobb oldalán (amikor y0 > 0) a mágneses indukció az
x tengellyel ellentétes irányú, a lemez bal oldalán
pedig x tengely irányú.

Hasonló módon számolható a jobb oldali lemezben
folyó áramok járuléka:

A teljes mágneses tér a két járulék szuperpozíciója

B (jobb lemez)
x = ± 1

2

μ0 I (t )

a b
z0.

lesz. Ez a lemezeken kívül nulla, a lemezek között
pedig

A felsô (a kondenzátor kisülését megvalósító) le-

B (középen)
x (z, t ) = −

μ0 I (t )

a b
z = B (max)

x (t ) z
a

.

mezben folyó áram járulékával eddig nem foglalkoz-
tunk. A kondenzátor felsô szélének közvetlen kör-
nyezetét leszámítva az nem is számottevô, ott vi-
szont éppen . Másrészt viszont a konden-± B (max)

x /2
zátor felsô szélénél a függôleges lemezekben folyó
áramok hatása csak fele a korábban számított érték-
nek. (Ez a „széleffektus” legegyszerûbben úgy látha-
tó be, hogy gondolatban kiegészítjük a félvégtelen
lemezt egy ugyanolyan árameloszlású másikkal.) A
három lemez áramának eredô mágneses tere tehát a
felsô, vízszintes lemez felett nulla, közvetlenül alat-
ta pedig nagyságú lesz. Ugyancsak eltûnik aB (max)

x

mágneses tér a kondenzátoron kívül és a kondenzá-
tor alatt is, ahogy ezt a 6. ábra szemlélteti. (Az áb-
rán a szürkítés erôssége a mágneses indukció nagy-
ságával arányos.)

A kisütés során kialakuló mágneses mezô az irány-
tû helyén mindvégig nulla lesz, tehát egyáltalán nem
téríti ki az iránytût.

Természetesen sokkal egyszerûbben is meghatá-

6. ábra

B z,t =
z

B t
_
ax x( ) ( )(max)

B t
( )max

x ( )

z = 0

z

z a=

Bx = 0

Bx = 0

Bx = 0

Bx = 0

rozhatjuk a kisülô síkkondenzátor mágneses terét.
Elôször belátjuk, hogy a kondenzátoron kívül nincs
számottevô mágneses indukció. Ha ugyanis csak az
egyik (mondjuk a jobb oldali) lemezben folyna (füg-
gôlegesen lefelé) áram, akkor ez az áram a lemez
közelében a lemezzel párhuzamos, vízszintes irányú
mágneses indukciót hozna létre. Az indukcióvonalak
egyike például a 7. ábrán látható G1 görbe mentén
záródna. A mágneses indukció a görbe két egyenes

164 FIZIKAI SZEMLE 2015 / 5



szakaszán (a közelítôleg érvényes eltolási invariancia
miatt) ugyanakkora nagyságú, de a lemez két oldalán
ellentétes irányú. Fontos megjegyeznünk, hogy az
indukció nagysága (a lemez szélének közvetlen kör-
nyezetét leszámítva) nem függ a lemeztôl mért távol-
ságtól, hiszen a görbére illesztett vízszintes felületen
átfolyó áram sem függ ettôl az adattól.

Vegyük most figyelembe a másik (bal oldali) lemez-

7. ábra

G1

G2

F1

F2

E
·

E
·

i r( )

I t( )

ben függôlegesen felfelé folyó áramokat is. Ezek (ugyan-
abban a magasságban) éppen ugyanakkora nagyságú,
de ellentétes irányú mágneses teret hoznak létre, mint a
jobb oldali lemez áramai. A két mágneses mezô szuper-
pozíciója a lemezeken kívüli térrészben – jó közelítés-
sel – kioltja egymást (hiszen az egyes lemezek mágne-
ses tere nem függ a lemeztôl mért távolságtól), a leme-
zek között pedig a két térerôsség összeadódik.

A kondenzátor belsejében tehát a lemezekkel pár-
huzamos, vízszintes irányú mágneses mezô alakul ki.
A B indukcióvektor nagyságát a kondenzátor aljától z
távolságra lévô G1 görbére alkalmazott integrális Max-
well-egyenletbôl (az eltolási árammal kiegészített
Ampère-féle gerjesztési törvénybôl) olvashatjuk le. A
mágneses örvényerôsség (körfeszültség):

A G1 görbére többféle módon is illeszthetünk felüle-
G1

B Δ r = Bx (z, t ) b.

tet. Ha a vízszintes síkban fekvô F1 felületet választ-
juk, azon a teljes I (t ) áram z /a hányada halad keresz-
tül, az eltolási áram pedig nem metszi a felületet. A
gerjesztési törvény (a jobbkézszabály elôjelét is figye-
lembe véve) most így alkalmazható:

összhangban a Biot–Savart-törvény alapján számított

Bx (z, t ) b = −μ0 I (t ) z
a

, vagyis

Bx (z, t ) = −
μ0 I (t )

a b
z,

értékkel. Ha viszont az F2 felületet (egy éppen hogy
csak kinyitott uzsonnás zacskóra emlékeztetô, a le-
mez zb területû részét körülvevô alakzatot) illesztjük
a G1 görbére, azon egyáltalán nem folynak át valódi

áramok, viszont az eltolási áram ad (a z koordinátával
arányos nagyságú felületen) járulékot.

Ha csak arra vagyunk kíváncsiak, hogy mekkora a
mágneses indukció közvetlenül a kondenzátor alatt,
érdemes a lemezek felezôsíkjában, a 7. ábrán látható
G2 görbén átmenô függôleges síkfelületre alkalmazni
a gerjesztési törvényt. A görbe alsó, vízszintes szaka-
sza közvetlenül a kondenzátor aljánál, a felsô szaka-
sza pedig a kondenzátortól „elegendôen messze” zá-
ródik (bár ez utóbbi távolságot az ábrán nem méret-
arányosan ábrázoltuk). Az összes (valódi + eltolási)
áram ezen a felületen keresztül nulla, tehát a mágne-
ses körfeszültség és a vele arányos Bx (z=0) is nulla.
Még egyszerûbben beláthatjuk ezt az eredményt, ha a
G2 görbére egy olyan felületet illesztünk, amelyik
(jobbról vagy balról) teljesen elkerüli a kondenzátor-
lemezeket. Egy ilyen felületen sem valódi áram, sem
eltolási áram nem halad keresztül, a határgörbéje
mentén tehát a mágneses körfeszültség nulla. A B(r)
indukciómezô csak a görbe alsó szakaszán különböz-
hetne nullától, de mágneses körfeszültség hiányában
még itt is eltûnik, zérus értékû.

2. példa
Egy hosszú, egyenes vezetôt valahol megszakítunk,

és a szakadási helyre két közeli körlapból álló síkkon-
denzátort illesztünk (8. ábra ). Milyen mágneses mezô
alakul ki a vezeték körül és a kondenzátor belsejé-
ben, ha az egyenes vezetôben valamekkora (idôben
nem túl gyorsan változó) áram folyik?

Megoldás: Feltételezzük, hogy d << R és a lemezek jó

8. ábra

I t( ) I t( )

R

d

elektromos vezetése miatt a kondenzátor belsejében
minden pillanatban homogén, a lemezek síkjára me-
rôleges irányú, E0(t ) nagyságú elektromos tér alakul ki,
és ezzel összhangban a lemezek felületi töltéssûrûsége
η = ±ε0 E0(t ) = ±η0(t ) nem függ a helytôl. (A lemezek-
ben áram folyik, ehhez a lemezek egyes pontjai közötti
feszültségre van szükség, tehát a lemezek közti elektro-
mos tér és ezzel együtt a felületi töltéssûrûség szigo-
rúan véve nem lehet homogén. Ez az inhomogenitás
azonban a fémlemezek jó elektromos vezetése miatt
nagyon kicsi, emiatt figyelmen kívül hagyható.)

A lemezekben folyó áram sûrûsége nyilván csak a
szimmetriatengelytôl mért r távolság és az idô függvé-
nye, iránya pedig radiális:
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A (térben) egyenletes töltésfelhalmozódás ténye

i = i (r, t ) r
r

.

lehetôvé teszi, hogy kiszámíthassuk a vonalmenti
áramsûrûséget. Egy r sugarú körön kicsiny Δt idô alatt

töltés halad át, egy kicsit nagyobb (r+ Δr ) sugarú kö-

Q1 = Δ t 2 π r i (r, t )

rön pedig

töltés távozik. Ezek szerint a 2rπ Δr területû körgyû-

Q2 = Δ t 2 π (r Δ r ) i (r Δ r, t )

rûn lévô töltés mennyiségének megváltozása:

ami az η(t ) felületi töltéssûrûség megváltozásával is

Δ Q = Q1 − Q2 = −2 π Δ t Δ (r i ),

kifejezhetô:

A kétféle kifejezés összevetésébôl

Δ Q = 2 π r Δ r Δ η(t ).

vagyis

Δ (r i )
Δ r

= −r Δ η(t )
Δ t

≈ −r η(t) = −r állandó,

adódik. Az r koordinátától nem, de t -tôl függô C1 és

i (r, t ) =
C1

r
C2 r

C2 kifejezéseket a korongba befolyó áram I (t ) erôssé-
ge, illetve a korong szélén nullává váló vonalmenti
áramsûrûség rögzíti:

A mágneses indukciót a két korong radiális áramel-

i (r, t ) = ± I (t )
2 π

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

1
r

− r

R 2
.

oszlása, valamint a két egyenes vezetô árama hozza
létre a Biot–Savart-törvénynek megfelelôen. A radiális
áramok csak a lemezek között hoznak létre teret,
amely a szimmetriatengely körüli koncentrikus erôvo-
nalakkal szemléltethetô, nagysága

(Ezt közvetlen integrálással is meg lehet kapni, de

B (lemezek)
ϕ = μ0 i (r, t ) =

μ0 I (t )

2 π
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

r

R 2
− 1

r
.

elegendô hozzá annak megfontolása, hogy egy adott
helyen lévô mágneses teret a közvetlen közelében
folyó áramok határozzák meg, ahogy azt az 1. példá-
ban láttuk.) Az egyenes vezetô szakaszok járuléka
lényegében ugyanakkora, mint a folytonos, végtelen
hosszú vezetô mágneses tere:

B (két vezeték)
ϕ (r, t ) =

μ0 I (t )

2 π r
,

a teljes mágneses indukció pedig

Ezt az eredményt is könnyen megkaphattuk volna a

B (teljes)
ϕ (r, t ) =

μ0 I (t )

2 π

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

1
r

a lemezeken kívül,

r

R 2
a lemezek között.

gerjesztési törvény integrális alakjából. A vezetéket
koncentrikusan körülvevô kör alakú görbére a mág-
neses körfeszültség 2π rBϕ(r, t ), a körülölelt áram pedig
a kondenzátoron kívül I (t ), a lemezek között pedig
(a „szétkent” eltolási áram miatt) csak I (t ) r 2/R 2.

Érdekes az az eset is, amikor a körlapok között
gyengén vezetô közeg található, és az árameloszlás
stacionárius. Az eltolási áramok ilyenkor nem jelen-
nek meg, szerepüket a velük azonos nagyságú való-
di áramok veszik át. A mágneses mezô ugyanolyan
lesz, mint az idôben változó töltésû kondenzátornál,
és ezt a mezôt most is kiszámíthatjuk a Biot–Savart-
törvény segítségével. A lemezek közötti mágneses
indukciót most elvben valamennyi áram együttes ha-
tása hozza létre, de lemezekre merôleges (valódi,
vezetési) áramok ebben az esetben is nulla járulé-
kot adnak. A lemezek közötti mágneses teret a két
egyenes vezetô és a körlapokban folyó radiális ára-
mok határozzák meg.

3. példa
Szigetelô szálra függesztett, alufóliával bevont

9. ábra

?

csokimikulást (9. ábra ) elektromosan feltöltöttünk.
A mikulás a levegô csekély vezetôképessége miatt

lassan elveszíti töltését. Milyen mágneses teret kap-
nánk a mikulás körül (és annak belsejében) a Biot–
Savart-törvény felhasználásával, ha a kisülés közben
kialakuló áramok eloszlását konkrétan fel tudnánk
írni és az integrálást el tudnánk végezni? (Felte-
hetjük, hogy a levegô vezetôképessége független a
helytôl.)5

·

5 Ez a probléma szerepel a 333 furfangos feladat fizikából címû
feladatgyûjteményben.
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Megoldás: A feltöltött csokimikulás körül elektro-
sztatikus mezô alakul ki, amely megragadja a levegô-
ben található töltéshordozókat, és így elektromos
áram indul meg a „végtelen” felé (valójában a miku-
lástól távoli, földelt vezetôk felé). A mikulást körülve-
vô mágneses teret azonban nemcsak a levegôben
folyó áramok keltik! Az elektrosztatikus tér – a miku-
lás idôben fokozatosan csökkenô töltése miatt – idô-
ben változik, ami az integrális Maxwell-egyenletben
eltolási áram formájában szintén megjelenik. (Ugyan-
akkor – mint láttuk – az eltolási áram a Biot–Savart-
törvényben nem ad járulékot.)

A csokimikulás körül kialakuló mágneses mezô
indukcióvonalai zártak, mert a mágneses mezô forrás-
mentes. Válasszunk ki egy tetszôleges indukcióvonal-
hurkot és egy erre a hurokra illeszkedô zsákfelületet
(ez a 10. ábrán látható szürke felület). Ha a zárt hu-
rokra (a B -vonal irányítottságával megegyezô körüljá-
rási irányban) kiszámítjuk a

mágneses körfeszültséget (más néven örvényerôssé-

B (r) Δ r

get), akkor csak nemnegatív értéket kaphatunk ered-
ményül, hiszen az indukció iránya és a hurok érintôje
által bezárt szög a hurok mentén nulla. Pontosan zé-
rus örvényerôsséget akkor és csak akkor kapunk, ha
a hurok mentén a mágneses indukció értéke azono-
san nulla.

Az Ampère-féle gerjesztési törvény értelmében a

10. ábra

j r( )

B r( )

E = 0

zárt hurok örvényerôssége arányos a hurokra illeszke-
dô zsákfelületen áthaladó eredô áramerôsséggel (ami
a töltések által keltett elektromos áram és a változó
elektromos tér miatt keletkezô eltolási áram összege).
Egy furfangos gondolattal ezt az eredô áramerôsséget
könnyen meghatározhatjuk! A szürke felület helyett
válasszunk olyan zsákfelületet, amely benyúlik a cso-
kimikulás belsejébe, a mikuláson kívül pedig a zárt
hurokra illeszkedô áramvonalak határolják. Mivel a
mikulás belsejében az elektromos térerôsség és az
áramsûrûség is zérus, a zsákfelület mikuláson kívüli
részét pedig nem döfi át sem a töltéshordozók veze-
tési árama, sem pedig elektromos térerôsség (hiszen a
differenciális Ohm-törvény szerint az elektromos tér-
erôsség arányos és azonos irányú az áramsûrûséggel),
így a mágneses mezô örvényerôssége (mágneses kör-

feszültsége) a zsák száját alkotó hurokra zérus. Ez azt
jelenti, hogy a hurok mentén a mágneses indukció
végig nulla.

A mikulás körül tehát nem alakulnak ki indukció-
vonalak, és ugyanez igaz a mikulás belsejére is; a
mágneses indukció értéke az egész térben azonosan
nulla. Ha ugyanezt a mágneses teret a Biot–Savart-
törvény alapján akarjuk kiszámítani, mivel abban az
eltolási áramokat nem kell figyelembe vegyük, a való-
di (vezetési) áramok járuléka önmagában is nulla
lesz. Ezt közvetlen számolással – általános esetben,
tetszôleges alakú mikulásra – nyilván nehéz lenne
igazolni.

4. példa
Milyen mágneses teret hoz létre egy q töltésû, v se-

bességgel mozgó részecske (például egy proton vagy
egy elektron) az r vektorral megadott helyen? Feltehet-
jük, hogy a részecske éppen az origóban tartózkodik,
és hogy a mozgása nemrelativisztikus (v << c ).

Megoldás: A részecske elmozdulása valamely ki-

11. ábra

B r( )

r

v

q
D Dl v= t

I =
q__

tD

csiny Δt idô alatt Δ l = v Δt, és ezen a kis szakaszon
I = q /Δt áramerôsséget képvisel. Így a keresett mág-
neses mezô a Biot–Savart-törvény szerint

Ezt az eredményt az álló ponttöltés mellett elha-

B (r ) =
μ0 I

4 π
Δ l × r

r 3
=

μ0 q

4 π
v × r

r 3
.

ladó megfigyelô „mozgó” koordinátarendszerébôl
(a Lorentz-transzformáció képleteinek felhasználásá-
val) is megkaphatjuk, vagy egy alkalmasan választott
zárt görbére (például a 11. ábrán látható körre) vo-
natkozó örvényerôsségbôl is kiszámíthatjuk. Ezek
mindegyike sokkal bonyolultabb eljárás, mint a Biot–
Savart-törvény alkalmazása, amely során az eltolási
áramok hatásával nem kellett törôdnünk.

A fenti képlet csak közelítôleg igaz; ha a részecske
sebessége összemérhetô a fénysebességgel, a formula
relativisztikus korrekcióit is figyelembe kell vennünk.
Érdekes viszont, hogy ha egy zárt vezetékben folyó
egyenáramot sok ponttöltés mozgásával írjuk le, az
egyes töltések mozgásából adódó, de csak közelítôleg
helyes mágneses terek összege – a részecskék számá-
nak növelésével – a folytonos árameloszlás egzaktnak
tekinthetô Biot–Savart-képletének eredményéhez tart.
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Összefoglalás

A szerkesztôbizottság fizika

tanításáért felelôs tagjai kérik

mindazokat, akik a fizika

vonzóbbá tétele, a tanítás

eredményességének fokozása

érdekében új módszerekkel,

elképzelésekkel próbálkoznak,

hogy ezeket osszák meg a

Szemle hasábjain az olvasókkal!

A Biot–Savart-törvény (amely az elektrosztatikai Cou-
lomb-törvény + szuperpozíció elv mágneses megfelelô-
je) tetszôleges helyen megadja ismert térbeli eloszlású
áramok által keltett mágneses indukciót. A törvény
eredeti formájában egyenáramokra és zárt áramkörök-
re, tehát magnetosztatikai problémákra érvényes.

A Biot–Savart-törvény kiterjeszthetô idôben lassan
változó és nem feltétlenül zárt árameloszlásokra is. A
mágneses indukció pillanatnyi értékét ilyen esetek-
ben is ugyanolyan alakú integrálból lehet kiszámí-
tani, mint a magnetosztatikában. A törvény alkalma-
zásánál csak a valódi (a töltéshordozók mozgásával
kapcsolatos) áramokat kell figyelembe vennünk, az
úgynevezett eltolási áramok nem szerepelnek az in-
tegrálban.

A Biot–Savart-törvény segítségével a valódi ára-
mokból kiszámítható az A (r ) vektorpotenciál, majd
abból rotációképzéssel kapható meg a B (r ) mágne-
ses indukció mezô. Ez utóbbi nyilván forrásmentes
(divB (r ) ≡ 0), örvényerôssége (rotációja) pedig egy
olyan vektormezô, amely a valódi áramok mellett
még egy másik tagot, az eltolási áramot, pontosab-
ban annak

Coulomb-részét is tartalmazza:

j (Coulomb)
eltolási = ε0 E (Coulomb)

A Biot–Savart-törvényben tehát rejtve „benne van” az

jvalódi

↓ (Biot–Savart törvény)

A (r )

↓ (rotációképzés)

B (r )

↓ (rotációképzés)

jvalódi j (Coulomb)
eltolási .

eltolási áram örvénymentes (Coulomb) része, jóllehet
az a törvényt megfogalmazó integrálban expliciten

nem jelenik meg. Az eltolási áram Faraday-féle (di-
vergenciamentes) összetevôje a lassan változó terek-
nél elhanyagolhatóan kicsi a valódi áramok és az
eltolási áram Coulomb-féle (rotációmentes) kompo-
nense mellett.

Ha a mágneses indukciót nem a Biot–Savart-tör-
vénybôl, hanem az Ampère-féle gerjesztési törvény-
bôl akarjuk meghatározni, abban a mágneses induk-
ció tényleges teljes örvényerôsségével, tehát a valódi
és az eltolási áramok összegével kell számolnunk.

Az elmondottak természetesen csak a „lassú válto-
zásoknak” megfelelô közelítés pontosságával érvé-
nyesek. A „pontos” képletek annyiban térnek el az itt
tárgyaltaktól, hogy egy adott r helyen és t idôpilla-
natban kialakuló elektromos és mágneses térerôssé-
gekhez járulékot adó r ′ pontbeli áramokat és a töl-
téseket nem ugyanabban a t idôpontban, hanem egy
korábbi

(úgynevezett retardált ) idôpontban kell „néznünk”. A

t ′ = t − r ′ − r
c

t− t ′ idôkülönbség éppen az az idôtartam, amely alatt
valamilyen (fénysebességgel terjedô) információ eljut-
hat r ′-bôl r -be. Kvázistacionárius közelítésben ezt az
idôkülönbséget elhanyagoljuk és az erôtereket az
áram- és töltéseloszlások pillanatnyi értékeibôl szá-
moljuk, továbbá nem vesszük számításba az eltolási
áram Faraday-összetevôjét. Az antennák elméleti le-
írásában a kvázistacionárius közelítés érvényességi
köre az úgynevezett statikus zónának (másnéven
közelzónának) felel meg, vagyis azoknak a térbeli
távolságoknak, amelyek az adott frekvenciájú elektro-
mágneses sugárzás hullámhosszánál sokkal közelebb
vannak a hullámforrásokhoz.
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