
1. ábra. f1: f2 = 1:1 rezgésszámarányú Lissajous-görbe. 2. ábra. f1: f2 = 5:3 rezgésszámarányú Lissajous-görbe.

LISSAJOUS-GÖRBÉK ELÔÁLLÍTÁSA FERDESZÖGÛ
REZGÉSEK EGYMÁSRA TEVÔDÉSÉVEL

Inczeffy Szabolcs Zsombor
Ócsai Bolyai János Gimnázium

Lissajous-görbék

Ismeretes, hogy a Lissajous-görbék merôleges rezgé-
sek egymásra tevôdéseként jönnek létre. A rezgések
amplitúdóját, frekvenciáját, illetve kezdôfázisát vál-
toztatva különbözô méretû és alakú látványos görbé-
ket, alakzatokat kapunk.

A GeoGebra (ingyen letölthetô) számítógépes prog-
ram segítségével a Lissajous-görbe a két rezgés egy-
másra tevôdésének nyomvonalaként jön létre.

Az 1. és 2. ábrákon látható P pont helyzetét meg-
határozó p vektor a p1 és a p2 vektorok összege. A p1

és p2 vektorok hosszát és irányítását a

p1 = A1 cos 2 π f1 t = A1 sin
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

2 π f1 t π
2

ϕ 1

és a

rezgés (kitérés) egyenletek határozzák meg. Ahol A1 és

p2 = A2 sin 2 π f2 t ϕ 2

A2 a rezgések legnagyobb kitérését, f1 és f2 a rezgésszá-
mokat, t az idôt, ϕ1 és ϕ2 a kezdôfázisokat jelölik.

A p vektor nagyságát Pitagorasz tételével a

összefüggésbôl számolhatjuk ki, míg irányát a

p = p 2
1 p 2

2

képlettel határozhatjuk meg!

tgϕ =
p2

p1

⇒ ϕ = arctg
⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

p2

p1

278 FIZIKAI SZEMLE 2015 / 7–8



Sajátos esetben, ha A1 = A2,

3. ábra. a) általános háromszög és b) egységsugarú (trigonometrikus) kör.
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a) b)

f1 = f2 és ϕ1 = ϕ2, akkor a
nyomvonal egy kör (1. ábra ),
ha A1 = A2, ϕ1 = ϕ2 és f1 ≠ f2, de
a rezgésszámok úgy arányla-
nak egymáshoz, mint a termé-
szetes számok ( f1: f2 = n1:n2),
akkor a 2. ábrához hasonló
görbét kapunk.

A következôkben megvizs-
gáljuk a Lissajous-görbék elô-
állítását egymással ferde szö-
get bezáró rezgések összege-
ként. Ehhez szükségünk lesz
az általános háromszögben,
illetve a trigonometrikus (egy-
ség sugarú) körben értelmezett
általános szögfüggvényekre.

Általános szögfüggvények
Az általános szögfüggvények definíciói

A hagyományos szögfüggvényeket derékszögû há-
romszögben szokás értelmezni, illetve az egységnyi
sugarú kör segítségével az értelmezést tetszôleges
(forgás) szögekre is ki lehet terjeszteni.

Felvetôdik a kérdés, hogy tovább lehet-e általánosí-
tani a szögfüggvényeket, azaz az általános háromszög-
ben lehet-e általános (alakú) szögfüggvényeket értel-
mezni? A válasz igen, sôt bizonyos esetekben az általá-
nos szögfüggvényeket elônyösebben lehet használni,
mint egyéb tételeket, de lássuk mirôl is van szó!

Az általános háromszögben (3.a ábra ), a szokásos
jelöléseket használva és az α-t tekintve alapszögnek, a
következô szögfüggvényeket értelmezhetjük:

ha α+γ ≠ 0°. Természetesen α, β, γ ≠ 0° vagy 180° és

sinα γ = c
a

, cosα γ = b
a

,

tgα γ = c
b

, ctgα γ = b
c

,

α+β+γ = 180°, illetve a, b, c ≠ 0.
Ha α = 90°, akkor visszakapjuk a hagyományos

szögfüggvényeket, például sin90°γ = sinγ.
Általánosabb definíciókat a trigonometriai (egység-

nyi sugarú) kör segítségével adhatunk meg: ha |CB|
= |CA′| = |C ′A″| = 1, akkor a 3.b ábra szerint (a
szakaszok valójában elôjeles szakaszok):

Egy adott háromszög esetén a definíciók segítségé-

sinα γ = A B, ahol α ≠ k 180° ,

cosα γ = C A, ahol α ≠ k 180° ,

tgα γ = A′ B ′ , ahol γ ≠ −α k 180° ,

ctgα γ = C ′ A″ , ahol γ ≠ k 180° és k egész szám.

vel könnyen bizonyíthatók a következô összefüggések:

illetve

tgα γ = 1
ctgα γ

=
sinα γ
cosα γ

,

A szögeket megfelelôen felcserélve még öt, a fentiek-

sinαγ = 1
sinγ α

= cosαβ = 1
cosγ β

=

= tgβγ = 1
tgβα

= ctgβα = 1
ctgβγ

.

hez hasonló, összefüggést tudunk felírni.

Az általános szögfüggvények kiszámítása

A szinusztétel segítségével könnyen igazolható, hogy

de ennél több is igaz:

sinαγ = sinγ
sinα

,

Ez az összefüggés az alapszög változtatását teszi lehe-

sinαγ =
sinδγ
sinδα

.

tôvé. Továbbá igaz, hogy

A bizonyítások és az általános szögfüggvények egyéb

cosαγ = sinαβ = sin(α γ )
sinα

,

tgαγ =
sinαγ
cosαγ

= sinγ
sin(α γ )

és

ctgαγ = sin(α γ )
sinγ

.

tulajdonságai az irodalomjegyzékben megtalálhatók.
Lássunk egy példát, számítsuk ki a tg45°45° értékét!

A fenti összefüggés segítségével:

tg45°45° = sin45°
sin(45° 45°)

= sin45°
sin90°

= 1

2
.
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A programozható számológépek vagy a számítógé-

4. ábra. Az α = 45°-os alapszögû szögfüggvények grafikus képei.

5. ábra. A v vektor felbontása két egymással α szöget bezáró irány
szerint.

a1

a2

180°–a

180°–a

e1

v1

e2

v2

e

v

1.

2.

pek segítségével könnyen kiszámítható az értelmezési
tartományon belüli tetszôleges szög tetszôleges alapú
szögfüggvényértéke.

Grafikus kép

Az általános szögfüggvények grafikus képei hasonlók
a 90°-os alapszögûekéhez, csak az értékhelyek és az
értékek mások. Az 4. ábrán az α = 45°-os alapszögû
szögfüggvények grafikus képei nyomvonalként ábrá-
zolva láthatók.

Alkalmazás

A továbbiakban vizsgáljuk meg az általános szögfügg-
vények alkalmazását a vektorok ferdeszögû koordiná-
ta-rendszerben történô felbontásakor keletkezett kont-
ravariáns koordináták kiszámítására (5. ábra )!

Az 1., illetve 2. irányokba esô egységvektorok u1,
illetve u2, így a v vektor irányába esô e egységvektor:

ahol e1 és e2 az e egységvektor 1., illetve 2. irányba

e = cos180° − αα1 u1 cos180° − αα2 u2 = e1 e2 ,

esô összetevô vektorai. A v = v1 + v2, ahol v1 = v1 u1

és v2 = v2 u2. A kontravariáns koordinátákra, pedig a
v1 = vcos180°−αα1 és a v2 = vcos180°−αα2 összefüggéseket
írhatjuk fel. Könnyen ellenôrizhetô, hogy α = 90°
esetben, vagyis derékszögû koordináta-rendszerben,
visszakapjuk a szokásos koordinátákat.

Látható tehát, hogy a kontravariáns koordináták
felírása (kiszámítása) olyan egyszerûvé válik, mint
derékszögû koordináta-rendszer esetén.

Lissajous-görbék ferdeszögû
koordináta-rendszerben

Az általános szögfüggvények, illetve a GeoGebra utol-
só alkalmazásaként vizsgáljuk meg az egymással fer-
de szöget (α ≠ 90°) bezáró rezgések egymásra tevô-
dését, amely a Lissajous-görbékhez hasonló görbék
elôállítását teszi lehetôvé!

A P pont nyomvonalát továbbra is a p1 és a p2 vek-
torok összege határozza meg. A p1 és a p2 vektorok
hosszát és irányát a

p1 = A1 cosπ−α(2 π f1 t ϕ 1) =

= A1

sin(2 π f1 t π − α ϕ 1)

sin(π − α)
=

= A1′ sin(2 π f1 t π − α ϕ 1) ,
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valamint a

6. ábra. a) az f1: f2 = 1:1 és b) az f1: f2 = 2:3 rezgésszámarányú Lissajous-görbéhez hasonló görbe.

a) b)

rezgés (kitérés) egyenletek határozzák meg, ahol az

p2 = A2 sinπ−α(2 π f2 t ϕ 2) =

= A2

sin(2 π f2 t ϕ 2)

sin(π − α)
= A2′ sin(2 π f2 t ϕ 2)

a legnagyobb kitérések. A p vektor nagyságát a koszi-

A1′ =
A1

sin(π − α)
és az A2′ =

A2

sin(π − α)

nusztétel (általános Pitagorasz-tétel) segítségével, a

összefüggésbôl számolhatjuk ki, míg a vektor irányát a

p = p 2
1 p 2

2 − 2 p1 p2 cosα

képletbôl (egyenletbôl) határozhatjuk meg.

tgπ−αϕ = sinϕ
sin(α − ϕ )

=
p2

p1

Sajátos esetben, ha A1 = A2, f1 = f2 és ϕ1 = ϕ2, akkor
a nyomvonal egy kör (1. ábra ), ha A1 = A2, ϕ1 = ϕ2 és
f1 ≠ f2, de a rezgésszámok úgy aránylanak egymáshoz,
mint a természetes számok ( f1: f2 = n1:n2), akkor a 2.
ábrához hasonló görbét kapunk (6.a és 6.b ábra ).
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