LISSAJOUS-GORBEK ELOALLITASA FERDESZOGU
REZGESEK EGYMASRA TEVODESEVEL

Lissajous-gorbék

Ismeretes, hogy a Lissajous-gorbék merdleges rezge-
sek egymasra tevédéseként jonnek létre. A rezgések
amplitadojat, frekvencidjat, illetve kezddéfazisat val-
toztatva kiilonbozé méretd és alaka latvanyos gorbé-
ket, alakzatokat kapunk.

A GeoGebra (ingyen letolthetd) szamitogépes prog-
ram segitségével a Lissajous-gorbe a két rezgés egy-
masra tevédésének nyomvonalaként jon 1étre.

Az 1. és 2. abrakon lithaté P pont helyzetét meg-
hatarozo p vektor a p, és a p, vektorok Osszege. A p,
és p, vektorok hosszat €s iranyitasat a

D, = Ajcos(2m fi 1) = Alsin(2nf1t+% +(pl)

1. abra. f. f; = 1:1 rezgésszamaranyu Lissajous-gorbe.

Inczeffy Szabolcs Zsombor
Ocsai Bolyai Janos Gimnazium

D, = Asin(2T [+ ¢,)

rezgés (kitérés) egyenletek hatirozzdk meg. Ahol 4, és
A, a rezgések legnagyobb kitérését, f; és f, a rezgéssza-
mokat, taz idét, @, és @, a kezddfazisokat jelolik.

A p vektor nagysagat Pitagorasz tételével a

p =D+

Osszefliggésbdl szamolhatjuk ki, mig iranyat a

tg(p=% :>(p=arctg&

1 1

képlettel hatarozhatjuk meg!

2. dbra. . f, = 5:3 rezgésszamaranyu Lissajous-gorbe.
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Sajatos esetben, ha 4, = A4,,
fi =L é @ = ¢, akkor a
nyomvonal egy kor (1. abra),
ha 4, =4, ¢, =9, /i #/, de
a rezgésszamok Ugy aranyla-
nak egymashoz, mint a termé-
szetes szamok (fj: f, = n;:my),
akkor a 2. dabraboz hasonlo

gorbét kapunk.

A kovetkezGkben megvizs-
galjuk a Lissajous-gorbék els-
allitasat egymassal ferde szo-
get bezar0d rezgések Osszege-
ként. Ehhez sziikségiink lesz a)
az altalanos haromszogben,
illetve a trigonometrikus (egy-
ség sugart) korben értelmezett
altalanos szogfliiggvényekre.

Altaldnos szogfiiggvények
Az dltalanos szogfliggvények definicioi

A hagyomanyos szogfluiggvényeket derékszogl ha-
romszogben szokas értelmezni, illetve az egységnyi
sugari kor segitségével az értelmezést tetszGleges
(forgas) szogekre is ki lehet terjeszteni.

Felvet6dik a kérdés, hogy tovabb lehet-e altalanosi-
tani a szogfliggvényeket, azaz az altalanos haromszog-
ben lehet-e altalanos (alak®) szogfliggvényeket értel-
mezni? A valasz igen, s6t bizonyos esetekben az altala-
nos szogfliggvényeket elényodsebben lehet hasznalni,
mint egyéb tételeket, de lassuk mirdl is van szo!

Az altalanos haromszogben (3.a dbra), a szokdsos
jeloléseket hasznalva és az o-t tekintve alapszognek, a
kovetkezd szogfliggvényeket értelmezhetjiik:

sin Yy = £ cos Y = b
o ﬂ’ o ﬂ’

c b

tgq’y = _b’ Ctga'Y = ?’

ha o+y # 0°. Természetesen a, B, Y # 0° vagy 180° és
o+B+y = 180°, illetve a, b, ¢ # 0.

Ha o = 90°, akkor visszakapjuk a hagyomianyos
szogfiggvényeket, példaul siny,y = siny.

Altalinosabb definiciokat a trigonometriai (egység-
nyi sugara) kor segitségével adhatunk meg: ha | CB|
= |CcA'| = 1C’A”] =1, akkor a 3.b dbra szerint (a
szakaszok val6jdban elGjeles szakaszok):

sin,y = AB, ahol o # k-180°,
cos,Y = CA, ahol a# k-180°,
tg, Y = A B’, ahol y # —o + k-180°,
ctg,y = C" A7, ahol y # k-180° és k egész szam.
Egy adott haromszog esetén a definiciok segitségé-
vel konnyen bizonyithatok a kovetkezs Osszefliggések:
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b)

3. dbra. a) altalanos haromszog €s b) egységsugart (trigonometrikus) kor.

oy = 1 _ sin,y
Sa ctg, Y  cos Y’
illetve
. 1 1
singy = — = cos P = =
@ sin, o “ cos,B
1 1
=tg,y = —— = Ctg,0 = :
b (g, 0 B ctg,Y

A szogeket megfelelGen felcserélve még 6t, a fentiek-
hez hasonlo6, 6sszefliggést tudunk felirni.

Az dltaldnos szogfliggvények kiszamitasa

A szinusztétel segitségével konnyen igazolhat6, hogy

. siny
sinyy = ——,
sina
de ennél tobb is igaz:
sin Y = singY
o singoL

Ez az Osszefliggés az alapszog valtoztatasat teszi lehe-
tévé. Tovabba igaz, hogy

cos,y = sin f = —sin(q(;y)
sin
sin,y siny P
t = = R
8a¥ cos,y sin(al + ) ©
ctg,y = —sing);; ) .

A bizonyitasok és az altalanos szogfiiggvények egyéb
tulajdonsigai az irodalomjegyzékben megtalalhatok.

Lassunk egy példat, szamitsuk ki a tg,.45° értékét!
A fenti Osszefliggés segitségével:

sin45° _ sin45° _ 1
sin(45° +45°) 5in90° \/E

(8,5 45° =
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4. abra. Az o. = 45°-0s alapszogu szogfiiggvények grafikus képei.

A programozhat6 szamologépek vagy a szamitogé-
pek segitségével konnyen kiszamithat6 az értelmezési
tartomdnyon belili tetszSleges szog tetszGleges alapu
szogfliggvényértéke.

Grafikus kép

Az altalanos szogfliggvények grafikus képei hasonlok
a 90°-os alapszoglekéhez, csak az értékhelyek és az
értékek masok. Az 4. abran az o = 45°-0s alapszogl
szogfiggvények grafikus képei nyomvonalként abra-
zolva lathatok.

Alkalmazas

A tovabbiakban vizsgaljuk meg az altalanos szogfligg-
vények alkalmazisat a vektorok ferdeszogi koordina-
ta-rendszerben torténd felbontasakor keletkezett kont-
ravarians koordinatak kiszamitasara (5. dabra)!

5. abra. A v vektor felbontdsa két egymassal o szoget bezaro irany
szerint.
1.
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Az 1., illetve 2. irAinyokba es6 egységvektorok u,,
illetve m,, igy a v vektor iranydba esG e egységvektor:

€ = COSpgpe g

alul + COS]SO“—O(azuZ = el +eZ’
ahol e, és e, az e egységvektor 1., illetve 2. irdinyba
esG Osszetevl vektorai. Av =v, +v,, aholv, = vu,
és v, = v,u,. A kontravariins koordinatidkra, pedig a
U} = UCOS gpo_o0l; €5 A U, = VCOS g00_, 0L, Osszefliggéseket
irhatjuk fel. Konnyen ellenérizhets, hogy o = 90°
esetben, vagyis derékszogl koordinata-rendszerben,
visszakapjuk a szokdsos koordinatikat.

Lathatd tehat, hogy a kontravaridns koordinatik
felirasa (kiszamitasa) olyan egyszerGvé valik, mint
derékszogl koordindta-rendszer esetén.

Lissajous-gorbék ferdeszogu
koordinata-rendszerben

Az altalanos szogfliggvények, illetve a GeoGebra utol-
s6 alkalmazasaként vizsgaljuk meg az egymassal fer-
de szoget (a # 90°) bezard rezgések egymasra tevs-
dését, amely a Lissajous-gorbékhez hasonlo gorbék
elGallitasat teszi lehetGvé!

A P pont nyomvonalat tovabbra is a p, és a p, vek-
torok Osszege hatirozza meg. A p, és a p, vektorok
hosszat és iranyat a

p, =Acos Qm fit+) =

SINQm fit+m—0+@)
sin(m — o)

1

= A sinQm i1+ -0+,
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6. dbra.a) az f: f, = 1:1 és b) az f: f, = 2:3 rezgésszamardnyu Lissajous-gorbéhez hasonlé gorbe.

valamint a
p, = Aysin,_ Q2w fit+¢,) =

SRR i)
= Azm = A sin2m f,t+¢))

rezgés (kitérés) egyenletek hatarozzak meg, ahol az

’ Al - ’ A
= — — _¢ésaz A5 =

A 2
! sin(mt — o) 2

sin(m — o)

a legnagyobb kitérések. A p vektor nagysagat a koszi-
nusztétel (altalanos Pitagorasz-tétel) segitségével, a

p=\pt+p:-2p,p,cosol

osszefliggésbdl szamolhatjuk ki, mig a vektor iranyat a

sin@ _ b,

Bee® T Snta-@) b,

képletbdl (egyenletbsD) hatarozhatjuk meg.

Sajatos esetben, ha 4, = A4,, f; = f, és @, = @,, akkor
a nyomvonal egy kor (1. dbra), ha A, = A,, ¢, = @, és
Si #/, de a rezgésszamok Ggy aranylanak egymashoz,
mint a természetes szamok (f: f, = n;: n,), akkor a 2.
dabrdahoz hasonlo gorbét kapunk (6.a és 6.b abra).

Irodalom

1. Budé A.: Kisérleti fizika II., Tankonyvkiado, Budapest, 1979.

2. Inczeffy Sz.: A trigonometrikus fliggvények altalanos alakjai. A
matematika tanitdasa 3/3 (1995).

3. Inczefty Sz.: A GeoGebra szamitogépes program felhaszndldsa,
Lissajous-gorbék eloallitdasara derékszogil, illetve ferdeszogii rez-
gések egymdsra tevodéseként. Mihelyvezetés az 58. Orszagos
Fizikatanari Ankét és Eszkozbemutaton, Héviz, 2015.

281





