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Mindennapi életünkben körülvesznek minket a szá-
mok és e számoknak olykor érdekes és meglepô tu-
lajdonságaik vannak. Az egyik ilyen meglepô tulaj-
donságot Benford-törvénynek nevezzük. Bármilyen
furcsa és szinte hihetetlen is a törvény által leírt jelen-
ség, annak igazságáról bárki könnyedén meggyôzôd-
het. Mégis kevéssé ismert még a tudomány mûvelôi
körében is. Pedig a törvénynek már különbözô gya-
korlati felhasználásai is vannak. E cikk apropóját egy
olyan alkalmazás adja, amely – mint megmutatjuk –
teljesen hibásan használja a törvényt.

Egy kis történelem

A 19. század végén Simon Newcomb, egy kanadai–
amerikai matematikus és csillagász érdekes felfedezést
tett logaritmustáblázatok tanulmányozása közben. A
Fizikai Szemle olvasóinak jó része talán már nem is
tudja, mi az, hogy logaritmustáblázat. Az elektronikus
számológépek elterjedése elôtt ilyen táblázatok könnyí-
tették meg különbözô matematikai mûveletek elvégzé-
sét, tehát például a tudósok gyakran forgatták a köny-
vekbe rendezett táblázatokat. Newcomb azt találta,
hogy a könyvek elsô oldalai sokkal inkább kopottak
voltak, mint a hátrébb található oldalak. Mivel a köny-
vekben a listák az egyes számtól kezdôdnek és a kilen-
ces számjeggyel kezdôdô számokkal végzôdnek, így a

könyvek kopása alapján úgy tûnt, a felhasználók gyak-
rabban keresnek alacsony számjeggyel kezdôdô szá-
mokat, mint magas kezdôszámjegyûeket.

Newcomb meglepô felfedezése hosszú idôre fele-
désbe merült, mígnem 1938-ban a General Electric
fizikusa, Frank Benford újra rábukkant a jelenségre.
Az ebbôl a felfedezésbôl születô „törvény” ezért az ô
nevét viseli: az elsô számjegyek Benford-törvénye,
vagy egyszerûen csak Benford-törvény [1]. A tábláza-
tok kopását úgy értelmezte, hogy a természetben
vagy a mindennapi életünkben gyakrabban fordulnak
elô kis számjeggyel kezdôdô számok.

Ezt a meglepô lehetôséget Benford igen alapos
ellenôrzésnek vetette alá. A tudomány és a mindenna-
pok számos különbözô területérôl vett adatokat,
számsorokat, és az elsô számjegyek eloszlását vizsgál-
ta bennük. Adatbázisában megtalálhatók voltak fizikai
és matematikai állandók, molekulatömegek, földrajzi
adatok, mint például folyók hossza és tavak területe,
amerikai települések lélekszáma, híres emberek utca-
házszáma, vagy akár halálozási statisztikák is. Azt
találta, hogy az adatsorok nagy többségére valóban
igaz, hogy az elsô számjegyek eloszlása nem egyenle-
tes, hanem a kis számok irányába torzult. Például az
egyessel kezdôdô számok több mint hatszor gyako-
ribbak, mint a kilencessel kezdôdôek.

Aki hitetlenkedve fogadja ezeket az eredményeket,
annak javaslunk egy próbát. Listázza ki az összes szá-
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mot a Fizikai Szemle azon példányából, amit éppen a

1. ábra Az elsô számjegyek eloszlása a Benford-törvény szerint.

re
la

tív
el

õ
fo

rd
u

lá
s

0,35

0,3

0,25

0,2

0,15

0,1

0,05

0

1

2

3

4

5
6
7
8
9

10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
elsõ számjegy

kezében tart és vizsgálja meg az elsô számjegyek el-
oszlását! Álljuk a fogadást, hogy az adatok hibahatá-
ron belül követni fogják a Benford-törvény alább is-
mertetett matematikai alakját.

A Benford-törvény matematikai jellegzetességei
és alkalmazási lehetôségei

A Benford által vizsgált adatok eloszlása jól leírható
egy egyszerû képlettel. Annak a valószínûsége, hogy
egy szám elsô számjegye d a következôképpen adha-
tó meg:

Ezen valószínûségeket mutatja az 1. ábra. Például

(1)P (d ) = log10
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annak a valószínûsége, hogy egy szám egyessel kez-
dôdik, 30,1% (majdnem minden harmadik szám egyes-
sel kezdôdik!), míg annak, hogy kilencessel, 4,6%. Ve-
gyük észre, hogy a valószínûségek megegyeznek an-
nak esélyével, hogy egy logaritmikus skálán ábrázolt
számegyenesen az 1 és 10 között véletlenszerûen kivá-
lasztott pontnak mi az elsô számjegye. Ennek illusztrá-
lása szintén szerepel az 1. ábrán.

Cikkünk további mondanivalója szempontjából lé-
nyegtelen, de a teljesség kedvéért megemlítjük, hogy a
nem egyenletes eloszlás nemcsak a számok elsô, ha-
nem késôbbi számjegyeire is érvényes. Ám ez már
messze nem olyan szembeszökô, mint az elsô számje-
gyek esetén. A második számjegyben például a nulla
gyakorisága 12%, a kilencesé pedig 8,5%. Ez már csak
elegendôen nagy adathalmaz esetén mutatható ki.

Természetesen a tízes számrendszer kiválasztásá-
nak nincs kitüntetett szerepe. Ha a Benford-törvény-
nek eleget tevô adatsort átszámítjuk egy tetszôleges
(nem túl nagy) alapú számrendszerbe, akkor az így
nyert új adatsor szintén teljesíti a törvényt az adott
számrendszerben kifejezve. Az (1) képlettel adott
valószínûség általános alakja n alapú számrendszer-
ben adott számok esetén tehát:

A Benford-törvény elsô látásra meglepô tulajdonsá-

(2)P (d ) = logn
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ga a skálafüggetlenség. Nem számított, hogy Frank
Benford például a vizsgált folyók hosszát kilométer-
ben, mérföldben vagy akár lábban adta meg, az ada-
tok minden esetben követték a törvényt. Ha tehát egy
adatsorunk követi a törvényt, akkor ha minden adatot
megszorzunk egy tetszôleges nemnulla állandóval,
akkor az így elôállt adatsor is követni fogja a törvényt.
Ez a jellegzetesség jó lehetôséget teremt annak ellen-
ôrzésére, hogy egy adatsor ténylegesen követi-e a
törvényt, mint ezt a késôbbiekben láthatjuk.

A Benford-törvény gyakorlati felhasználása is léte-
zik, méghozzá meglepô területeken. Az alkalmazás

fôképpen azon alapul, hogy az emberek nem isme-
rik a törvényt. Ha egy adatsornak valamilyen okból
követnie kell a törvényt, de ezt mégsem teszi, az
gyanús. Tehát könnyen leleplezhetôvé válik az adat-
sort létrehozó olyan ember, aki nem ismeri a tör-
vényt. Ezért leggyakrabban csalások leleplezésére
használják a Benford-törvényt. Az elsô számjegyek
eloszlását vizsgálva derítettek már fel adócsalásokat,
választási visszaéléseket, lepleztek le hamisított adat-
sort használó egyetemi szakdolgozót. Sôt, a Benford-
törvény alapján végzett ellenôrzés még azt is meg-
mutatta, hogy Görögország „kozmetikázta” államház-
tartási adatait [2].

Csalások leleplezésén kívül is van példa a törvény
használatára. Megvizsgálták például földrengés-érzé-
kelô szeizmométerek adatait és más eloszlást találtak
az elsô számjegyekben egy adott földrengést megelô-
zô adatokban és a rengés során [3]. Szintén próbálták
alkalmazni radioaktív izotópok felezési idejét szolgál-
tató elméletek tesztelésére. Mint megmutatjuk, hibá-
san. Errôl szól cikkünk hátralévô része.

Radioaktív izotópok bomlásának felezési ideje

A 21. század elejére – fôként a radioaktív ionnyalá-
bokkal végzett kutatásoknak köszönhetôen – több
mint 3500 különbözô (eltérô proton- vagy neutron-
számú) izotópot ismerünk. Ezen izotópok döntô
többsége radioaktív és általában ismerjük bomlásuk
felezési idejét is. Mit mutat az ismert izotópok felezési
idôibôl képzett adatsor, ha megvizsgáljuk a Benford-
törvény szempontjából?

2008-ban Dongdong Ni és Zhongzhou Ren egy
rangos folyóiratban publikálták cikküket, amelyben
megvizsgáltak mintegy 3000 radioaktív izotópot és
azt találták, hogy felezési idôik jól követik a Ben-
ford-törvényt [4]. A tapasztalaton felbuzdulva a szer-
zôk a háttérben rejlô fizikai okokat boncolgatták, és
odáig jutottak, hogy a Benford-törvénnyel való ösz-
szevetés alkalmas lehet olyan elméleti modellek
ellenôrzésére, amelyekbôl bomlások felezési ideje
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származtatható. Mint alább megmutatjuk, ez az el-

2. ábra. A NUBASE2003 adatbázisban található felezési idôk elsô
számjegyeinek eloszlása.
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1. táblázat

A felezési idôk adatbázisában az adott elsô számjegyek
elôfordulásának száma, illetve

a Benford-törvény által jósolt értékek

elsô
számjegy

elôfordulások tapasztalt
száma az adatbázisban

Benford-törvény alapján
várt elôfordulásszám

1 701 692 ± 22

2 405 405 ± 18

3 281 287 ± 16

4 210 223 ± 14

5 209 182 ± 13

6 149 154 ± 12

7 112 133 ± 11

8 119 118 ± 11

9 112 105 ± 10

3. ábra. Skálázási teszt: az egyesek elsô számjegyként való relatív
elôfordulása a felezési idôk többszöri, 1,01-dal való megszorzása
után.
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képzelés a törvény teljesen hibás értelmezésébôl
fakad és a leírt formában nem alkalmas elméleti mo-
dellek tesztelésére.

Elôtte azonban végezzük el saját vizsgálatunkat a
felezési idôk adatbázisán! Ehhez a vizsgálathoz az
adatokat a NUBASE2003 adatbázisból vettük [5]. Nem
vettük figyelembe azokat az izotópokat, ahol nem
konkrét érték, hanem csak alsó vagy felsô határ volt
megadva. Így összesen 2298 adatból indultunk ki. Az
analízis eredménye látható a 2. ábrán, illetve a szám-
szerû értékeket az 1. táblázat tartalmazza. Mint lát-
hatjuk, a felezési idôkben az elsô számjegyek eloszlá-
sa valóban jól követi a Benford-törvény által diktált
elvárásokat az adott mintanagyságra jellemzô hibaha-
táron belül. A Benford-törvény várható hibáját a bino-
miális eloszlás standard bizonytalansága alapján ad-
tuk meg.

A Benford-törvény skálainvarianciáját kihasználva
adatsorunkat még alaposabb tesztnek vethetjük alá,
hogy a törvénynek való engedelmességet még erô-

sebben bizonyíthassuk. Az adatbázisban található
minden egyes értéket egy tetszôleges állandóval szo-
rozva megvizsgálhatjuk, hogy például az adatok hány
százaléka kezdôdik egyes számjeggyel. Ennek a szá-
zaléknak mindig az elvárt 30,1% közelében kell len-
nie, akárhányszor végzünk is új skálázást. Tesztünk-
höz az 1,01 értéket választottuk skálázási tényezô-
ként. Ezzel a számmal szoroztuk meg a teljes adatbá-
zist egymás után több száz alkalommal és minden
lépésben vizsgáltuk az egyes, mint elsô számjegy gya-
koriságát. E skálázási teszt eredménye található a 3.
ábrán. Jól látható, a gyakoriság a Benford-törvény
várhatóértéke, 30,1% körül ingadozik, nagyjából a
hibatartományon belül. Tehát a skálázási teszt is egy-
értelmûen bizonyítja, hogy a felezési idôk valóban
követik a Benford-törvényt.

Ha a felezési idôk ilyen kiválóan követik a tör-
vényt, miért állítjuk azt, hogy mégsem alkalmas a tör-
vény elméleti modellek tesztelésére? Az indokolás-
hoz elôször lássuk, hogy mi van a törvény mögött! Ez
azért fontos, mert bár nem túlságosan bonyolult do-
logról van szó, mégis érdekes és olykor hajmeresztô
magyarázatok láttak napvilágot arra, hogy a törvény
miért ír le jól oly sok, mindennapi életünkben fel-
bukkanó adatsort. Például még maga Benford is
olyan magyarázattal próbált szolgálni, hogy míg mi
emberek úgy számolunk, hogy 1, 2, 3, …, addig a
természet úgy számol, hogy e 1, e 2, e 3, …. Ilyen
misztikus magyarázatokra természetesen nincs szük-
ség. Olyannyira nincs, hogy megmutatható, ha egy
adatsorban az elsô számjegyek eloszlása skálainva-
riáns, akkor az adatoknak szükségképpen követniük
kell a Benford-törvényt.

Mikor teljesül egy adatsorra a Benford-törvény?

Az a feltétel, hogy egy szám egy adott számjeggyel
kezdôdik, könnyebben kifejezhetô a szám logaritmu-
sának használatával. Valóban, egy x szám akkor és
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csak akkor kezdôdik például egyes számjeggyel, ha

4. ábra. A skálázás hatása az 1-ek eloszlására. A szürke csíkos rész-
re esô számok a skálázás után már nem fognak 1-gyel kezdôdni,
míg a fekete részek a skálázás elôtt nem kezdôdtek 1-gyel, de utána
már igen. A szürke részre esô számok a skálázás elôtt és után is
1-gyel kezdôdnek.
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5. ábra. Felezési idôk elôfordulása.
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logaritmusára igaz, hogy

ahol n egy tetszôleges egész szám. Hasonló összefüg-

n ≤ log(x ) < n 0,301,

gés írható fel bármely más kezdôszámjegy esetén is.
Mit jelent a skálainvariancia a logaritmus használata
esetén? Az adatok konstanssal való szorzása a logarit-
musnál egy konstans hozzáadását jelenti:

ahol a′ = log(a ). Egy a konstanssal való szorzás után

log(a x ) = log(x ) a′ ,

tehát annak valószínûsége, hogy az elsô számjegy
egyes újra a következô:

tehát

n ≤ log(a x ) < n 0,301,

Ez mindössze egy log(a ) konstanssal való eltolást je-

n − log(a ) ≤ log(x ) < n − log(a ) 0,301.

lent. A skálainvariancia megköveteli, hogy a két való-
színûség megegyezzen. Ez csak akkor teljesülhet, ha a
számsor számainak logaritmusa (pontosabban annak
tizedesvesszô utáni része) egyenletes eloszlást követ a
[0,1) intervallumon!

A fenti okfejtést igyekszik szemléltetni a 4. ábra,
ahol egy vizsgálandó adatsorban lévô számok elosz-
lásfüggvénye látható logaritmikus skálán. A szürké-
vel fedett terület mutatja azokat a számokat, amelyek
elsô számjegye egyes. A fekete terület pedig azt mu-
tatja, melyek azok a számok, amelyek a szürke terü-
letre kerülnek egy bizonyos skálázás során, tehát az
egész adatsor adott konstanssal való megszorzása
után. A szürke csíkos területre esô értékek a skálázás
elôtt egyessel kezdôdnek, de a skálázás után már
nem. Az adatsorunkban akkor teljesül a skálainva-
riancia, azaz akkor nem változik az adott számjegy-
gyel való kezdôdés valószínûsége, ha a fekete és a
szürke csíkos terület egymással egyenlô, tehát a ská-
lázás során annyit veszítünk az egyik oldalon, ameny-
nyit nyerünk a másikon.

Ezek alapján kvalitatív kritériumot adhatunk arra
nézve, hogy milyen eloszlást kell követnie egy adathal-
maznak, hogy a Benford-törvény igaz legyen rá. Tri-
viálisan igaz lenne a törvény, ha az adatok például szi-
gorúan 1 és 10 közé esnének és a logaritmusuk ezen az
intervallumon egyenletes eloszlású lenne. Ilyen elosz-
lás a természetben vagy a mindennapi életben azonban
ritkán fordul elô. Sokkal fontosabb a másik eset (4. ábra),
amikor az eloszlás olyan, hogy sok nagyságrendet át-
ívelôen nagyjából egyenletes a logaritmikus skálán.
Ekkor a szürke területek eltolása összességében nem
változtatja meg az összterületüket, mert az esetleges kis
eltérések kiátlagolódnak. Kimondható tehát, hogy
amennyiben egy adatsorban sok nagyságrendet átfo-
góan találhatók értékek, mégpedig – logaritmikusan –
nagyjából egyenletes eloszlásban, akkor az adatsor jól
fogja követni a Benford-törvényt.

A fent elmondottak persze nem tekinthetôk mate-
matikai igényességû bizonyításnak, az túlmutatna

cikkünk keretein. Bizonyítás nélkül közöljük csak az
egzakt kritériumot, az érdeklôdôk megtalálhatják a
részleteket a [6] vagy [7] dokumentumban. Tehát egy
adatsor akkor és csak akkor teljesíti a Benford-tör-
vényt, ha az adatok eloszlásfüggvényének Fourier-
transzformáltja eltûnik minden egész értéknél (frek-
venciánál). Gyakorlatban elegendô a törvény jó köze-
lítéssel való teljesüléséhez, ha az említett Fourier-
transzformáltak elég kis értéket vesznek fel egész
frekvenciáknál.

Mit mondhatunk el a felezési idôkrôl? Az 5. ábra a
felezési idôk eloszlását mutatja logaritmikus skálán.
A teljes adatbázis mintegy 50 nagyságrendet ölel fel,
tehát igen széles eloszlásról van szó. Ugyan messze
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nem logaritmikusan egyenletes, de a középsô ki-
emelkedô része (lásd a kis ábrán) még mindig sok
nagyságrendet fog át meglehetôsen sima eloszlással.
Így nem meglepô, hogy az adatsorra teljesül a Ben-
ford-törvény.

Konklúzió

Miért állítjuk tehát, hogy a Benford-törvény nem al-
kalmas felezési idôt számító elméleti modellek teszte-
lésére? A válasz az, hogy a Benford-törvénnyel való
szembesítés csak az adathalmaz eloszlásfüggvényé-
nek alakját vizsgálja. Ha az adatok sok nagyságrendet
átívelôen megfelelôen egyenletes eloszlásúak, akkor
a Benford-törvény teljesülni fog. Tehát, ha egy elmé-
leti modell ilyen felezési idôket szolgáltat, akkor ki
fogja állni a törvény próbáját. De ez a próba önmagá-
ban nem mond semmit arról, hogy a modell fizikailag
mennyire helyes. A tapasztalattal teljesen összeegyez-
tethetetlen eredményt adó modellek is teljesíthetik a
törvényt, mégsem fogadjuk el ôket helyesnek. Ez for-
dítva is igaz: ha egy modell nagyságrendileg helyesen
írja le atommagok széles körének felezési idejét a
mikroszekundumtól a milliárd évig, akkor ez egy ki-
váló modell lehet. Ám esetleg a modell megalkotói az
elméletük korlátait felismerve minden felezési idôt

csak nagyságrendi pontossággal, 1 10n s alakban ad-
nak meg, akkor az adathalmaz triviálisan nem fogja
teljesíteni a Benford-törvényt, pedig fizikailag igen
értékes az elmélet.

A Benford-törvény a világunkban elôforduló szá-
mok egy – elsô pillantásra meglepô, igen érdekes –
tulajdonságát írja le. A körülötte kialakult kultusznak
köszönhetôen az érdeklôdô olvasók bôséges (fôként
angol nyelvû) irodalmat találhatnak a témával foglal-
kozó gyûjtô-weboldalon [8]. Már ma is szép számmal
akadnak a törvénynek gyakorlati alkalmazásai, és
várhatóan ez a jövôben még inkább így lesz. Körülte-
kintôen kell azonban bánnunk a törvény alkalmazha-
tóságával, nehogy olyan hibát kövessünk el, mint az
írásunkban idézett szerzôk a felezési idôk esetén.
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