AZ ELSO SZAMJEGYEK BENFORD-TORVENYE ES
A RADIOAKTIV IZOTOPOK FELEZESI IDEJE

Mindennapi életiinkben kortilvesznek minket a sza-
mok és e szamoknak olykor érdekes és meglepd tu-
lajdonsagaik vannak. Az egyik ilyen meglepd tulaj-
donsagot Benford-torvénynek nevezzik. Barmilyen
furcsa és szinte hihetetlen is a torvény altal leirt jelen-
ség, annak igazsagarol barki konnyedén meggy6z6d-
het. Mégis kevéssé ismert még a tudomany muivelSi
korében is. Pedig a torvénynek mar kilonbozé gya-
korlati felhasznalasai is vannak. E cikk apropojat egy
olyan alkalmazis adja, amely — mint megmutatjuk —
teljesen hibasan hasznalja a torvényt.

Egy kis torténelem

A 19. szazad végén Simon Newcomb, egy kanadai—
amerikai matematikus és csillagasz érdekes felfedezést
tett logaritmustidblazatok tanulmanyozdsa kozben. A
Fizikai Szemle olvas6inak jo része talin mar nem is
tudja, mi az, hogy logaritmustablazat. Az elektronikus
szamologépek elterjedése el6tt ilyen tablazatok konnyi-
tették meg kilonbozé matematikai miveletek elvégzé-
sét, tehat példaul a tudésok gyakran forgattak a kony-
vekbe rendezett tablazatokat. Newcomb azt talalta,
hogy a konyvek els oldalai sokkal inkabb kopottak
voltak, mint a hatrébb taldlhat6 oldalak. Mivel a kony-
vekben a listdk az egyes szamtol kezdSdnek és a kilen-
ces szamjeggyel kezd6dé szamokkal végzédnek, igy a

GYURKY GYORGY, FARKAS JANOS: AZ ELSO SZAMJEGYEK BENFORD-TORVENYE ES A RADIOAKTIV IZOTOPOK FELEZESI IDEJE

Gyurky Gyoérgy, Farkas Janos
MTA Atommagkutaté Intézet, Debrecen

konyvek kopasa alapjan Ggy tlnt, a felhasznalok gyak-
rabban keresnek alacsony szamjeggyel kezd&dé sza-
mokat, mint magas kezdSszamjegyteket.

Newcomb meglepé felfedezése hosszu idére fele-
désbe mertlt, mignem 1938-ban a General Electric
fizikusa, Frank Benford Gjra rabukkant a jelenségre.
Az ebbdl a felfedezésbdl sziilets ,torvény” ezért az &
nevét viseli: az els§ szamjegyek Benford-torvénye,
vagy egyszerlen csak Benford-torvény [1]. A tablaza-
tok kopasat ugy értelmezte, hogy a természetben
vagy a mindennapi életinkben gyakrabban fordulnak
el6 kis szamjeggyel kezd6d6 szamok.

Ezt a megleps lehet6séget Benford igen alapos
ellenérzésnek vetette ala. A tudomany és a mindenna-
pok szamos kilonbozé teriletérsl vett adatokat,
szamsorokat, és az elsé szamjegyek eloszlasat vizsgal-
ta benniik. Adatbazisaban megtalalhatok voltak fizikai
és matematikai allandok, molekulatomegek, foldrajzi
adatok, mint példaul folyok hossza és tavak tertlete,
amerikai telepiilések 1élekszama, hires emberek utca-
hazszama, vagy akar halalozasi statisztikak is. Azt
talalta, hogy az adatsorok nagy tobbségére valéban
igaz, hogy az els6 szamjegyek eloszldsa nem egyenle-
tes, hanem a kis szamok iranyaba torzult. Példaul az
egyessel kezd6ds szamok tobb mint hatszor gyako-
ribbak, mint a kilencessel kezd&déek.

Aki hitetlenkedve fogadja ezeket az eredményeket,
annak javaslunk egy probat. Listazza ki az 6sszes sza-
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mot a Fizikai Szemle azon példanyabol, amit éppen a
kezében tart és vizsgalja meg az elsG szamjegyek el-
oszlasat! Alljuk a fogadist, hogy az adatok hibahata-
ron beltl kovetni fogjak a Benford-torvény alabb is-
mertetett matematikai alakjat.

A Benford-torvény matematikai jellegzetességei
és alkalmazasi lehetGségei

A Benford altal vizsgalt adatok eloszlasa jol leirhatod
egy egyszeru képlettel. Annak a valoszintsége, hogy
egy szam elsé szamjegye d a kovetkezSképpen adha-
to meg:

P(d) = logw(l +(lj] d=1,2..9. (D

Ezen valoszinlségeket mutatja az 1. dbra. Példaul
annak a valoszintsége, hogy egy szam egyessel kez-
dédik, 30,1% (majdnem minden harmadik szim egyes-
sel kezdGdik!), mig annak, hogy kilencessel, 4,6%. Ve-
gyuk észre, hogy a valoszinlségek megegyeznek an-
nak esélyével, hogy egy logaritmikus skalan abrazolt
szamegyenesen az 1 és 10 kozott véletlenszerten kiva-
lasztott pontnak mi az elsé szamjegye. Ennek illusztra-
lasa szintén szerepel az 1. abran.

Cikkiink tovabbi mondanival6ja szempontjabol 1é-
nyegtelen, de a teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy a
nem egyenletes eloszlis nemcsak a szimok elsd, ha-
nem késébbi szamjegyeire is érvényes. Am ez mar
messze nem olyan szembeszokd, mint az elsé szamje-
gyek esetén. A masodik szimjegyben példaul a nulla
gyakorisiga 12%, a kilencesé pedig 8,5%. Ez mar csak
elegendéen nagy adathalmaz esetén mutathato ki.

Természetesen a tizes szamrendszer kivalasztasa-
nak nincs kitlntetett szerepe. Ha a Benford-torvény-
nek eleget tevs adatsort dtszamitjuk egy tetszSleges
(nem tal nagy) alapG szamrendszerbe, akkor az igy
nyert Gj adatsor szintén teljesiti a torvényt az adott
szamrendszerben kifejezve. Az (1) képlettel adott
valoszinlség altalanos alakja n alapG szamrendszer-
ben adott szimok esetén tehat:

P(d) = logn(l +%lj d=1,2,...n-1.

A Benford-torvény elsé latasra meglepd tulajdonsa-
ga a skalafiggetlenség. Nem szamitott, hogy Frank
Benford példaul a vizsgilt folyok hosszat kilométer-
ben, mérfoldben vagy akar 1abban adta meg, az ada-
tok minden esetben kovették a torvényt. Ha tehat egy
adatsorunk koveti a torvényt, akkor ha minden adatot
megszorzunk egy tetszGleges nemnulla allandoval,
akkor az igy elGallt adatsor is kovetni fogja a torvényt.
Ez a jellegzetesség jo lehetGséget teremt annak ellen-
Orzésére, hogy egy adatsor ténylegesen koveti-e a
torvényt, mint ezt a késébbiekben lathatjuk.

A Benford-torvény gyakorlati felhasznalasa is léte-
zik, méghozza meglepd teriileteken. Az alkalmazas
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1. abra Az els6 szamjegyek eloszldsa a Benford-torvény szerint.

féképpen azon alapul, hogy az emberek nem isme-
rik a torvényt. Ha egy adatsornak valamilyen okbol
kovetnie kell a torvényt, de ezt mégsem teszi, az
gyanus. Tehat konnyen leleplezhetévé valik az adat-
sort létrehoz6 olyan ember, aki nem ismeri a tor-
vényt. Ezért leggyakrabban csalasok leleplezésére
hasznaljak a Benford-torvényt. Az elsé szamjegyek
eloszlasat vizsgalva deritettek mar fel adocsalasokat,
valasztasi visszaéléseket, lepleztek le hamisitott adat-
sort hasznal6 egyetemi szakdolgozot. S6t, a Benford-
torvény alapjan végzett ellendrzés még azt is meg-
mutatta, hogy Gorogorszag ,kozmetikazta” allamhaz-
tartasi adatait [2].

Csalasok leleplezésén kivul is van példa a torvény
hasznalatdra. Megvizsgaltak példdul foldrengés-érzé-
kelS szeizmométerek adatait és mas eloszlast talaltak
az els6 szamjegyekben egy adott foldrengést megels-
z6 adatokban és a rengés sordn [3]. Szintén probaltak
alkalmazni radioaktiv izotopok felezési idejét szolgal-
tatd elméletek tesztelésére. Mint megmutatjuk, hiba-
san. Err6l sz0l cikkiink hatralévé része.

Radioaktiv izotopok bomldsinak felezési ideje

A 21. szazad elejére — féként a radioaktiv ionnyala-
bokkal végzett kutatisoknak koszonhetSen — tobb
mint 3500 kiilonbozs (eltérd proton- vagy neutron-
szamu) izotopot ismerlnk. Ezen izotopok donts
tobbsége radioaktiv és altalaban ismerjiilk bomldsuk
felezési idejét is. Mit mutat az ismert izotOpok felezési
idGibdsl képzett adatsor, ha megvizsgaljuk a Benford-
torvény szempontjabol?

2008-ban Dongdong Ni é€s Zbongzhou Ren egy
rangos folyoiratban publikaltdk cikkiiket, amelyben
megvizsgdltak mintegy 3000 radioaktiv izotopot és
azt talaltak, hogy felezési id6ik jol kovetik a Ben-
ford-torvényt [4]. A tapasztalaton felbuzdulva a szer-
zGk a hattérben rejlé fizikai okokat boncolgattik, és
odaig jutottak, hogy a Benford-torvénnyel valod 6sz-
szevetés alkalmas lehet olyan elméleti modellek
ellenérzésére, amelyekbdl bomlasok felezési ideje
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2. dbra. A NUBASE2003 adatbazisban talalhat6 felezési idék elsé
szamjegyeinek eloszlasa.

szarmaztathat6. Mint alabb megmutatjuk, ez az el-
képzelés a torvény teljesen hibds értelmezésébdl
fakad és a leirt formaban nem alkalmas elméleti mo-
dellek tesztelésére.

El6tte azonban végezziik el sajat vizsgalatunkat a
felezési id6k adatbazisin! Ehhez a vizsgalathoz az
adatokat a NUBASE2003 adatbazisbol vettiik [5]. Nem
vettik figyelembe azokat az izotépokat, ahol nem
konkrét érték, hanem csak als6 vagy felsé hatar volt
megadva. Igy 6sszesen 2298 adatbol indultunk ki. Az
analizis eredménye lathat6 a 2. dbran, illetve a szam-
szerd értékeket az 1. tabldzat tartalmazza. Mint lat-
hatjuk, a felezési idGkben az els6 szamjegyek eloszla-
sa valoban jol koveti a Benford-torvény dltal diktdlt
elvarasokat az adott mintanagysagra jellemzd hibaha-
taron beltl. A Benford-torvény varhato hibdjat a bino-
midlis eloszlas standard bizonytalansaga alapjin ad-
tuk meg.

A Benford-torvény skalainvariancidjat kihasznalva
adatsorunkat még alaposabb tesztnek vethetjik ala,
hogy a torvénynek valdé engedelmességet még erd-

3. dbra. Skalazasi teszt: az egyesek elsé szamjegyként valo relativ
el6fordulasa a felezési id6k tobbszori, 1,01-dal valé megszorzasa
utan.
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1. tablazat

A felezési idok adatbazisaban az adott elsé szamjegyek
elofordulasanak szama, illetve
a Benford-torvény altal josolt értékek

elsé el6fordulasok tapasztalt | Benford-torvény alapjan
szamjegy | szdma az adatbazisban vart el6fordulasszam
1 701 692 £ 22
2 405 405+18
3 281 287+ 16
4 210 223+ 14
5 209 182+ 13
6 149 15412
7 112 133 £ 11
8 119 118 £ 11
9 112 105+ 10

sebben bizonyithassuk. Az adatbazisban talalhato
minden egyes értéket egy tetszSleges allandoval szo-
rozva megvizsgalhatjuk, hogy példaul az adatok hany
szazaléka kezddédik egyes szamjeggyel. Ennek a sza-
zaléknak mindig az elvart 30,1% kozelében kell len-
nie, akarhdnyszor végzink is Gj skalazast. Tesztlink-
hoz az 1,01 értéket valasztottuk skalazasi tényezd-
ként. Ezzel a szammal szoroztuk meg a teljes adatba-
zist egymds utan tobb szdz alkalommal és minden
lépésben vizsgaltuk az egyes, mint elsé szamjegy gya-
korisdgat. E skalazasi teszt eredménye talalhatd a 3.
dbran. Jol lathat6, a gyakorisig a Benford-torvény
varhatoértéke, 30,1% korul ingadozik, nagyjabol a
hibatartomanyon belil. Tehat a skalizasi teszt is egy-
értelmien bizonyitja, hogy a felezési id6k valéban
kovetik a Benford-torvényt.

Ha a felezési idSk ilyen kivdléan kovetik a tor-
vényt, miért allitjuk azt, hogy mégsem alkalmas a tor-
vény elméleti modellek tesztelésére? Az indokolas-
hoz el6szor lassuk, hogy mi van a torvény mogott! Ez
azért fontos, mert bar nem talsagosan bonyolult do-
logrol van sz6, mégis érdekes és olykor hajmereszté
magyarazatok lattak napvildgot arra, hogy a torvény
miért ir le jol oly sok, mindennapi életinkben fel-
bukkané adatsort. Példaul még maga Benford is
olyan magyarazattal probalt szolgdlni, hogy mig mi
emberek Ggy szamolunk, hogy 1, 2, 3, ..., addig a
természet Ugy szamol, hogy e!, e* ¢, Ilyen
misztikus magyarazatokra természetesen nincs szuk-
ség. Olyannyira nincs, hogy megmutathat6, ha egy
adatsorban az els6 szamjegyek eloszlasa skalainva-
rians, akkor az adatoknak sziikségképpen kovetnitik
kell a Benford-torvényt.

Mikor teljestl egy adatsorra a Benford-torvény?
Az a feltétel, hogy egy szam egy adott szamjeggyel

kezdddik, konnyebben kifejezhets a szam logaritmu-
sanak haszndlataval. Valoban, egy x szam akkor és
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csak akkor kezdddik példaul egyes szamjeggyel, ha
logaritmusara igaz, hogy

n < log(x) < n+0,301,

ahol 7 egy tetszSleges egész szam. Hasonl6 6sszefiig-
gés irhato fel barmely mas kezdSszamjegy esetén is.
Mit jelent a skdlainvariancia a logaritmus haszndlata
esetén? Az adatok konstanssal valo szorzasa a logarit-
musnal egy konstans hozzaadasat jelenti:

log(a-x) = log(x) + d,

ahol & = log(a). Egy a konstanssal val6 szorzas utan
tehat annak valoszintsége, hogy az elsé szamjegy
egyes Ujra a kovetkez&:

n < log(a-x) < n+0,301,
tehat
n—log(a) < log(x) < n-log(a) +0,301.

Ez mindossze egy log(a) konstanssal valo eltolast je-
lent. A skdlainvariancia megkoveteli, hogy a két valo-
szinlség megegyezzen. Ez csak akkor teljestilhet, ha a
szamsor szamainak logaritmusa (pontosabban annak
tizedesvesszé utani része) egyenletes eloszlast kovet a
[0,1) intervallumon!

A fenti okfejtést igyekszik szemléltetni a 4. dbra,
ahol egy vizsgiland6 adatsorban 1évé szamok elosz-
lasfiggvénye lathato logaritmikus skalan. A sziirké-
vel fedett tertilet mutatja azokat a szdmokat, amelyek
elsé szamjegye egyes. A fekete tertlet pedig azt mu-
tatja, melyek azok a szamok, amelyek a szlrke tert-
letre kertilnek egy bizonyos skalazas soran, tehat az
egész adatsor adott konstanssal valdé megszorzasa
utan. A szuirke csikos tertiletre esé értékek a skalazas
elott egyessel kezd&dnek, de a skalizds utin mar
nem. Az adatsorunkban akkor teljesiil a skalainva-
riancia, azaz akkor nem vialtozik az adott szamjegy-
gyel valo kezd&dés valoszintsége, ha a fekete és a
szlrke csikos tertilet egymassal egyenld, tehat a ska-
lazas soran annyit veszitiink az egyik oldalon, ameny-
nyit nyertiink a masikon.

Ezek alapjan kvalitativ kritériumot adhatunk arra
nézve, hogy milyen eloszlast kell kovetnie egy adathal-
maznak, hogy a Benford-torvény igaz legyen ra. Tri-
vidlisan igaz lenne a torvény, ha az adatok példaul szi-
goraan 1 és 10 kozé esnének és a logaritmusuk ezen az
intervallumon egyenletes eloszlasa lenne. Tlyen elosz-
las a természetben vagy a mindennapi életben azonban

ritkan fordul el&. Sokkal fontosabb a masik eset (4. dbra)

amikor az eloszlas olyan, hogy sok nagysagrendet at-
ivel6éen nagyjabol egyenletes a logaritmikus skalan.
Ekkor a sziirke tertiletek eltoldsa Osszességében nem
valtoztatja meg az Osszterlletliiket, mert az esetleges kis
eltérések kidtlagolodnak. Kimondhato tehat, hogy
amennyiben egy adatsorban sok nagysagrendet atfo-
goan talalhatok értékek, mégpedig — logaritmikusan —
nagyjabol egyenletes eloszldsban, akkor az adatsor jol
fogja kovetni a Benford-torvényt.

A fent elmondottak persze nem tekinthet6k mate-
matikai igényességl bizonyitisnak, az talmutatna
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4. abra. A skalazas hatdsa az 1-ek eloszlasara. A sziirke csikos rész-

re es6 szamok a skalazds utan mar nem fognak 1-gyel kezd&dni,

mig a fekete részek a skalazas el6tt nem kezdddtek 1-gyel, de utana

mar igen. A szirke részre es6é szamok a skdlazas el6tt és utan is

1-gyel kezd6dnek.

cikkiink keretein. Bizonyitas nélkul kozoljuk csak az
egzakt kritériumot, az érdekl6dSk megtalalhatjak a
részleteket a [6] vagy [7] dokumentumban. Tehat egy
adatsor akkor és csak akkor teljesiti a Benford-tor-
vényt, ha az adatok eloszlasfiggvényének Fourier-
transzformaltja eltinik minden egész értéknél (frek-
vencianal). Gyakorlatban elegendé a torvény jo koze-
litéssel valo teljestiléséhez, ha az emlitett Fourier-
transzformaltak elég kis értéket vesznek fel egész
frekvencidknal.

Mit mondhatunk el a felezési id6krS1? Az 5. dbraa
felezési idSk eloszlasat mutatja logaritmikus skalan.
A teljes adatbazis mintegy 50 nagysagrendet Olel fel,
tehat igen széles eloszlasrol van sz6. Ugyan messze

5. dbra. Felezési idGk elSfordulasa.
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nem logaritmikusan egyenletes, de a kozépsS ki-
emelkedd része (lisd a kis dbran) még mindig sok
nagysagrendet fog at meglehetSsen sima eloszlassal.
Igy nem meglepd, hogy az adatsorra teljesiil a Ben-
ford-torvény.

Konkldzio

Miért allitjuk tehat, hogy a Benford-torvény nem al-
kalmas felezési id6t szamitd elméleti modellek teszte-
lésére? A valasz az, hogy a Benford-torvénnyel val6
szembesités csak az adathalmaz eloszlasfiggvényé-
nek alakjat vizsgalja. Ha az adatok sok nagysagrendet
ativelGen megfelelGen egyenletes eloszlastak, akkor
a Benford-torvény teljestlni fog. Tehat, ha egy elmeé-
leti modell ilyen felezési idSket szolgiltat, akkor ki
fogja allni a torvény probajat. De ez a proba dnmaga-
ban nem mond semmit arr6l, hogy a modell fizikailag
mennyire helyes. A tapasztalattal teljesen 6sszeegyez-
tethetetlen eredményt ad6é modellek is teljesithetik a
torvényt, mégsem fogadjuk el ket helyesnek. Ez for-
ditva is igaz: ha egy modell nagysagrendileg helyesen
irja le atommagok széles korének felezési idejét a
mikroszekundumt6l a milliard évig, akkor ez egy ki-
valé modell lehet. Am esetleg a modell megalkot6i az
elméletik korlatait felismerve minden felezési id6t

csak nagysagrendi pontossiaggal, 1-10" s alakban ad-
nak meg, akkor az adathalmaz trividlisan nem fogja
teljesiteni a Benford-torvényt, pedig fizikailag igen
értékes az elmélet.

A Benford-torvény a vilagunkban elSforduld sza-
mok egy — elsé pillantasra meglepd, igen érdekes —
tulajdonsagat irja le. A korulotte kialakult kultusznak
koszonhetSen az érdekl6dé olvasok bdséges (féként
angol nyelv() irodalmat taldlhatnak a témaval foglal-
koz6 gyUjt6-weboldalon [8]. Mar ma is szép szammal
akadnak a torvénynek gyakorlati alkalmazasai, és
varhatéan ez a jovében még inkabb igy lesz. Kortlte-
kintGen kell azonban bannunk a torvény alkalmazha-
tosagaval, nehogy olyan hibat kovesstink el, mint az
irasunkban idézett szerzSk a felezési id6k esetén.
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