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A 2004. EVI EOTVOS-VERSENY FELADATA:
A KEPLER-PROBLEMA MAGNESES TERBEN

A feladatok megolddsa sorin sok esetben hasznos lehet
olyan modszerek alkalmazasa, melyek tdlmutatnak a
kozépiskolasok eszkdztiran. Ha egy problémat altalano-
san kezeliink, az elemi megoldassal megvalaszolhato
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Palfalvi Laszl6
MTA PTE Nemlineéris Optikai és Kvantumoptikai Kutatécsoport
PTE, Kisérleti Fizika Tanszék

kérdéseken talmutatod kérdések felvetésére és megvala-
szolasira adodik lehetSség. Ezenkivil radmutathatunk
olyan altalanos érvényd Osszefliggésekre, melyek a spe-
cialis esetbdl kiindulo targyalasok soran nem kertilnek
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felszinre. Még egy nagyon fontos szempont, hogy egy
egzakt megoldas segitség lehet eredménytink helyessé-
gének ellenGrzéséhez is.

A 2004. évi Eotvos-verseny 3. feladata igen jo példa
annak demonstrilasira, hogy az dltalanos osszefliggések-
bdl hogyan juthatunk el az egyedi esetekhez. A feladat
igy szolt:

,Elektronok mozgiasat vizsgaljuk homogén magneses
térben, az erGvonalakra meréleges sikban. (Az elektront
klasszikus tomegpontnak tekintjiik, melyre csak elektro-
mos és magneses erSk hatnak.)

a) Két, kezdetben nyugvo elektron egymastol elég
messze, 7, tavolsigra helyezkedik el. Mekkora azonos
nagysagu, egymassal ellentétes irainya sebességgel indit-
suk el az elektronokat Ggy, hogy tdvolsiguk a mozgis
soran ne valtozzék?

b) Allandé maradhat-e az 7, tavolsig akkor is, ha csak
az egyik elektront 16kjiik meg?

Milyen pilyan mozog ekkor a rendszer tomegkozép-
pontja?

Mekkora az a minimdlis 7, tivolsig, amely mellett
ilyen mozgas még létrejohet?

Abrazoljuk vizlatosan az elektronok paly4jit ebben az
esetben!

Mikor all meg elGszor a meglokott elektron?”

Ha nincs jelen magneses tér, és a toltések ellentétes
elGjeldek, akkor a jol ismert Kepler-probléma megolda-
sarol van sz6 specialis kezddfeltételek mellett. Termé-
szetesen ebben az esetben néhany alkérdés értelmet-
lenné valik.

A szimmetrikus inditas

A feladat a) kérdése nem tal nehéz, a szimmetria miatt a
szituacio konnyen elképzelhetd, ami egy kis dnbizalmat
ad a késébbiekhez. A megoldas sordn az e elemi toltés
alatt e = +1,6-107" C-ot értiink. A kezdetben 7, tivol-
sagban 1évs elektronok tavolsiga gy maradhat allan-
do, ha 7,/2 sugart korpalyan mozognak a nyugalomban
levé tomegkozéppontjuk koril, azaz a mozgasegyenlet
(1. dabra):

2 v?
iz =m_2_. D
I 7/2

ey, B-k

Innen kifejezve a kezdGsebességet

_eBr eBrY
% dm 4m

adodik, melybdl latszik, hogy minden

1/3
VO > 7;nin = 8/e7m
B_

esetén két kulonbozd v, esetén is létrejohet ugyanazon a
korpdlyan torténd mozgis. 1, = 7., esetén v, = eBry/4m
adodik az inditasi sebességre, 7, < r,,, esetén pedig nem
johet létre kormozgas.

ke? @)
2m 7
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1. dbra. Az elektronokat azonos nagysagu, ellentétes irdnyt sebesség-
gel inditjuk.

Az dltaldnos megoldas

Most térjlink ra a probléma dltalanos targyalasaral Jeloljik
az elektronok helyvektorait 7,-gyel, illetve 7,-vel, sebessé-
geiket pedig v,-gyel, illetve v,-vel! A kezddfeltételek legye-
nek teljesen 4ltalinosak, csupan annyit kossiink ki, hogy
mindkét elektron sebessége merdleges legyen a magneses
térre! Mivel a ponttoltésekre hatd valamennyi eré merdle-
ges lesz a magneses térre, biztosak lehetiink abban, hogy
az elektronok a migneses térre merdleges sikban fognak
mozogni. Az elektronokra a mozgasegyenletek:

mr, =F_-ev, XB, ®
mr, = ~-F_-ev,xXB, (4
ahol
_ 2
F. = ke 3(2_7‘1)‘
|1"2 - 1|>
Vezessik be az
r=r,-r 5

relativ helyvektort, illetve a tomegkdzéppontba mutatd

R _ 1‘1 +1‘2 (6)

vektort mint 4j valtozokat! A (3) és (4) egyenletekben az#,
és r, mennyiségeket és a sebességeket kifejezve az# és R
Gj valtozokkal (5) és (6) felhaszndldsival, majd az
egyenleteket Osszeadva, a tomegkdzéppont mozgasira az

R=-°RxB @
m

egyenlet adodik. Ez a mozgasegyenlet pontosan olyan,
mint egyetlen elektron mozgisegyenlete homogén mag-
neses térben. Tehat a tomegkozéppont egyenletes kor-
mozgast fog végezni Q = eB/m szogsebességgel. Fontos
kiemelni, hogy ez barmely olyan kezdéfeltétel mellett igy
van (nem csak olyankor, mint amit a feladat b) részében
kironak), amikor is az elektronok kezdGsebességei merd-
legesek a magneses térre. Az # és R valtozokkal kifejezett
(3) és (4) mozgasegyenleteket egymasbol kivonva elju-
tunk a relativ helyvektor mozgasegyenletéhez:
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2ke?

7

mr = r - erxB. ®)

Lathattuk tehat, hogy a mozgasegyenletek szeparalddnak
a tomegkozépponti (7), illetve a relativ (8) mozgas valto-
z0i szerint. A (8) egyenlet megoldasahoz nagy segitséget
ad a megmaradd mennyiségek ismerete. Tudjuk, hogy
magneses tér hidnyaban a relativ mozgashoz tartozo

e = %ui'erU(r)

energia és az
N = urxr

impulzusmomentum megmarad (ahol p = m/2 a redukalt
tomeg). Vajon mi a helyzet magneses tér jelenlétében?
Ehhez a Lagrange-fliggvény vizsgilatdval juthatunk el
legkonnyebben.

A Lagrange-fliggvény

Mindenekel6tt nézziilk meg, hogy homogén magneses
térben mozgd (egyetlen) elektronhoz milyen Lagrange-
fiiggvény rendelhetd! Altalinosabb esetben, tetszéleges
elektromigneses térben mozgd ponttoltés Lagrange-fiigg-
vénye nem fejezhetd ki a magneses indukcioval és az
elektromos térerdsséggel, csak a potenciidlokkal. Homo-
gén magneses térben viszont talilhatunk olyan B-vel ki-
fejezhets Lagrange-fliggvényt, melybdl a helyes mozgas-
egyenlet szarmaztathat6. A térre merdlegesen mozgd
elektron esetén egy lehetséges Lagrange-fliggvény az

g

ﬂ(oéerjz)ng(xyfyo&) -

2 )
=M _ € ;
Zr 2B(rxr).
A
¢ dog 9¢ d ag (10)

Euler-Lagrange-egyenletekbe behelyettesitve a (9)-ben
megadott Lagrange-fiiggvényt, megkapjuk az x és y koor-
dinita mozgasegyenleteit, melyek az

(1D

mr = —er XB
mozgasegyenletnek a komponensegyenletei lesznek, te-
hat a megsejtett Lagrange-fliggvény valoban helyes.

Két elektron esetén, a Coulomb-kolcsonhatast is figye-
lembe véve a Lagrange-fliggvény

ma., M.
¢ = 71‘; +7r§ -U@,-r) -

(12)

- 53 r x7) - gs (r, 7).
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A tomegkozépponti (6) és relativ (5) helyvektorokra vald
attéréssel a rendszer Lagrange-fliggvénye:

ge = geTKP + gerel (15)

tomegkozépponti €s relativ tag Osszegére szeparalodik,
ahol

P = 3 R? - eB (R XR)

Céerel — %inl — U(r) - % eB (rXi')

A relativ mozgds

Az alabbiakban koncentraljunk a relativ mozgasra, hisz
a tomegkozéppont mozgasat mar a (7) mozgasegyenlet
alapjan értelmeztik! Mivel — mint korabban mar emlitet-
tik — az r vektor sikmozgast végez, érdemes bevezetni
az r és @ sikbeli polarkoordinatikat. Ezekkel a valto-
zOkkal

= Per¢l Baxi) = Br,

illetve mivel a potencial csak a két elektron tavolsigatol
fugg

Ur) = Ur).
A relativ mozgas Lagrange-fliggvénye az rés ¢ valtozok-

ban

grel = % 7+ e*) - U - % eBre. (9

A (14) kifejezést a

agerel ~ d acéerel

e (15
ar dr dr

egyenletbe behelyettesitve az r koordinita mozgis-
egyenletére

moa._m . du 1 (16)
2

-yt + 2+ —eBr¢ =0
I3 2r(p 3¢ ¢

adodik. Mivel a (14) Lagrange-fuggvény fliggetlen a @
koordinatatél, azaz 09™/d¢ = 0, a

acéerel ~ i acéerel (17)

00 dr 9¢

egyenletbdl az kovetkezik, hogy az
A=%72¢7%3372 (18

mennyiség mozgasallando. Eljutottunk tehat egy megma-
radd mennyiséghez, ami nagyon fontos eredmény a ké-
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Upss(7)

p
2. dbra. Az egydimenzi6sra redukalt mozgiashoz tartozo effektiv poten-
cidl mint az elektronok tavolsiganak a fuggvénye.

sébbiekhez. A Kepler-problémdbdl ismert, hogy migne-
ses tér hianyaban az

mennyiség, a relativ. mozgishoz tartozé impulzusmo-
mentum nagysaga mozgasallando.

A (18) egyenletbdl latszik, hogy B # 0 esetén az impul-
zusmomentum kizarolag akkor lesz mozgasallando, ha
kikotjik r allandosagat, ami a feladat egyik feltétele. A
(18) egyenletbd! az is kovetkezik, hogy r allandosiga ¢
allandosagat is maga utdn vonja, ami annyit jelent, hogy
ha a relativ mozgis kormozgids, akkor mindenképp
egyenletes is. A (17) egyenletben a derivalasokat elvé-
gezve az
mro +2mr¢ -eBr =0 (19)
mozgasegyenlethez jutunk. Mivel a Lorentz-eré munkdja
zérus, ezért varhatoan a relativ mozgashoz tartozo

€ = %(i’z + P2 Q) + U 20
energia mozgasallando, azaz
de _ 0. QD

dt
A (20) kifejezést a (21) egyenletbe beirva, és felhasznilva
a (16) és (19) egyenleteket valoban az adodik, hogy a
relativ mozgds energidja (20) mozgasallando. Az energia-
megmaradas vizsgalata révén is eljuthatunk arra a kovet-
keztetésre (20), hogy ha r = allando (7 = 0), akkor a
mozgas egyenletes kormozgas.
A (18) egyenlethdl ¢ -t kifejezve, majd (20)-ba beirva

(22)

— erad
€ = gﬁn + Ucff(r)

adodik, ahol

rad _— n . A
Skml‘z"z és
m 2A eBY
U.(r)==—" 12 —— | +U).
i€ 4 (mrz 2m) (
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Eszerint egy U (r) effektiv potencidlban torténd egydi-
menzioés mozgasra sikertlt redukilni a problémat. A 2.
abra vazlatosan mutatja az effektiv potencialt

]

e
”

(23

Ulr) =k

Coulomb-potenciil esetén. Figyelemre mélto, hogy mig a
Kepler-problémdban (B =0, U(r)= —ke*/r) csak € < 0 ese-
tén lehet korlatos mozgas, ebben az esetben nem igy van.

A tavolsdg dllandosdganak feltétele

Kérdés, hogy mekkora 7, felel meg a kormozgasnak. Ek-
kor, ahogy a 2. dbran is latszik

dU,(r)
¢ = 24
df” r=, 07 ( )
azaz
_ 2 2 P2 52
SECNL AL A (25)
mrism T

A (18) kifejezésben figyelembe véve, hogy = 7, ¢ =
U,/ 1, majd A értékét beirva a (25) egyenletbe

2

2 v
evreleZ/ei = m— (26)
n )
adodik. Ez utobbi egyenletbdl a relativ sebességre
Q7

eBr eBr Y 2
v, = o+ 0| o ke =2y,
e 2m 2m mr,

adodik, ahol v, mar korabban (2) definialt. Ebbél az
eredménybdl ugyanazt az

1
ro> _ {8]@”’1«)3
0 min BZ

feltételt kapjuk az allando tavolsig megvalosithatosagi tar-
tomanyara, mint a (2) egyenletbdl. A v, = 2y, eredmény a
feladat kérdésénél altalanosabb esetekre adja meg a va-
laszt: minden olyan kezddfeltétel esetén, amikor az elekt-
ronokat Osszekots szakaszra merdleges kezdGsebességek
olyanok, hogy a relativ sebesség 2¢), a tavolsag alland6 ma-
rad. Ez abban az esetben, mikor az egyik elektron 4ll, nyil-
van azt jelenti, hogy a masikat 2¢, sebességgel kell inditani.

Ha tehat az elektronokat 7, = 7,,, feltétel mellett az
Osszekots egyenesre merdleges v €s v, (pl. ellentétes) sebes-
ségekkel inditjuk,

eBr,

Urel = = Ul + UZ' (28)
2m
A relativ mozgas szogsebessége:
® = q') - Ulel = eB (29)
7, 2m
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3. abra. Az elektronok helycseréje. A ,2” a kezdetben elinditott elekt-
ron (témor), az ,1” a kezdetben all6 (kitoltetlen).

A tomegkodzéppont szogsebessége pedig:

Q-8 _70 (30)
m

A tomegkozéppont Vsebessége:

V=QR=* 1 GD

A (28), (29), (30) és (31) oOsszefliggéseket figyelembe
véve a tomegkozéppont dltal leirt korpalya sugarara

- (32)
R = 7 7
adodik.

A (32), (5) és (6) osszefiiggéseket felhasznilva példaul
a ,2” elektron helyvektora (hasonloképpen az ,1” elekt-
ron helye is) az id6 fuggvényében megadhato:

v, .
—-1 [COS(Q 1), sin(Q t)} +
% (33)

=

+ ?0 [cos(co 1), sin(® t)]
Most térjiink vissza a feladat szovegének megfelelGen
arra az esetre, amikor csak az egyik (,2”) elektront 16kjik
meg (v, = 24! Ekkor a ,2” elektron sebességére

v, (D) =7,(1) =

rQ ,
= 04 [—sm(Q D - sin(w 1), cos(Q2 1) + cos(® z‘)} = (34)

= -sin t| cos tf|-cos|—1
2 2 2 2

adodik. Az egyenletbdl latszik, hogy v, akkor lesz zé-
rus, ha

t=£=27‘cﬁ=7: (35)
0] eB

azaz, amig a tomegkozéppont megtesz egy teljes kort. A
3. abran néhany nevezetes pontban feltiintettiik a kez-
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detben all6 ,17, illetve a meglokott ,2” elektron palyajat.
A gorbe Ggynevezett cardioid vagy szivgorbe. Ilyen gor-
bét ir le egy rogzitett korongon csiszasmentesen gorduild
azonos sugaru korong egy kertleti pontja. Az dbrardl jol
lathat6, hogy amig a két elektron helyet cserél, addig a
tomegkozéppont pontosan egyszer korbejar.

Ujabb problémik felvetése

Eddigi eredményeinket felhaszndlhatjuk Gjabb problé-
mak felvetéséhez és megvalaszolisihoz. Ahogy a Kepler-
probléma esetén is az egyik f6 cél a palya szirmaztatdsa,
ugy ebben az esetben is lehetéség nyilik erre, noha az
analitikus formaban torténd megadas nem trivialis. A (18)
egyenletbsl @ -ot, a (20) egyenletbdl 7-ot kifejezve, a
(23) osszefiiggést felhasznilva

2A eB
S+ dr
mr: 2m

4|: m 2(ZA e‘BJ2 92]
e - + | - k=
m 4 mr: 2m r

adodik. A (36) differencidlegyenletbdl az (@) palyagorbe
elvben szdrmaztathatd, hisz sikertilt a problémat kvadra-
tardra visszavezetni.

Ismert feladat annak kiszamitasa, hogy egymastol 7,
tavolsagra elhelyezett ellentett ponttoltések (pl. elekt-
ron—pozitron par) mennyi idé mulva talalkoznak. A
megoldas kilonbozé interpretacioi viszonylag kozis-
mertek. Ujabb, érdekes feladat lehet ennek a kérdésnek
a feltevése az Eotvos-verseny feladat korilményei ko-
zOtt, azaz homogén magneses térben. Vegylk észre,
hogy ez megint csak az dltalinos problémakor speciilis
esete mas kezddfeltételekkel. Ehhez a (20) egyenlet
atrendezett alakjabol kapott

do =

(36)

ds = dr
37
4 m 2(ZA e‘BJ2 e’
e - + |+ k=
m 4 mr: 2m r

egyenletet kell megoldani € = U,(r,) feltétel mellett.

Osszefoglalis

Végezetiil elmondhat6, hogy a feladat 6sszes kérdésére
valaszoltunk, ha nem is a feltevés sorrendjében, hanem
inkdbb ahogy a gondolatmenet logikdja azt megkivanta.
A problémakor altalinos targyaldsa sok olyan érdekesség
meglatisara adott lehetGséget, melyek egy elemi megol-
das soran nem kertilnek a felszinre.
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