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ri Vallalat, PEMU Manyagipari Rt. (Solymar), Kenéstech-
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Koszonel  segilségiikért és szakszerii munkdjukeért.
Akik/amelyek fenti felsorolasokbodl esetleg kimaradtak
volna, azoktol ezaton kérek szives elnézést.
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ISMET FOLDKOZELBEN A MARS!

A bolygok mozgasa régota foglalkoztatja az emberiséget.
Kepler a XVII. szazadban tapasztalati Gton allitotta fel a
bolygdmozgas torvényeit. Késébb Newton Kepler ered-
ményeit felhasznilva eljutott az altalinos tomegvonzas
torvényéig (Newton-féle gravitacios torvény). Tudjuk jol,
hogy ez az ut forditva is jarhat6, a Newton-féle gravitaci-
0s torvénybdl kovetkeznek Kepler torvényei. Noha Kep-
ler torvényei mar tobb szdz évesek, a 60-as, 70-es évek-
ben tobb cikk is megjelent a Kepler-problémaval kapcso-
latban. Gydrgyi Géza elsGsorban a Kepler-probléma
szimmetridival foglalkozott. A Kepler-mozgas geometriai
szemléltetésével kapcsolatban is jelentek meg publikd-
ciok. Ezek kozil ugyancsak Gyorgyi Géza cikkét [1]
emelném ki, amelyben leirtak segitséget nyujtanak jelen
cikk kitdzott problémdjanak megoldasihoz, melyre ha-
gyomidnyos modszerekkel csak komolyabb erdfeszitések
aran nyilik lehet&ség. Az utobbi években ismét fellendiilt
az érdekl6dés a bolygdomozgas problémakore irant. P.A.
Horvathynak jelentek meg ilyen vonatkozasa irdsai, me-
lyekben egy konkrét probléma kapcsin, mindjart a mod-
szer alkalmazasat is bemutatta.

Jelen cikkben két bolyg6 (konkrétan a Fold és a Mars)
tavolsaganak az id6tdl valo fuggését vizsgiljuk. A bemu-
tatott modszerrel lehet&ség nyilik a kozelallasok idGpont-
jainak megjoslasira. A szamitasok sorin néhany egysze-
rGsit6 kozelitést hasznalunk, ugyanis a cikk célja nem a
maximalis pontossiagra valo torekvés (ez a csillagaszok
feladata), hanem egy fizikai modszer alkalmazasanak
bemutatasa.

A FIZIKA TANITASA

Palfalvi Laszl6
MTA PTE Nemlineéris Optikai és Kvantumoptikai Kutatécsoport
PTE, Kisérleti Fizika Tanszék

A Fold és a Mars tavolsaganak vizsgalata

A Mars Foldhoz legkedvezébb kozeli dllapotainak idébeli
periodicitasa az évtizedes skdlin figyelheté meg. Ez leg-
utobb 2003. augusztus 27-én kovetkezett be. Az ilyen
események megjoslasihoz a két bolygd egymastol mért
tavolsaganak az iddfliggését kell ismerntink. Vizsgaljuk
meg, hogy a mechanika torvényeibdl kiindulva erre mi-
lyen lehet6ség adodik!

Az egyszerlség kedvéeért tegyiik fel, hogy a bolygok
keringési sikja egybeesik (ez Naprendszeriink bolygdi
esetén jO kozelitéssel igaz is, kilondsen a Fold és a
Mars esetén)! Ha nem éliink ezzel a feltevéssel, csupan
technikailag lesz kissé komplikaltabb a szamitas, elvi
nehézségbe nem tltkodziink. A Napot tekintstik nyugvo-
nak és csak a Nap-bolygo kolesonhatisokat vegyiik fi-
gyelembe!

A Fold palydjat korrel kozelitve

Tegytik fel, hogy a Fold korpalyan, a Mars ellipszispalyan
kering a Nap korul! Ez jo kozelitéssel igaz is, hiszen a
Mars palyajanak az excentricitisa €, = 0,093, mig a Foldé
€. =0,017.

Ezen feltevésekkel élve az adott bolygd N impulzus-
momentuma (pontosabban annak nagysiga) és E ener-
gidja mozgasallando:

N=mre, €]
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mM. (2)

Az (1) és (2) egyenleteket felhasznalva

do _ N (3)
dit mr’

illetve

dr _ J 2 ( mM  N? (4)
= = Z | E+ Y —
det m r
adodik. Ennél a pontndl a tankonyvek hangstlyozzak,
hogy a (3) és (4) egyenletekbdl (1) és @(1) nem hataroz-

hat6é meg zart explicit alakban. Viszont az id6 eliminala-
sdval az

2 mr?

p 5)

o) = 1-gcos@’

palya szarmaztathato, ahol (E < 0 esetén) p = b/a =
a(1-¢* az ellipszis paramétere, € az excentricitdsa, a és
b a fél nagy-, illetve fél kistengely hossza. Az (1) és (5)
egyenletek felhasznaldsival t-nek a @-tSl valo fuggése
megadhato

¢

o) = 1 f (") dg’ ©)
N,

modon. A (6) integral ugyan zart alakban nem adhat6 meg,

de numerikus modszerrel meghatarozhat6 a (@) kapcso-

lat. Ennek az inverz figgvénye a szimunkra érdekes @(#),

ahonnan 7(1) (5) ismételt felhasznilasaval meghatirozhato,

tehat a koordinatak id6fiiggése ismertté valik.

Most visszatérhetiink az eredeti problémahoz, a Fold-
Mars tavolsdganak idSbeli vizsgilatahoz. A (6) egyenlet-
tel az id6t a Mars @ koordinatdjaval paraméterezzik, és
ez a @ fogja az id6n keresztil a Fold helyzetét is paramé-
terezni. Vegyiink fel egy derékszogd koordinata-rend-
szert (1. dbra) a palyak sikjaban, melynek origoja a Nap.
A keringési idSket jeloljuk Ti-fel, illetve 7,-mel, a Fold
szogsebessége pedig oy = 2n/7.. A Mars impulzusmo-
mentumanak és teriileti sebességének kapcsolata:

Tab T a’ (1 - 82)1/’2 . (7)

=2m
T

M M

N=2m

1. abra. A Fold és a Mars palyaja Napkozépponta koordinata-rendszer-
ben. A Fold pilydjat korrel kozelitjiik.
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A t=0id&pillanatban a Mars legyen @, fazisa allapotban!
Az (5) és (7) sszefiiggéseket (6)-ban figyelembe véve az
id6re, mint a @ koordinata fuggvényére

PC NV R
(1-¢» wa 1 do’ ®

) =
¢ Zn (1 -ecos@’)?

P,
adodik. A Mars Descartes-koordinatai:

x = r(@)coso, €))

y = r(@)singQ. (10)
A Fold mozgisa egyenletes kormozgis, tehat az X és Y
koordinatdi egyszerdien meghatiarozhatok az idS fiiggvé-
nyében, azaz kozvetetten a Mars @ koordinatajanak segit-
ségével:

X[1(@)] = Rcos(w.1(@) + D), an

Y@ = Rsin(®,1(¢) + ®,), (12)

ahol R a korpalya sugara, és a ¢ = 0 id6pillanatban a @,
fazisa allapotban van. A két bolygo tavolsiga pedig:

dlt(e)] = 13

VX1 - x L6 + (Y1H@)] - y[H(@I)

A probléma megoldasanak a kulcsa tehat az, hogy a Mars
¢ koordinatijaval tudjuk paraméterezni mind az idét,
mind pedig a bolygok tavolsagat. Ezaltal minden ¢ id6pil-
lanathoz hozza tudjuk rendelni a d-t, ahol a két mennyi-
ség a @ paraméteren keresztiil kapcsolodik ossze. Erde-
mes valos adatokat (a = 2,88-10" m, 7, = 1,881 -1}, € =
0,093, R = 1,5-10" m) felhasznalva abrizolni a bolygok
tavolsagat az idG fiiggvényében. Erre alkalmas szdmitogé-
pes szoftverek példaul a MathCad, illetve a Maple. A 2.
abran a Fold-Mars tavolsag lathato az id6 fliggvényében
¢, = D, = 0 kezddfazisok esetén. A vizszintes tengelyen az
idét (8) alapjan), a fuggdleges tengelyen a bolygok tavol-
sagat (13) szerint) mérjik. A kortlbeltl 2 év periddusi
oszcillaciot alulrdl is és feltlrdl is egy kortlbeltl 16 év
periodust  burkolé6 moduldlja. A bolygotavolsag—idd
fuggvénynek nem szimmetriatranszformacioja a burkolo
2. dbra. A Fold-Mars tavolsiag az id6 fiiggvényében. A Fold palyajat
korrel kozelitettiik.

4o --oqrymmmmmmmmmpqeooommommmqesmmomomeoopgeo- a(l+e)+R
z n ﬂ, i ﬂ—a—ﬂ— a(1-e)+R
ERE
ol
£ 2
2
<
= et RN N .
é 1 a(1+s) R
S -~ 44 -=--a(l-e)-R

0 T T T T T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60

id6 (év)
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x=x'
3. dbra. A valosagos bolygomozgis az x—y sikban torténik, a segédkor
az x’—y’ sikban helyezkedik el.
periodusidejével valo eltolds, ahogy az a 2. abran latszik
is. A fliggvény also és fels6 korlatja a kor és az ellipszis
azon két-két pontjanak tavolsiga, melyek egymashoz
legkozelebb, illetve legtivolabb esnek.

Mindkét bolygd Kepler-mozgast végez

A tovabbiakban vizsgaljuk ugyanezt a problémat abban
az esetben, amikor mindkét bolygé ellipszispalyan mo-
zog! (8)-hoz hasonldé moédon az idét fejezziik ki az egyik
bolyg6, példaul a Fold ¢ koordinatajinak segitségévell
Folytatva az el6z6 gondolatmenetet ezutin meg kellene
hatdrozni a Mars helyzetét (@,,) az idé figgvényében. Ez
kormozgas esetén konnyen ment, elliptikus mozgas ese-
tén viszont a @,(1) figgvénykapcsolatot nem tudjuk meg-
adni, csak #(@,)-t, hasonléan, mint (8)-ban tettiik. Igy azt
tehetjik, hogy a (8) Osszefliggéssel kiszamolt #(@) és
1(@,) idSket egyenléveé tessziik:

(PF
1 -¢e2)*? . 1 do’
ZTC Ff (1 - ;)2 (p]: =
Dor FCOS(pF (14)
(PM
(1 -2)3" . 1 o
2n MJ 1 - ¢, cos!)? Pu
(PUM M M

ezaltal @ és @, kozott relaciot kapunk. Ez nyilvan me-
gint csak egy implicit figgvénykapcsolat, de a problé-
ma elvileg megoldott. Adott pillanatban tehat tudjuk,
hogy hol van a Fold (@p), illetve a Mars (¢,). A problé-
ma csak az, hogy ez a szimolds meglehetGsen bonyo-
lult és idGigényes.

Az alabbiakban olyan gondolatmenetet ismertetiink,
amely lényegesen leegyszerUsiti €s meggyorsitja a szamo-
las menetét. A megoldds alapja az, hogy minden Kepler-
mozgas szarmaztathaté egy koérmozgasbol. Elsédleges
lépés, hogy az adott Kepler-mozgashoz meghatarozzuk a
korpalyit, illetve a kormozgas idébeli lefolydsat. Ve-
gyunk fel egy K koordinata-rendszert, az x, y és z tenge-
lyek iranyaba mutatd egységvektorokat jeloljik e, e,,
illetve e;-mal! Vegyiink fel egy masik, K” koordinata-
rendszert (egységvektorai e, e,, és e;), melynek ori-
goja és x” tengelye egybeesik K origdjaval és x tengelyé-
vel. A K’ rendszer a kozos tengely kortl legyen & szog-
gel (0 £ 8 £ 1/2) elforgatva a 3. dbrdn lathaté modon!
Legyen sind = €, aminek indokoltsdga hamarosan vilagos

A FIZIKA TANITASA

4. dabra. Az a sugarG segédkoron mozgd P pont x—y sikra vett vetiilete
a Kepler-mozgas.

lesz. Mozogjon egy P pont a K’ rendszer x’—y’ sikjaban
origd kozéppontl, a sugara koron, lasd a 4. abrat! Jelol-
juk O-val azt a szoget, amelyet az O-bol a P pontba hu-
zott 7’ helyvektor az x” tengellyel bezar! Ekkor

’

r’ = ejacosO +e), asin®.

(15)
Az x'—y’ sikban korpilyin mozgd P pontot vetitsiik
merdGlegesen a K rendszer x—y sikjaral Az igy kapott Q
pont K-beli koordinatii:

x=er =e

e acos0 +e e asin® = acos®,

1 1

1 0
y=e,r =e,e acosb +e,e, asinb =
0 cosd = 1 -¢? an

= ay/1-¢€* sin® = bsinO

Mivel az x, y koordinatakra teljesiil az (x*/ a®+(y*/b?) =
1 osszeftiggés, latszik, hogy az alkalmasan megvalasztott
(R = a, sind = &) korpalya merdleges vetiilete a fél nagy-
és b fél kistengelyd ellipszis. Most mar csak az a kérdés,
hogy hogyan kell a P pontnak mozognia (azaz 6 milyen
fuggvénye legyen az idének), hogy a Q pont Kepler-
mozgist végezzen? A 4. dbrdn lathatd O pont az a suga-
ra segédkornek és az ellipszisnek is a kozéppontja, C a
centrum (az ellipszis fokuszpontja). Az O és a C pont
rajta van az x, illetve x” tengelyeken. A Kepler-mozgas
teriileti sebességének dllandosiaga azt jelenti, hogy a
C-bdl a bolygbdhoz (Q-hoz) htzott vezérsugir azonos
idék alatt azonos tertiileteket sirol. A merdleges vetités
tulajdonsagabol kovetkezik, hogy ennek a CP vezérsu-
garra is igaznak kell lennie, a tertileti sebességek csak
egy cosd faktorban kiillonboznek (ahol & a két szoban
forgo sik normalisa altal bezart szo6g). Legyen a P pont
(és egyben a Q pont is) a ¢ = 0 idGpillanatban a kor és az
OC egyenes A metszéspontjaban! A tertleti sebesség 4l-
land6saga miatt a CAP sikidom tertletének az idével ara-
nyosan kell valtoznia! Ez a terllet viszont nem mas, mint
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az OAP korcikk 120 a* teriiletének és az OCP haromszog
Yse a*sind tertiletének a kiillonbsége. Mivel a CAP teriilet
valtozasi gyorsasiga a’*m/T=Ysa’®, ezért

leozzflaaﬁsine = lazzcot,
2 2 2

azaz
0 -€esinb = o ¢, (19)
ahol ® nem mas, mint a bolygd (Q pont) atlagos szogse-
bessége. Ha a ¢ = 0 idGpillanathoz 0, szog tartozik, akkor
6 -esin® - (0, -¢esinf) = o« 20
Térjink vissza a Fold és a Mars esetéhez! Mindkét bolygo-
hoz rendeljiik hozz4 a segédkort, = 0-ban a bolygdpozici-
ok dltal meghatdrozott 6 koordinatdk legyenek 8 €s 6!
Irjuk fel a (20) egyenletet a segédkorokon torténd mozgas-
ra, melyekbdl a 0, és 0,, kozott — noha explicite nem kife-
jezhetd, de — viszonylag egyszert kapcsolat adodik:

[0, —€,sinB - (8, —€,sinB,)] =
2D

e~ g~

[0, —&,sinB, - (8, - ¢, sind )].

M

A bolygok helyzete kozti kapcesolat vizsgalatara ez lénye-
gesen konnyebben kezelhetS, mint a (14) egyenletbeli
Osszefliggés. Igaz, hogy (21)-ben a kapcsolat nem a ke-
ringési sikbeli polarkoordinatik kozott van értelmezve,
de a vetitéseket megtéve még mindig lényegesen egysze-
ribb a dolgunk, mintha a (14) 9sszefliggést hasznalnink.
A merdleges vetitést kell tehat elvégezniink (16) és (17)-
nek megfelelGen, hogy a két bolygo helyzetét megkapjuk
a K. és K, koordinata-rendszerekben (lasd 5. dbra).
K"-ban és K™ -ban val6 megadishoz az eltoldsi transz-
formaciot kell megtenni. Ezekben a rendszerekben a
bolygopoziciokra kapjuk:

X = a.(cos, +g,), (22)
Y& = bsin®,, (23)
x = a,(cosB, +g,), 24
Y= b,sinb,,. (25

A Mars helyzetének K™-ban valé megadisihoz egy for-
gatasi transzformaciot kell még végrehajtani:

0 _ O m o
X, = X, coso -y, sino, (26)
Yy = x5 sino+ ! cosar. Q7

A (21)—(27) egyenletek felhasznalasaval lehetévé vilt a
bolygok tavolsiginak a paraméterezése a Fold 0, koordi-
nitajaval. Az id6t is, és a bolygok tavolsagat is kifejezhet-
juk Oy segitségével:
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Fold palyaja
5. dbra. A bolygok helyzetét elGszor a K, és Ky, majd a K” és K™

rendszerekben adjuk meg. Innen egy forgatdsi transzformacioval a
Mars helyzete is megadhatd a K™-ban.

(28)

~
I

(Di [GF -€,sin0, - (O, — €, sinGOF)],

F

d

\/(XE )P+ - 29
Most mar elkészithetd a d(0,)-#0;) grafikon, és nyomon
lehet kovetni a két bolygd tavolsigat az id6 figgvényé-
ben. Meg kell azt a nem utols6 gyakorlati szempontot is
jegyeznlnk, hogy ezzel a modszerrel tobb nagysiagrend-
del rovidebb a szdmoldsi id6, mintha a (14) egyenletet
hasznaltuk volna fel a bolygopoziciok kapcsolatanak
meghatdrozasihoz.

A Mars—Fold tavolsig meghatirozasihoz (6. dbra)
felhasznaltuk a bolygok keringési idSinek, nagytenge-
lyeinek és excentricitdsainak értékeit. Felhaszniltuk to-
vabba, hogy a nagytengelyek altal bezart szog (5. dbra)
o = 232° valamint hogy 0, = 178,4° illetve 0, =
175,92°. Ez utdbbi két mennyiséget az 1998. évi Csillaga-
szati Evkényvben kozzétett adatokbol szamoltuk, 1998.
janudr 1-jét valasztva t = 0-nak. A gorbe segitségével né-
hany nap eltéréssel meghatarozhatdé a 2003. augusztus
27-1 nevezetes esemény, amikor is a Fold és a Mars lehe-
t6 legkozelebb keriilt egymdshoz. A par nap pontatlan-
sag egy ilyen idGskalan lejatszodo esemény esetében
elenyészének szamit. A grafikonr6l leolvashatd a kovet-
kez6 lokdlis minimum is, amely 2005. november 7-én fog
bekovetkezni.

Modelliinkben a nagytengelyek altal bezart o szoget
idében 4llandonak tekintettiik, ugyanis ez egy idében
igen lassan valtoz6 mennyiség. Ezenkiviil a palyasikok

6. dbra. A Fold-Mars tavolsag az id6 figgvényében. A Fold is és a Mars
is Kepler-mozgast végez.
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hajlasszogét zérusnak vettiik, hogy tovabbi koordinata-
transzformaciokat sporoljunk meg. Ennek csupan didak-
tikai oka volt: jobban tudjunk a mondanival6 lényegére
fokuszalni.

Osszefoglals

Kepler-mozgasnal a bolygd pozicidjat az id6 fliggvényé-
ben megadni nem magatol értetdds feladat. Explicit alak-
ban nem is adhatok meg az » és @ koordinatak az id6
fliggvényében. Ez azt vonja maga utan, hogy szamos kér-
dés megvilaszolasa (pl. két bolygd tavolsiganak a nyo-
mon kovetése) nehézségekbe ttkozik. Erdekes — és
szempontunkbol szerencsés — tény, hogy minden Kepler-
mozgashoz rendelhetd egy kormozgas, melynek idébeli
lefolyasa nem tal bonyolult. Ezzel a segédeszkozzel két
bolygd pozicidja kozt egyszerld kapcsolat teremthetd,
tavolsaguk id6figgése konnyedén szamolhato.
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HOGYAN ARNYEKOLHATO LE A MOBILTELEFON?

A koézmondas szerint ,mds karan tanul az okos”. Ha jol
megvizsgaljuk ennek a mondasnak a gyakorlati megvalo-
suldsat, észrevehetjik, hogy mas kardn ritkdn tanulunk,
az vésddik csak be igazan tudatunkba, amit magunk ta-
pasztalunk, magunk éliink at, amelyet személyes tapasz-
talattal szereztiink. Hasonl6 a helyzet a tanulassal is. Az
elmondott szoveget elhihetjik, jol megtanulhatjuk, de
csak akkor vilik igazi sajatunké, ha sok tapasztalat révén
kapcsolatot teremtettiink az elmondottak és az atélt ese-
mények kozott. Regények olvasasakor is beleéljik ma-
gunkat a szerepls helyébe, és kozben felotlik gondola-
tunkban az az élmény, amely hasonlosagot mutat a sze-
repld altal megeélttel.

Hasonl6 a helyzet a fizikaval is. Megtanuljuk a torvé-
nyeket, tudjuk Newton megallapitasait, Buridan és Gali-
lei altal megfogalmazott tehetetlenséget, de csak akkor
valik igazdn magunkéva, ha tapasztaljuk, hogy a jarmud-
ben fékezéskor elbreesiink, az autét fékezni kell, hogy
megilljon.

1. dbra. Az elektromagneses hullimok kiilénbozé tartomanya

Az elektromagneses hullimok koziil csak a fényt
érzékeljiik, de a technika fejlédése lehetGséget adott
széles skalaban torténd megismerésre (1. dbra). A leg-
hosszabb hullimhossz, amit rididhullimként tapaszta-
lunk, kilométer nagysagrendd. Ezek a hosszthullamok.
Bar a radi6zas ebben a hullimhossztartomanyban kez-
dédott, ma mar alig talalunk itt adot, és a modern ra-
diok mar ezt a savot nem is fogjak. A kozéphullam tar-
tomanya 100 m-t6l 1000 m-ig terjed. Itt van a Kossuth
ado, és még sok egyéb radivado is. Ez a sav azért terjedt
el, mert jo terjedési tulajdonsagai vannak. A feltleti hul-
lamok, amelyek a Fold felszinén terjednek, sokaig nem
csillapodnak, és a sugarzas visszaverddik az ionoszfé-
ran, ezért kozéphullama adot tavoli kontinenseken is
lehet fogni. A radiokon a 600 m-nél hosszabb hullam-
hosszok nem talalhatok meg, mivel azt a frekvenciasa-
vot a tengeri navigdcionak tartjak fenn.

A kozéphullamu tartomanyban (10-100 m) a feliileti
hullim mar erdsebben csillapodik, a hosszatava radio-

zasban nem jatszik szerepet, a visszaverGdés
az ionoszférardl még jelentGs. Akik még
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gyakran hallgattak ezeket az adasokat, emlé-
kezhetnek a fading jelenségére. A jelenség
abban nyilvanult meg, hogy az adis hol
csendesebb, hol hangosabb volt. Ez az érde-
kes hatas az ionoszféra mozgasanak kovet-
kezménye. A mozgo, ionoszférarol visszavert
@ sugdr frekvencidja Doppler-eltolodast szen-
ved, és ez a sugir interferal a direkt sugarral.
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