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NEM ÉLHETÜNK FIZIKA NÉLKÜL

A SZIVÁRVÁNY FIZIKÁJA – I.
Az esôcseppek fényszórási jelenségei

Cserti József
Eötvös Loránd Tudományegyetem,

Komplex Rendszerek Fizikája Tanszék

A szivárvány a természet csodálatos tüneménye, amely
számtalan festôt, költôt megihletett (például Arany János:
A gyermek és szivárvány ), valamint számos fizikus is
tanulmányozta a jelenséget. Azt gondolhatnánk, hogy a
szivárvány jelenségének értelmezése az egyszerû geo-
metriai optika keretén belül régóta megoldott probléma,
s csak történeti jelentôsége van. Meglepô módon azon-
ban, kielégítô elméleti magyarázatot csak a XX. század
elején sikerült kidolgozni. Ráadásul ez az elmélet több,
mint geometriai optika, magában foglalja mindazt, amit a
fény természetérôl tudunk. Így például a szivárvány leírá-
sához figyelembe kell venni a fény hullámtermészetét is.
Végsô soron a szivárvány létrejötte annak tulajdonítható,
hogy az elektromágneses tér (fény) egy közel gömb
alakú vízcseppen szóródik. Ezt a szórási jelenséget egyál-
talán nem egyszerû leírni a Maxwell-egyenletek alapján.
Az interferencia, a fényelhajlás és a fény polarizációja
egyaránt lényeges a jelenség megértésében. A századok
alatt több neves kutató tanulmányozta a szivárványt, és
eredményeik alapvetôen alakították a fizikának egy, nap-
jainkban is izgalmas területét, az optikát. A szivárványt
akkor láthatjuk, ha az elôttünk hulló esôcseppekre a mö-
göttünk lévô Nap rásüt. Alakja körív. A természetben a
szivárványnak két fô íve figyelhetô meg: a fôszivárvány
és a halványabb mellékszivárvány. A fôszivárványban a
belsô körív kék, míg a külsô vörös színû. A mellékszivár-
ványban a színek sorrendje fordított, a belsô körív vörös,
a külsô kék. Alaposabb megfigyelésekbôl kiderül, hogy a
két szivárvány íve közti tartomány jelentôsen sötétebb,

mint az ég más része. Ezt a sötét sávot az ókori Aphrodi-
sias Alexander tiszteletére, aki i.e. 200-ban figyelte meg
ezt a jelenséget, Alexander-féle sötét sávnak nevezik. Az
interneten több helyen is találhatunk fényképeket a szi-
várványról, például [1] internetcímen látható képen jól
megfigyelhetô a szivárvány mindkét íve és a köztük levô
sötét sáv is. Egy másik jelenség (sajnos csak ritkán figyel-
hetô meg), hogy a fôszivárvány alatt további járulékos
íveket látunk (angolul supernumerary arcs ), egy kitûnô
felvétel található [2] internetcímen. Mint látni fogjuk, ezen
járulékos ívek létrejöttének a megértése alapvetô szere-
pet játszott a szivárvány elméletének kidolgozásában.

Arisztotelész még úgy vélte, hogy a szivárvány a nap-
fény felhôkön történô visszaverôdésének a következmé-
nye. Ez az állítás egyáltalán nem volt nyilvánvaló a kor
akkori elképzelései alapján, ugyanis korábban úgy gon-
dolták, hogy a szivárvány egy anyagi objektum az ég egy
meghatározott helyén. A szivárvány ívének szögét elsô-
ként Roger Bacon mérte meg 1266-ban, és eredményei
szerint fôszivárványra a szivárvány ívének egy pontjából
a Nap felé és a megfigyelô felé mutató irány 42°-os szö-
get zár be. Mellékszivárványra ez a szög 50°. Jelentôsebb
elôrelépés a szivárvány megértésében Arisztotelész után
csak 17 évszázad elteltével a német Theodoric Freiberg
szerzetesnek köszönhetô. Elutasította Arisztotelész hipo-
tézisét, miszerint a szivárvány a fénysugaraknak a felhô-
ben lévô összes esôcseppen történô együttes visszaverô-
désének a következménye. Mérésekkel igazolta, hogy a
szivárvány létrejöhet a fény egyetlen vízcsepprôl történô
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visszaverôdésével is. Kísérleteihez gömb alakú, vízzel

1. ábra. A fénysugarak menete különbözô színekre fôszivárvány (egy-
szeres belsô visszaverôdés) és mellékszivárvány (kétszeres belsô
visszaverôdés) esetén. A vízszintes vonalak mutatják a vízcseppbe lé-
pô fénysugarakat. A zöld színû fénysugár a vörös és a kék színû suga-
rak között halad. A rajznál és a késôbb bemutatandó numerikus ered-
ményeknél a 15 °C-os hômérsékletû vízre vonatkozó n = 1,330, 1,335
és 1,340 törésmutatókat használtuk rendre a vörös, zöld és kék színek-
hez [4].

vörös

kék

kék

vörös

2. ábra. A fénysugár vagy visszaverôdik a vízcsepp felületén (p = 0),
vagy keresztülhalad a cseppen (p = 1), vagy egyszeres (esetleg több-
szörös) belsô visszaverôdést szenved a cseppen belül (p = 2, 3, …).

p = 0

p = 2

p = 1

töltött üvegpalackot használt, és megfigyelte a szivár-
ványt létrehozó fénysugarak menetét.

Freiberg eredményeit lényegében három évszázadon
át elfelejtették. René Descartes 1637-ben mutatta meg újra
– Freibergtôl függetlenül –, hogy a fôszivárvány keletke-
zésénél a fény elôször megtörik a vízcsepp felületén,
majd a vízcsepp belsô felületén egyszer visszaverôdik, és
aztán ismételt fénytöréssel kilép a vízcseppbôl [3]. A mel-
lékszivárvány esetében a vízcseppen belül két visszaverô-
dés történik. 1. ábrán látható a különbözô színû fénysu-
garak törése a fô-, illetve mellékszivárvány kialakulása-
kor. Freiberg és Descartes megállapították, hogy a sze-
münkbe érkezô különbözô színû fénysugarak eltérô víz-
cseppekbôl jönnek. A szivárvány egységes geometriai
optikai értelmezése Descartes nevéhez fûzôdik. Számítá-
sai során a ma már jól ismert töréstörvényt, mai nevén
Snellius–Descartes-törvényt alkalmazta:

ahol α a beesési szög, β a törési szög, és n az anyag tö-

(1)sinα
sinβ

= n,

résmutatója.1

1 Megjegyezzük, hogy az angol nyelvû irodalomban ezt a törvényt
egyszerûen csak Snell-törvénynek nevezik. Nem lehet bizonyosan
tudni, hogy Descartes ismerte-e a leideni egyetem professzora, Willeb-
rord Snell eredményeit, melyet ô maga már 1620-ban tanított az egyete-
men. Tény, hogy a töréstörvényt Descartes publikálta elôször, de nem
említi Snell munkásságát. Descartes tudományos tevékenységérôl bô-
vebb betekintést például Simonyi Károly mûvébôl kaphatunk [5].

A szivárvány jelenségének irodalma óriási. Bevezetés-
ként, a téma egyik kiemelkedô szakértôje, H. Moysés
Nussenzveig népszerûsítô cikkét [6], Honyek Gyula Kö-
zépiskolai Matematikai és Fizikai Lapokban megjelent
írását [7] és Czelnai Rudolfmeteorológusképzésben hasz-
nált egyetemi jegyzetét [8] ajánlhatjuk az olvasónak. A
matematikai részletek iránt érdeklôdôk számára a leideni
professzor, Hendrik Christoffel van de Hulst [9] klasszi-

kusnak számító könyvét, Milton Kerker [10] fényszórásról
írt könyvét és John A. Adam [11] hosszú, összefoglaló
cikkét javasoljuk. A szivárványnak a tudománnyal és a
mûvészettel való kapcsolatáról Raymond L. Lee és Alis-
tair B. Fraser közelmúltban megjelent és gazdagon il-
lusztrált könyvét [12] ajánljuk.

A továbbiakban áttekintjük a szivárvány fizikájának
legfontosabb elemeit, és igyekszünk nyomon követni a
jelenség megértésében történeti szempontból is mérföld-
kônek számító elméleti eredményeket. Elsôként részlete-
sen ismertetjük Descartes geometriai optikán alapuló
elméletét. A következô, II. részben a polarizáció szere-
pét, Thomas Young interferenciaelméletét, majd George
Biddell Airy elméletét taglaljuk. A dolgozat III. részében
vázoljuk a múlt század elején Gustav Mie által kidolgo-
zott legpontosabb elméletet, illetve a modern matemati-
kai módszerekkel kapott közelítô eredményekrôl adunk
rövid áttekintést, beleértve a témához szorosan kapcsoló-
dó koszorú- és glóriajelenséget is. A következô fejezet-
ben szólunk a szivárvány és a kvantummechanika kap-
csolatáról. Végül az összefoglalóban további, a témával
kapcsolatos kérdéseket említünk meg.

Megjegyezzük, hogy a cikk ábráinak egy része a Ma-
thematica programmal készült, és eredetileg színesek. Az
érdeklôdôk [13] internetcímen tekinthetik meg az eredeti
ábrákat.

Geometriai optikai leírás
Descartes-elmélet

A 2. ábrán látható, ahogy a vízcseppre érkezô fénynya-
láb egy része visszaverôdik a csepp külsô felületérôl,
egy bizonyos része megtörik, majd keresztülhaladva a
vízcseppen, ismételt töréssel kilép abból, illetve más
része a vízcsepp belsô felületén egyszer (esetleg több-
ször) visszaverôdik. A vízcseppen belül haladó fénysu-
gár a csepp belsô felületén történô p−1 számú visszave-
rôdés során p darab húr mentén halad. Fô- és mellékszi-
várványra p = 2, illetve p = 3, és a továbbiakban p-ed
rendû szivárványról akkor beszélünk, amikor a vízcsep-
pen belül a húrok száma p. Késôbb látni fogjuk, hogy
szivárvány csak p > 1 esetén lehetséges. Míg a termé-
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szetben p > 3 rendû szivárványt nem figyeltek meg,

3. ábra. A vízszintes irányból belépô fénysugár menete a vízcseppen
belül és a szögviszonyok a fôszivárványban.

R

180–2b

r

Pa

a

a

b

b

b

b q

a-b

4. ábra. A θ szórási szög a b = /R = sinα dimenziótlan ütközési para-
méter függvényében p = 0, 1, 2, 3 értékekre.
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Billet -nek már 1868-ban sikerült kimutatni a 20-ad
rendû szivárványt is vékony vízsugarat megvilágítva (a
hivatkozás megtalálható Walker [14] cikkében).

Tekintsük a 3. ábrának megfelelô R sugarú, n törés-
mutatójú vízcseppbe ütközési paraméterrel vízszintes
irányból érkezô fénysugár menetét a fôszivárványra (p =
2)! A beesés szögére igaz, hogy 0° < α < 90°. Az ábra
alapján világos, hogy = R sinα, másrészt a P pontban az
(1) Snellius–Descartes-törvény szerint: sinα = nsinβ. A
vízcseppbe bemenô és abból kilépô fénysugarak közti
eltérülés szöge (továbbiakban szórási szögnek nevezzük):
θ = (α−β)+(π−2β)+(α−β) = π+2α−4β. A Napból jövô
és a szemünkbe érkezô fénysugarak közti szög: π−θ =
4β−2α (Bacon kísérleteiben ezt a szöget mérte ki). Telje-
sen hasonló számítással kapható a szórási szög abban az
általános esetben is, amikor a vízcsepp belsô falán a fény-
sugár többször visszaverôdik. Könnyen belátható, hogy a
szórási szög p−1 számú belsô visszaverôdés esetén: θ =
(α−β)+(p−1) (π−2β)+(α−β) = (p−1)π+2α−2pβ. Az
(1) egyenletet felhasználva a θ szöget kifejezhetjük a

dimenziótlan ütközési paraméterrel:

(2)b =
R

= sinα

A fenti képlet szerint θ nagyobb lehet π-nél, ezért a gya-

(3)θ = (p 1) π 2 arcsinb 2 p arcsin b
n
.

korlati számításoknál a θ szöget a (0,π) intervallumba
képezzük:

ahol j egész szám. (Hasznos tanács: numerikus számítások-

(4)θ →











θ 2 π j,

ha 2 π j ≤ θ ≤ 2 π (j 1/2),

2 π (j 1) θ,
ha 2 π (j 1/2) ≤ θ ≤ 2 π (j 1),

nál bármely x szöget az arccos(cos(x )) függvénnyel köny-
nyedén képezhetjük a (0,π) intervallumba.) A 4. ábra a θ
szórási szögeknek a b ütközési paramétertôl való függését
mutatja p = 0, 1, 2, 3 értékekre. Két fontos megállapítás
tehetô az ábra alapján. Egyrészt látható, hogy p > 0 esetén

θ értéke b = 1-nél (azaz a vízcsepp felszínéhez érintôlege-
sen érkezô fénysugár esetén) zérustól különbözô érték:

ahol αh a vízre vonatkozó teljes visszaverôdés határszö-

(5)θ = θ (b = 1) = p (π 2αh),

ge, azaz sinαh = 1/n. Késôbbiekben látni fogjuk, hogy a
szögnek fontos szerepe lesz a szórási hatáskereszt-θ

metszet számításában és az interferenciajelenségek vizs-
gálatában is.

A másik fontos, a 4. ábrából világosan látható tény az,
hogy a θ szórási szögnek p > 1 esetén szélsôértéke van b
függvényében. A továbbiakban szükségünk van θ-nak a
b szerinti elsô deriváltjára, melyet könnyen megkapha-
tunk a (3) képletbôl:

A szélsôérték helye a dθ/db = 0 feltételbôl adódik:

(6)dθ
db

= 2








1 p cosα
n cosβ

1
cosα

.

Késôbb igazolni fogjuk azt a – már ezen szélsôérték-szá-

(7)
bc ≡ sinαc = p 2 n 2

p 2 1
.

mítás során kialakuló – sejtést, hogy a szivárványból kilé-
pô legintenzívebb fénysugár az αc beesési szögben érke-
zik a vízcsepphez. Ezt a speciális sugármenetet az iroda-
lomban szokásos módon, és Descartes tiszteletére, nevé-
nek latin megfelelôje szerint Cartesius-sugárnak nevez-
zük, és a c index is a Cartesius névre utal. Kiszámíthatjuk
a θ szórási szöget is ezen szélsôértékhelyen:

Az 5. ábrán különbözô ütközési paraméterrel beérkezô

(8)θc = θ (b = bc ).

párhuzamos fénysugarak geometriai optika alapján szá-
molt menete látható. A vastag vonal a Cartesius-sugárme-
netet jelöli. A Cartesius-sugármenet közelében beesô pár-
huzamos sugarak a vízcseppbôl kilépve közel párhuzamo-
sak maradnak, ami egy erôsen kollimált nyalábot eredmé-
nyez. Más esetekben a nyaláb a vízcseppbôl kilépve szét-
szóródik. Így a Cartesius-sugármenetnek kitüntetett sze-
repe van. A szivárványt ebbôl az irányból látjuk leginten-
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zívebbnek. Az 1. táblázatban összefoglaltuk a különbözô

5. ábra. Különbözô beesési szöggel érkezô párhuzamos fénysugarak-
nak a geometriai optika alapján számolt sugármenete. A vastag vonal a
Cartesius-sugármenetet jelöli.

1. táblázat

A fô- és mellékszivárvány esetén a különbözô színû
fénysugarak π − θc szögben láthatók

színek n
π − θc

p = 2 p = 3

vörös
zöld
kék

1,330
1,335
1,340

42,5°
41,8°
41,1°

50,1°
51,4°
52,7°

színek esetére (az 1. ábra feliratában megadott törésmuta-
tókkal) számolt π−θc szögeket. Látható, hogy fô- és mel-
lékszivárványban a színek sorrendje fordított. Csak érde-
kességképpen jegyezzük meg, hogy az 1. ábrán látható
mellékszivárványnál a vízcseppen belül a Cartesius-sugár
nagyon jó közelítéssel egy négyzet oldalélei mentén halad.

A továbbiakban a kvalitatív megállapításon túl, mate-
matikailag is megmutatjuk, hogy a vízcseppekrôl szóródó
különbözô színû fény a fenti szögekben látható a legerô-
sebb intenzitással. A kilépô fény intenzitását egyrészt a
vízcseppen történô szóródási folyamat, másrészt a fény
polarizációja határozza meg. Az elôbbi jelenséget, a mai
modern elméletek alapján, a szórócentrum differenciális
hatáskeresztmetszetével szokás vizsgálni. Egy adott tér-
szögbe szóródó fény intenzitása arányos a szórócentrum
differenciális hatáskeresztmetszetével. Így a Descartes-
elmélet keretein belül a klasszikus hatáskeresztmetszet
szögfüggése ad választ arra a kérdésre, hogy milyen
irányból látjuk a szivárványt.

A polarizáció szerepét csak a fény transzverzális hul-
lámtermészetének felfedezése után ismerték fel. Egy tö-
rôfelületen a beesô fény egy része a polarizációtól függô
mértékben visszaverôdik, másik része megtörik. A vissza-
vert és a megtört nyaláb intenzitása a beesés szögétôl
függ. A polarizációról a késôbbiekben még részleteseb-
ben szólunk. A fény polarizációjának figyelembevétele
túlmutat a Descartes-féle elméleten. Amint azt látni fog-
juk, a szivárvány szögének kiszámításához elegendô a
klasszikus hatáskeresztmetszet ismerete, nincs szükség a
polarizációra. Ezért lehetett a Descartes-elmélet olyan

sikeres már a polarizáció felfedezése elôtt is. Azonban a
kilépô fény intenzitásának pontos szögfüggését csak a
fény hullámtermészetére jellemzô interferenciaképesség
és polarizáció figyelembevételével együtt határozhatjuk
meg. A késôbbiekben összehasonlítjuk a Descartes-elmé-
letet azokkal az elméletekkel, melyekben a fény hullám-
természetét is számításba vették. Elôtte azonban, ismer-
tetjük a szórási szöget meghatározó klasszikus hatáske-
resztmetszet kiszámításának alapjait.

A klasszikus szórási hatáskeresztmetszet

A fény vízcseppen való szóródását a differenciális hatás-
keresztmetszet tel célszerû jellemezni. A klasszikus hatás-
keresztmetszet definíciója megtalálható például a [15]
könyvben. Idézzük fel röviden a klasszikus hatáskereszt-
metszet definícióját a vízcseppeken való fényszóródás
kapcsán! A vízcsepphez a Napról párhuzamos fénynya-
láb érkezik, azaz nem egyedi fénysugarak eltérülését kell
vizsgálni. Jelölje dI annak a fénynyalábnak az intenzitását
(részecskék szórásánál a részecskék számát), amely a θ
és θ+dθ szög közé szóródik! (Az adott szögtartományba
szóródó energiát a szórócentrum köré rajzolt egységnyi
sugarú gömb felületén vett intenzitással mérik.) Ha a be-
jövô párhuzamos fénysugarakra merôleges keresztmet-
szeten, egységnyi felületen áthaladó nyaláb intenzitása
S0, akkor a θ irányba szóródó sugarak differenciális ha-
táskeresztmetszete definíció szerint dσ(θ) = dI/S0. Ez te-
rületdimenziójú mennyiség. Elôször tegyük fel, hogy a θ
szórási szög és a ütközési paraméter között kölcsönö-
sen egyértelmû a kapcsolat, azaz θ az ütközési paraméter
monoton függvénye.2 A (θ) és (θ)+d (θ) sugarak

2 Szórási jelenségeknél gyakran fordul elô, hogy ez a függvény nem
monoton. Például szivárványnál (p > 1) a 4. ábra alapján jól látható,
hogy éppen ez a helyzet. Ilyenkor a függvényt felbontjuk monoton
függvények ágaira.
3 Itt jegyezzük meg, hogy p = 0 és p = 1 mellett a hatáskeresztmetszet
analitikusan kiszámolható, a részletek megtalálhatók a [15] könyvben a
73. és a 80. oldalon.

által határolt körgyûrûn áthaladó fénynyaláb intenzitása
dI = 2π d S0. Így a differenciális hatáskeresztmetszet
dσ =2π d , amely kifejezhetô a szóródás θ szögével,
vagy a dΩ = 2π sinθdθ térszöggel:

A képletben a d /dθ derivált abszolút értéke szerepel, fi-

(9)dσ = 2 π (θ) d (θ)
dθ

dθ = (θ)
sinθ

d (θ)
dθ

dΩ.

gyelembe véve, hogy a derivált negatív is lehet. Ha a (θ)
többértékû függvény (mint például a szivárványnál), ak-
kor a függvény egyes ágainak megfelelôen, külön-külön
kell kiszámítani az egyes járulékokat a differenciális hatás-
keresztmetszethez. Általában a θ szórási szöget ismerjük a

ütközési paraméter függvényében. Ezért elôször a (9)
képlet szerint meg kell határozni a θ( ) függvény inver-
zét, azaz a (θ) függvényt, majd ennek deriváltját.

Vizsgáljuk a fôszivárvány (p = 2) esetét!3 A (3) egyen-
letben megadott θ( ) függvény inverzét algebrai átalakí-
tások után a következô egyenletbôl kaphatjuk meg:
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Ez egy negyedfokú egyenlet b = /R -re, és két pozitív gyö-

6. ábra. A θ(b ) függvény inverze, azaz a b (θ) dimenziótlan ütközési
paraméter a θ szórási szög (fokokban mérve) függvényében fôszivár-
vány és vörös szín esetén. A függvény kétértékû, és értelmezési tarto-
mánya az alsó ágra a [θc, π], míg a felsô ágra a [θc, θ*] intervallum, ahol
θ* értékét az (5) képlet adja.

1
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q (°)
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(
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7. ábra. A dσ/dθ differenciális hatáskeresztmetszet (R2 egységekben) a
θ szórási szög (fokokban mérve) függvényében fôszivárvány és vörös
szín esetén. A függvénynek gyökös szingularitása van a θc helyen, és
értéke zérus az ennél kisebb θ szögekre.
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


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sin θ

2

2

= 1 b 2

4
cos2 θ

2
.

ke van (a másik kettô negatív gyök). Jelöljük az így kapott
inverz függvényt b (θ)-val! A függvény kétértékû, alakját a
6. ábra mutatja.4 A b (θ) függvény θ szerinti deriváltja – az

4 A b (θ) függvényt geometriailag a 4. ábrán látható θ(b ) függvény-
nek a 45°-os egyenesre való tükrözésével kaphatjuk meg.

inverz függvény deriválásának megfelelô szabály szerint –
a (6) egyenletben adott derivált reciproka. A db (θ)/dθ de-
rivált értéke a b (θ) függvény két ágán különbözô, sôt el-
lentétes elôjelûek (ezért kell venni az abszolút értéket a (9)
képletben). Így a differenciális hatáskeresztmetszethez
külön-külön adódnak járulékok az egyes ágakból.

Világos, hogy a db (θ)/dθ derivált a θ = θc helyen
szinguláris (végtelen értéket vesz fel), és így a differen-
ciális hatáskeresztmetszet ebben az irányban végtelenné
válik. Ez az oka, hogy a szórt fényt ebben a θc szögben
látjuk a legerôsebbnek. Vörös színre a differenciális ha-
táskeresztmetszet a 7. ábrán látható. Megjegyezzük,
hogy a hatáskeresztmetszetben fellépô szingularitás gyö-
kös jellegû, azaz

db (θ)
dθ

∼ 1

θ θc

szerint közelíthetô θc közelében. Természetesen a teljes
hatáskeresztmetszet, azaz az

mennyiség egyenlô a πR 2 geometriai keresztmetszettel.

⌡
⌠
π

0

dσ
dθ

dθ

Matematikailag az integrál a gyökös szingularitás miatt
lesz véges. Teljesen hasonló gondolatmenet alapján be-
látható, hogy mellékszivárványra b (θ) inverz függvény
deriváltja a p = 3-nak megfelelô θc értéknél válik végte-
lenné, és így a hatáskeresztmetszet is.

Összegezve, a szivárvány színeit azokban az irányok-
ban látjuk legerôsebbnek, amelyekben az egyes színek-
hez tartozó differenciális hatáskeresztmetszetek szingulá-
risak. Ezeket a szögeket a fô- és mellékszivárvány eseté-
ben a (8) képletbôl számolhatjuk ki, és numerikus értékei
1. táblázatban találhatók. Mivel a (3) képletben adott
θ(b ) függvénynek csak p > 1 mellett van szélsôértéke,
szivárványt csak ekkor figyelhetünk meg. A magasabb
rendû szivárványokra (p > 3) a differenciális hatáske-
resztmetszetet az elôbbiekhez hasonlóan, általában csak
numerikusan határozhatjuk meg.

Itt jegyezzük meg, hogy a 4. ábra alapján fôszivár-
ványra, adott színû fényre a θ szórási szög nagyobb a p =
2-nek megfelelô θc-nél, míg a mellékszivárvány esetén a
szórási szög kisebb a p = 3-nak megfelelô θc-nél. Mivel
θc(p=3) < θc(p=2), e két szög közti irányokból az adott
színû fény sem a fôszivárványból, sem a mellékszivár-
ványból nem juthat a szemünkbe. A két szög közti irány-
ban, a fô- és mellékszivárvány között egy sötét tartomány
alakul ki, a bevezetôben említett Alexander-féle sötét sáv.
Az 1. táblázatból látható, hogy π−θc értéke fôszivárvány
esetén vörös színre a legnagyobb, mellékszivárványnál
pedig vörös színre a legkisebb. Így az 1. táblázat nume-
rikus adataival az Alexander-féle sötét sáv a 42,5° és az
50,1° szögek közti irányban látható.

Végül fontos hangsúlyozni, hogy a Descartes-féle el-
mélet szerint a szórt fény intenzitása sem a vízcsepp mé-
retétôl, sem a fény hullámhosszától nem függ. A szivár-
vány jelenségének megértésében továbblépés Descartes
után közel kétszáz évvel következett be. Az új elméletek-
ben a fénynek korábban ismeretlen tulajdonsága, a hul-
lámtermészete kap alapvetô szerepet. Ezek az elméletek,
a szivárvány pontosabb leírásán túl, nagy hatással voltak
az egész optika tudományára is. A következô fejezetek-
ben a szivárványnak a fény hullámtermészetén alapuló
elméleteit ismertetjük.
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8. CZELNAI RUDOLF: Bevezetés a meteorológiába I. Légkörtani alapis-

1. ábra. A kozmikus sugárzás spektruma, különbözô kísérletek ered-
ményeit használva és összehasonlítva különbözô jelenleg mûködô és
tervbe vett földi gyorsítók elérhetô energiájával [15].
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A NAGYENERGIÁJÚ NEUTRÍNÓK ÉS
A KOZMIKUS SUGÁRZÁS FIZIKÁJA ÉS ASZTROFIZIKÁJA

Mészáros Péter
Pennsylvania State University

Világegyetemünk legtitokzatosabb hírvivôi között vannak
a neutrínók és a kozmikus sugárzás részecskéi, ezek között
is pedig azok, amelyek nagy energiával érkeznek Földünk-
höz, azaz TeV (1012 eV) energiák fölött. Ezt az energiaszin-
tet csak nemrég közelítették meg a világ legnagyobb labo-
ratóriumi gyorsítóiban, mint például az európai CERN-ben
és az USA-beli Fermilab és RHIC gyorsítókban. Ezzel szem-
ben, a hozzánk érkezô kozmikus részecskék egy kis há-
nyada ezt az energiaszintet több nagyságrenddel is megha-
ladja, és a kozmikus sugárzás okozta atmoszférikus neutrí-
nók között is akad jóval nagyobb energiájú.

A kozmikus sugárzás megfigyelt energiaspektruma
eléri a 1020 eV-ot (1. ábra ). Ezt a hatalmas, szinte mak-
roszkopikus energiát (amely megfelel például egy gyor-
san adogatott teniszlabda energiájának vagy egy 15 wat-
tos körtébôl egy másodperc alatt kibocsátott energiának)
egyetlen, földünkbe becsapódó atommag hozza magával.
Ez a (Greisen, Zatsepin és Kuz’min kutatókról elneve-
zett) GZK-energiaszint, amely fölött várható, hogy a koz-
mikus részecskék száma drasztikusan megritkul a három-
fokos kozmikus rádióhullám háttérsugárzással való (p, γ
→ n, π+) fotomezon kölcsönhatás miatt.

Az utolsó évtized legégetôbb kérdése ezzel kapcso-
latban az volt, hogy egy ilyen „GZK-levágás” észlelhe-
tô-e a kozmikus sugarak becsapódási rátáján? Ez idáig a
világ két legnagyobb kozmikus sugárzást mérô beren-
dezése, a japán AGASA és az Amerikai HiRes kísérletek
csak igen kisszámú (tucatnál kevesebb) kozmikus su-
gárzási eseményt mértek 1020 eV energiák fölött, eltérô,
de statisztikailag nem jelentôsen különbözô választ ad-
va a GZK-levágás létezésére. Az egyértelmû választ nem
könnyíti az a tény, hogy a két kísérlet más-más mód-
szerrel és kalibrációval méri a kozmikus sugárzás ré-
szecskéinek energiáját. A földi atmoszféra felsô rétegei-
be érkezve a kozmikus sugárzás (akár proton, akár ne-
utron, azaz közös nevükön nukleon, N ) az atmoszfé-
rikus nukleonokkal az erôs kölcsönhatás révén egy
hadronikus elektromágneses (N,p vagy N,n → pion,
müon, elektron, pozitron) kaszkádszerû záport okoz,
amely tehát fôleg pionokból, müonokból és elektron–
pozitron párokból áll.

A zápor energiáját és így az azt okozó kozmikus su-
gárzás nukleonjának energiáját az AGASA szcintillátorbe-
rendezésekkel a Föld szintjéhez érkezô müonok révén
méri. A HiRes (az elôzô úgynevezett „Légyszem” kísérle-
tük technikájával) a zápor által felgerjesztett atmoszféri-
kus nitrogén fluoreszcenciáját méri optikai távcsövekkel.
A legmagasabb energiájú kozmikus részecskék spektru-
mának és fizikai eredete kérdéseinek tisztázására már
félig felépítették a Pierre Auger Kozmikus Sugárzás Ob-
szervatóriumot [1], amelyet egy nemzetközi konzorcium
mûködtet Argentínában (2. ábra ). Ez a berendezés egy-
idejûleg kétféle módszerrel is méri a 1018–1020 eV energiá-
jú kozmikus részecskéket. Egyrészt, a HiReshez hasonló-
an, a zápor töltött részecskéi által a felsô légkörben fel-
gerjesztett nitrogénmolekulák fluoreszcens fényét méri
több irányban figyelô optikai távcsövekkel. Másrészt, a
Föld felszínére érkezô zápor keltette müonpárok víztartá-
lyokban okozott Cserenkov-sugárzását figyeli meg gyors
idôfelbontású fotoelektron-sokszorozókkal.

Ez idáig az Auger Obszervatórium teljes részecske-
„befogadóképessége” (accumulated acceptance) 1600
km2 szteradián év, ami éppen meghaladja a már leál-
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lított AGASA tíz év alatt elért adatmennyiségét, és meg-

2. ábra. A Pierre Auger Kozmikus Sugárzási Obszervatórium egyik víz
alapú Cserenkov-tankja, az argentínai Andok hegyvonulat lábánál. A
3000 km2 mûszerezett felületen elhelyezett 1600 tankból már 800, a 24
atmoszférikus fluoreszcens távcsôbôl már 12 mûködik.

3. ábra. Az ANITA együttmûködés léggömbjének építés alatt álló, mint-
egy 7 m magas gondolája. Az antennák segítségével az Antarktisz fölött
lebegô mûszer körülbelül 680 km átmérôjû területrôl lesz képes az Asz-
karyan-effektus rádiósugárzását mérni [3].

napelemek

rádióantennák

haladja a HiRes eddigi összbefogadását is. Az Auger-
konzorcium most frissen megjelent jelentéseibôl, ame-
lyeket az Indiában tartott 29. Nemzetközi Kozmikus Su-
gárzási Konferenciára küldtek be, megerôsítést nyer,
hogy a 1020 eV fölötti energiájú kozmikus részecskék
kétségtelenül léteznek, de az egy éve mûködô, csak
félig felépült obszervatóriumban észlelt becsapódások
száma még nem elég ahhoz, hogy a GZK-levágásról
véglegeset tudjon állítani [2]. A jövôre elkészülô teljes,
3000 km2 területû mérôfelület viszont körülbelül tízsze-
rese lesz az AGASA felületének, és a befogadása jövôre
már kétszerese lesz az eddiginek. Így néhány éven belül
komoly eséllyel rendelkezünk majd a GZK-vágás léte-
zésének eldöntésére.

Várhatóan ezekbôl a 1020 eV energiájú kozmikus ese-
ményekbôl körülbelül EeV (azaz 1018 eV) energiájú neut-
rínók is keletkeznek a fotomezon kölcsönhatás révén
(p,γ → µ+, → e+,νe, ). A neutrínók megfigyelése kö-νµ νµ
rülményesebb, mivel ezek csak az általuk indukált má-
sodlagos töltött müonok révén észlelhetôk. A neutrínó
ugyanis roppant kicsi kölcsönhatási keresztmetszettel
rendelkezik, és a felülrôl érkezô, neutrínóindukált müo-
nok száma elenyészôen kicsi a hadronikus elektromág-
neses zápor által indukált müonok számához képest.
Viszont a láthatárnál pár fokkal alacsonyabb megfigyelési
irányokból a földkéreg – éppen a gyenge kölcsönhatás
okán – a neutrínókat átengedi, miközben az erôsebben
kölcsönható hadronkaszkádból eredô müonokat kiszûri.
Az Antarktiszra telepített mérôberendezés láthatárán a jég
felülete alól elôbukkanó neutrínók által az utolsó több
száz méteren elôidézett ritka kölcsönhatások során kelet-
kezô relativisztikus müonok a Cserenkov-hatáshoz ha-
sonló koherens rádiósugárzást okoznak (Aszkaryan-ef-
fektus), amelyet a 30–40 km magasságban a Déli Sarok
körül lebegô ANITA tudományos léggömb [3] lefelé irá-
nyított rádióantennáival lehet majd mérni (3. ábra). (En-
nek a kísérletnek egy kisebb prototípusa már sikeresen
bebizonyította a mérési elv gyakorlati kivitelezhetôségét).

A jóval alacsonyabb, de földi laboratóriumokban még
nem elérhetô, TeV-es energiájú extraterresztriális neutrí-

nókról már egy ideje tudjuk, hogy sokkal nagyobb szám-
ban érkeznek hozzánk, mint a feltételezett 1018 eV-os
neutrínók. Sôt, GeV energiákon felül már az atmoszféri-
kus neutrínók oszcillációit is kimutatták, melynek során
az elektron, a müon és a tau neutrínói nagy távolságot
megtéve részben egymásba változnak át ([4], Nobel-díjjal
honorált kísérleti eredmény). A TeV energiáknál észlelt
nagyobb becsapódási ráta kiegyenlíti, sôt meghaladja az
EeV-hez képest alacsonyabb kölcsönhatási keresztmet-
szetet, ami viszonylag megkönnyíti a megfigyelésüket. Az
égbolt felsôbb tartományából érkezô neutrínók az at-
moszféra felsô rétegeiben újfent, bár ritkán müonokat
keltenek (ν,N → pion → müon) a gyenge kölcsönhatás
révén. Ezek teljesen elvesznek a hadronikus záporok
(p,N→ pion → müon) által keltett, sokkal nagyobb számú
müon sokaságában. Viszont azok a neutrínók, amelyek a
láthatárunk szintje alatt csapódnak a Föld atmoszférájába,
túlnyomó részt átjutnak a földkérgen (és ritkán megfi-
gyelhetô müonokat is keltenek), miközben a hadronikus
záporok müonjai elnyelôdnek a földkéregben. Így a TeV-
es energiáknál is kizárólag csak az alulról érkezô neutrí-
nók megfigyelésérôl lehet szó. Fontos körülmény, hogy
az EeV energiáknál a neutrínószám sokkal alacsonyabb,
és ezek a nagyobb hatáskeresztmetszet miatt csak a lát-
határ alatti néhány fokos tartományban juthatnak át a de-
tektorhoz. Ugyanakkor PeV energiák alatt akár a Föld tel-
jes átmérôjén is szinte elnyelésmentesen jutnak át a neut-
rínók. Ilyen módon a láthatár alatti majdnem 2π sztera-
diánból érkezô TeV–PeV energiájú atmoszférikus neut-
rínókat már több éve méri a Déli Sarkon sikeresen mûkö-
dô Amanda kísérlet. Ennél is jóval érzékenyebben fogja
ezt megtenni ennek a kísérletnek most épülô, IceCube
nevû [5] hússzor nagyobb mérôtérfogatú utódja.

Honnét jönnek ezek a hatalmas energiájú kozmikus
sugarak és a velük összekapcsolódó neutrínók, és milyen
módon érik el ezeket az energiákat? Az izotróp érkezési
irány azt bizonyítja, hogy a naprendszerünknél, sôt a
Tejútnál (galaxisunknál) is jóval távolabbi szülôhelyet
kell feltételeznünk. Másrészt a GZK kozmikus sugárzás
95%-os bizonyossággal nem fotonokból áll [6], és ré-
szecskéi – mivel elektromágneses záporokat okoznak –
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elektromos töltéssel is rendelkeznek. Nagy impulzusuk
folytán pedig nukleonokra lehet következtetni. Ha proto-
nokról van szó, felgyorsításuk 1020 eV energiára, történ-
jék ez akár elektromágneses terek révén (pl. [7]), akár
lökéshullámokkal, azaz a Fermi-gyorsítás révén (pl. [8]), a
következô feltételt adja a V potenciálra, amellyel Ep ener-
giára gyorsítjuk fel a protonokat,

ahol Φ a mágneses fluxus, t az idô, R a gyorsítási távol-

V = 1
c
dΦ
dt

∼ 1
c
B R 2 v
R

∼ β B R >
Ep
e

,

ság, V a gyorsítási térfogat tömegsebessége, β = v /c és B
a mágneses tér. Másrészt, a forrás luminozitására (L ),
amelybôl ezek a részecskék erednek, az

követelményt kell kielégítenie, ahol Ep, 20 = Ep/1020. Ennek

L > B 2

8π
4π R 2 v >









Ep
β e

2

β c = c
β









Ep
e

2

∼ 1045,5 E 2
p,20 erg/s

a követelménynek általában csak kétféle asztrofizikai ob-
jektum felel meg: a gamma-kitörések (GRB-k) és az aktív
galaxismagok (AGN-ek). Ezekrôl viszont tudjuk, hogy a
szóba jöhetô v tömegsebességek erôsen relativisztikusak:
az AGN-eknél észlelt részecskecsóvák (jets ) Lorentz-fak-
tora, γj, a 10–30 értékig is felmegy, míg a GRB-knél ész-
lelt csóvák átlagos γj értéke 300 körül van. Így tehát a
gyorsításra fordítható t idôbôl és az R távolságból egy-
egy γj faktor jön be, amivel a luminozitási követelmény
megnövekszik az

tehát legalább a 1047–1048 erg/s értékre. Itt már csak a

L >
2 γ 2

j

β
E 2
p,20 1045,5 erg/s,

legerôteljesebb AGN-ekrôl lehet szó, vagy pedig a GRB-
krôl, amelyeknek az átlagos luminozitása is megfelel
ennek a feltételnek.

Mind a GRB-kben, mind az AGN-ekben a részecske-
gyorsítás valószínûleg a Fermi-mechanizmus révén törté-
nik, amelyben a töltött részecskék a csóvákban megjele-
nô lökéshullámok diszkontinuitásán keresztül többszörö-
sen oda-vissza szóródnak, minden egyes szórásnál a tö-
megsebesség különbségének megfelelô energiával gya-
rapodva. Ráadásul, mivel a csóvák maguk is relativiszti-
kus tömegsebességgel (γj >>1 Lorentz-faktorral) mozog-
nak, a csóvában elért részecskeenergiák egy további γj
együtthatóval megszorozva figyelhetôk meg.

A lökéshullámok általi Fermi-gyorsítás egyébként
nagy valószínûséggel bebizonyított jelenség a szuper-
nóva-maradványoknál, ahol a megfigyelt nem termikus
gamma-, röntgen- és rádiósugárzás a felgyorsított elekt-
ronok szinkrotronsugárzásával magyarázható. Ilyen
nem termikus fotonokat észleltek szupernóva-maradvá-
nyokban, például a HESS Cserenkov-távcsôvel, egészen
20 TeV energiákig [9]. Másrészt, a szupernóva-maradvá-
nyokban tartalmazott protonok és ionok is szükségsze-
rûen részt vesznek a gyorsítási folyamatban, és ezek is
relativisztikus energiákat érhetnek el, legalább PeV-es

energiákig. A kozmikus sugárzásban PeV alatt észlelt
protonok eredetének ez a legvalószínûbb magyarázata.
Vitatott kérdés még az, hogy a szupernóva-maradvá-
nyokban észlelt 20 TeV-es fotonok vajon teljes egészé-
ben az elektronok inverz Compton-szórásából ered-
nek-e, vagy a proton–proton kölcsönhatásokban kelet-
kezô pionok bomlásának eredményei.

A GRB- és AGN-csóvákban is jól magyarázható a megfi-
gyelt gamma-, röntgen- és optikai nem termikus foton-
spektrum a lökéshullámok által gyorsított relativisztikus
elektronok szinkrotron és inverz Compton-sugárzásával
(pl. [10, 11]). Itt is várható a jelen levô ionok felgyorsítása,
mégpedig ugyanazon fizikai körülmények között, ame-
lyekkel a fotonspektrum is magyarázható, a protonok ese-
tében egészen a megfigyelô rendszerében mért 1020 eV
energiáig [12]. Tehát lehetséges, hogy a GZK-energiás pro-
tonok forrásai a GRB-k, vagy esetleg az erôsebb AGN-ek.

Másrészt, a GZK tartománybeli kozmikus sugárzás
megfigyelt fluxusát is meg kell magyarázni, mely körül-
belül egy részecske négyzetkilométerenként és száz
évenként. Az Ep energiájú protonok pionkeltés miatt el-
nyelôdnek, amikor

energiájú fotonokkal kölcsönhatnak. Ilyen energiájúak a

Eγ >
mπ mp

Ep
∼ 10 3 E 1

p,20 eV

3 K hômérsékletû kozmikus háttérsugárzás fotonjai, ame-
lyek sûrûsége

A protonok szabad úthossza tehát

nγ ∼ (400/cm3) exp 







1 3
Ep,20

.

az úgynevezett „GZK-távolság”, ahol egy megaparsec =

λE ∼
mp

mπ

1
nγ σπ

∼ 11 exp 







3
Ep,20

1 Mpc,

1 Mpc ∼ 3 millió fényév, mp és mπ a proton és a pion
tömege, σπ a (p,γ) fotomezon reakció hatáskeresztmet-
szete ∼ 5 10−26 cm2. Tehát legfeljebb 50 Mpc-en belül
kereshetôk a GZK-protonok forrásai.

Itt ötlik fel az AGN-eredettel kapcsolatos egyik legne-
hezebb probléma: 50 Mpc-en belül csak néhány (gyen-
gébb) AGN található. Ráadásul, ennél az energiánál a
protonoknak az intergalaktikus és galaktikus mágneses
térben történô elhajlása legfeljebb 1 fokos. Amíg az ala-
csonyabb energiájú kozmikus sugárzás érkezési irányát a
mágneses elhajlás izotropizálja, addig a GZK-protonok
szinte egyenes vonalban érkeznek hozzánk. Márpedig,
az eddig megfigyelt GZK-protonok nem mutatnak sem-
milyen kitüntetett érkezési irányt. Tehát jóval nagyobb
számú forrást kell feltételeznünk, mint amennyi erôs
AGN van ezen a GZK-távolságon belül.

A GRB-k esetében is látszólag probléma lép fel, mivel
a (felénk irányított csóvájú, tehát megfigyelhetô) kitörési
ráta körülbelül RGRB ∼ 0,5 10−3 (D/100 Mpc)−3 évente.
Viszont az intergalaktikus mágneses térben fellépô idô-
beli diszperzió
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ahol a B ∼ 10−9 G és a λB ∼ 10 Mpc értékek parametrizál-

4. ábra. A Déli Sarkon építés alatt álló IceCube jég alapú Cserenkov-neut-
rínódetektor sematikus ábrája. Egy köbkilométeres térfogatot nanomásod-
perces felbontású fotocsövekkel mûszereznek fel, amelyeket szálakon
eresztenek le 1,5 és 2,5 kilométer közötti mélységbe, és a neutrínóütközé-
sekbôl eredô, felfelé törô müonok Cserenkov-fényét mérik. Az Amanda–II
prototípus 12 szállal és 677 fotocsôvel már sikeresen mûködik, az IceCube
majd 80 szálon 4800 fotocsôvel fog mûködni. A prototípusvizsgálat céljára
ezekbôl egy szállal már bôvítették a létezô Amanda berendezést.

1000 m

déli-sarki állomás

0 m
50 m

1400 m

2400 m

jégsapka

hóréteg

3
0
0

m

IceCube

optikai modul

tdisp ∼ 3 107 év 







B

109 G

2 







λB

10 Mpc








D
100 Mpc

2

E 2
p,20 ,

ják az intergalaktikus mágneses tér átlagerôsségét és a
koherenciahosszát. Ezzel a GZK-távolságon belül

adja meg a GZK-fluxushoz járulékot adó GRB-k számát,

NGRB ∼ RGRB tGRB ∼ 5 103 B 2
9 λB,10 D

2
10 E

2
p,20

ami megfelel a követelményeknek.
A GRB-knél csakúgy, mint az AGN-eknél, a protonok

a GZK-energia alatt egy N (Ep ) ∼ E −2 körüli energiaelosz-
lást alakítanak ki a Fermi-féle gyorsítási mechanizmussal.
Különbözô kölcsönhatások változtatják az eloszlást a
protonok intergalaktikus útja során. A forrásokban ma-
gukban egy másik kölcsönhatás vezet igen érdekes kö-
vetkezményekre. Ez a reakció újfent a

fotomezon kölcsönhatás a felgyorsított relativisztikus

p,γ → ∆ → n,π → π ,νµ → νµ, e ,νµ

protonok és, ez esetben, a forrásban keletkezett fotonok
között. A GRB-k esetében a fotonluminozitás az eredeti
kitörés ideje alatt alapvetôen egy hatványfüggvényszerû
eloszlás, amelyre átlagosan fennáll (pl. [10]), hogy N (Eγ)
∼ E −1, illetve N (Eγ) ∼ E −2, az úgynevezett Ebr ~ 1 MeV tö-
rési energia alatt, illetve felette. A fotonsûrûség a lökés-
hullám térfogatában a gamma-kitörés ideje alatt elég
nagy ahhoz, hogy a gyorsított protonok (p,γ) kölcsönha-
tási átlagideje ugyanolyan nagyságrendû legyen, mint a
dinamikai vagy a gyorsítási idôskála, így a protonok
energiájának jelentôs része, amennyiben az meghaladja a
∆ rezonancia küszöbét, müon és ν formájában jelenhet
meg. A gamma-kitöréssel egy idôben tehát, a GRB lumi-
nozitásának egy jelentôs része νµ-ként és -ként várha-νµ
tó [13]. A neutrínóspektrum a fotonspektrumot tükrözi, a
neutrínókitörési energia körülbelül 100 TeV (ahol a fo-

tonkitörési energia a proton nyugalmi rendszerében
megfelel a ∆ rezonancia energiájának).

A neutrínók szinte elnyelés nélkül, egyenes vonalban
jutnak el hozzánk az Univerzum legtávolabbi részeibôl,
ahol a GRB-kitörések történnek. Az egész Univerzumban
évenként kitörô GRB-k (kb. egy GRB naponta) egy „diffúz
neutrínó-háttérsugárzást” adnak. Az Antarktisz jegében
elhelyezkedô köbkilométeres IceCube [5] Cserenkov-de-
tektor (4. ábra ), vagy a köbkilométeres KM3NeT vizes
Cserenkov-detektor (az Európai Unió indítványára az An-
tares prototípusra alapozva, pl. [14] a Földközi-tenger alatt
épül) ezt a diffúz neutrínóhátteret észlelni tudja majd a
neutrínók által keltett, a Föld belsejébôl felfelé haladó
müonok Cserenkov-fénye révén. Ezek megjelenési ideje
egybeesik az egyes gamma-sugarak által jelzett GRB-k ki-
törési idôpontjával. Különösen közeli GRB-k esetében
pontszerû neutrínóforrásként is észlelni lehet a kitörése-
ket. Az atmoszférikus neutrínók háttérzaja kiküszöbölhetô
a kitörés rövid idôtartama és jól meghatározott iránya se-
gítségével. (Mind a jégbe, mind a vízbe telepített köbkilo-
méteres Cserenkov-detektorok körülbelül 0,5–0,7 fokos
irányfelbontásra képesek 1–100 TeV között, pl. [5, 14]).

A nagyenergiájú kozmikus sugárzás és a neutrínók
rejtélye sokkal behatóbb vizsgálódás tárgya lesz a követ-
kezô öt évben az Auger, az IceCube és más nagyszabású
kísérletek révén. Az itt felvázolt kérdések a nagyenergiájú
részecskék fizikájának és asztrofizikájának csak egy ré-
szét jelentik. A múlt tapasztalataira alapozva, nagy való-
színûséggel feltételezhetô, hogy a jelenlegi kérdések tisz-
tázásával egy idôben egy egész sor új kérdéskör tárul
majd fel, amint a ma elérhetô legnagyobb energiákon és
távolságokon túlhatolunk.
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A LAGRANGE-MECHANIKA ALAPJAI ELTE, fizikushallgató
Papp Tibor

Azzal a célkitûzéssel, hogy a manapság tanított analízis és
lineáris algebra nyelvezetét összhangba hozzuk a mecha-
nikában még ma is használatos fogalmakkal és jelölések-
kel, jelen tanulmány keretében a Lagrange-mechanika
newtoni megalapozását vesszük nagyító alá. Ehhez elsô-
ként a régi és a jelenlegi matematika néhány fogalmát
kell tisztáznunk.

Matematikai fogalmak
Halmazok és függvények

A modern matematika alapját a logika és a halmazelmélet
adja. A halmazelmélet szerepe kettôs. Egyrészt axiómái
biztosítják a legfontosabb objektumoknak, azaz a termé-
szetes ( ) és valós ( ) számok halmazának létezését,
másrészt eszközeivel lehetôvé teszi a matematika szinte
minden ágának a halmazelméleten belüli megfogalmazá-
sát. Az egzaktság érdekében ezen eszközöknek egy igen
szûk részét mi is használni fogjuk. A logikai eszközök
közül a kvantorokat: ∀ „bármely” és ∃ „létezik olyan”,
továbbá a := „legyen egyenlô” definiáló egyenlôséget.
A halmazokat megadhatjuk az elemeinek felsorolásával
(A := {1, 2, …, n }), vagy egy adott A halmaz egy részhal-
mazát (⊆) képezhetjük valamilyen T tulajdonsággal: B :=
{x ∈ A | T (x )}. Itt B azokat az A -beli elemeket tartalmaz-
za, amelyekre T teljesül. Ha A és B halmazok, akkor
A×B -vel jelöljük a direktszorzatukat, vagyis az (a,b )
párok összességét (itt a ∈ A és b ∈ B értelemszerûen). To-
vábbá An jelölje az A×A×…×A (n -szer) halmazt, vagyis
az A elemeibôl képzett rendezett n -esek összességét. Ha
A és B halmazok, akkor egy olyan f függvényt, amely
A -ból B -be képez f : A B -vel jelöljük. Ekkor f értelme-
zési tartománya (Dom f ) része A -nak, és értékkészlete
(Ran f ) része B-nek. Ha Dom f = A, akkor f megadásakor
az f : A → B jelölést használjuk. Ezekkel a jelölésekkel a
szokásos értelemben bevezethetô az egyváltozós ( )
és a többváltozós ( n ) függvények folytonossága, dif-
ferenciálhatósága és folytonosan differenciálhatósága (ez
utóbbi azt jelenti, hogy a derivált függvény is folytonos, és
ha van perem, akkor arra folytonosan kiterjeszthetô).

A lineáris algebra alapfogalmai

Az n tér elemei vektorok, melyeket össze tudunk adni,
valós számmal meg tudunk szorozni, továbbá két vektort
egymással skalárisan össze tudunk szorozni. Általában
egy olyan halmazt, amelyben értelmes ez a három mûve-
let, és ugyanazok a mûveleti tulajdonságai, mint n-ben,
valós euklideszi vektortérnek nevezünk. Az a1, a2, …, ak

vektorok lineáris kombinációján a α1a1 +α2a2 +…+αkak

vektort értjük, ahol αj-k valós számok. Az a1, a2, …, ak

vektorokat lineárisan függetlennek nevezzük, ha egyik
sem fejezhetô ki a többi lineáris kombinációjaként.

n-ben legfeljebb n darab lineárisan független vektor
adható meg, és ekkor ezek már lineáris kombinációkkal

elôállítják a tér összes vektorát. Ilyenkor nevezzük az a1,
a2, …, an vektorokat bázisnak. Egy bázis elemeinek a
száma – akárhogyan választjuk is meg azokat – mindig
ugyanaz. Ezt a számot nevezzük a tér dimenziójának
(azaz dim n = n ). Egy adott a1, a2, …, an bázisban tehát
elô lehet állítani a tér összes v vektorát, azaz a tér minden
vektorához hozzárendelhetô egy (α1, α2, …, αn ) szám
n -es, melyre

Ezt a hozzárendelést nevezzük az adott bázisbeli repre-

v =
n

j = 1

αj a j .

zentációnak. Egy A ⊆ n halmazt altérnek nevezünk, ha
∀ a, b ∈ A és ∀ α, β ∈ esetén α a+βb ∈ A. Például

3-ben altereket képeznek az origót tartalmazó síkok és
egyenesek. Nyilván n minden altere maga is valós euk-
lideszi tér, és két altér metszete szintén altér lesz. Egy A
altér ortogonális kiegészítôjének az A altér összes vek-
torára merôleges vektorok halmazát nevezzük, és A⊥-sel
jelöljük, azaz A⊥ := {a ∈ n | ∀ b ∈ A esetén ab = 0}. Pél-
dául egy origót tartalmazó sík ortogonális kiegészítôje
az origót tartalmazó a síkra merôleges egyenes. Köny-
nyen belátható, hogy A⊥ is altér, és hogy A -nak egy bá-
zisa és A⊥-nek egy bázisa együttesen az n tér egy bázi-
sát adja, azaz dimA+dimA⊥ = n. Ha A altér, akkor min-
den vektor egyértelmûen elôáll egy A -beli és egy A⊥-be-
li vektor összegeként. Az elôbbit nevezzük az adott
vektor A -ra vett merôleges vetületének, az utóbbit az
A⊥-re vett merôleges vetületének.

A differenciál értelmezése

A manapság tanított standard analízisben már nem tan-
anyag a differenciálok azon klasszikus értelmezése, ame-
lyekre a klasszikus fizika és elsôsorban a mechanika sok
fejezete épül. Ezért itt azok jelentését röviden tárgyaljuk.
Elôször is tekintsünk egy f : a ∈ -ben differenciál-
ható függvényt. Az f gráfjához az (a, f (a )) pontban meg-
rajzolhatjuk az érintôt. Ezt az egyenest az origóba tolva
kapjuk azt az egyenest, amelyet az f függvény a pontbeli
differenciáljának nevezzük, azaz az y = f ′(a)x egyenletû
egyenest. Ezt az egyenest egy függvénnyel is leírhatjuk.
Jelölje ezt a függvényt df (a), és a változója legyen h,
vagyis df (a ) (h ) = f ′(a)h. A g (x ) = x identitásfüggvény
deriváltja 1. Így ha ezt a függvényt g helyett x -szel je-
löljük, akkor a differenciál elôbbi értelmében dx (h) = h.
Ezzel viszont az f függvény a -beli differenciálja átírható:
df (a) (h) = f ′(a )dx (h), vagy elhagyva a változókat
df (a ) = f ′(a )dx, még klasszikusabban df (x) = f ′(x )dx.
Az utóbbi jelölésnél viszont észben kell tartanunk, hogy
x egyrészt jelöl egy olyan pontot, ahol f deriválható, és
jelöli az identitásfüggvényt is. Könnyen meggondolható,
hogy a deriváláson keresztül a differenciál megörökli a
mûveleti tulajdonságokat, sôt értelmet kap az f ′(x) =
df (x ) /dx jelölés, és ezáltal pedig a Leibniz-szabály és
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láncszabály klasszikusan felírt formulája is. Többváltozós
függvény esetén a differenciált érintô terekkel (a gráfot
érintô alterekkel) értelmezzük. Legyen f : n differen-
ciálható valamilyen x ∈ n pontban. Ekkor az (x, f (x))
ponthoz tartozó érintô alteret (n = 2 esetén érintô síkot)
eltolva az origóba kapjuk azt az alteret, amelyet most dif-
ferenciálnak nevezünk. Ennek az altérnek az egyenletét a
df (x) függvénnyel írjuk le, ahol

Annak igazolását, hogy a df (x) függvénynek a gráfja va-

df (x) (h) = ∂f (x)
∂x1

h1

∂f (x)
∂x2

h2 … ∂f (x)
∂xn

hn .

lóban a keresett altér, az olvasóra bízzuk. Ha xi -vel jelöl-
jük az i -edik változó identitásfüggvényét (azaz xi (a) =
ai ), akkor a fenti értelemben – mivel az xi függvény deri-
váltja az i -edik koordinátában 1, a többiben 0 – egysze-
rûen képezhetjük az xi függvény differenciálját: dxi (h) =
hi. Mindezek értelmében a fenti függvényt változók nél-
kül felírhatjuk

A megfelelô meggondolásokkal a differenciál most is

df (x) = ∂f (x)
∂x1

dx1
∂f (x)
∂x2

dx2 … ∂f (x)
∂xn

dxn .

megörökli a deriválás mûveleti tulajdonságait.

A Lagrange-mechanika axiómái

Vizsgáljunk inerciarendszerbôl egy N anyagi pontból álló
mechanikai rendszert. Legyenek a koordináták r(1), r(2),
…, r(N ) és a tömegek m(1), m(2), …, m(N). Vezessük be a
szokásos átkoordinátázást

és

x := (x1, x2, x3, x4, x5, x6, …, x3N 2, x3N 1, x3N )

r(1) r(2) r(N )

ahol m1 = m2 = m3 = m(1), m4 = m5 = m6 = m(2) stb. Keres-

m x := (m1x1, m2x2, …, m3N x3N ),

sük a mozgás idejének I ⊆ intervallumát és a mozgás
pályáját leíró x : I → 3N kétszer folytonosan differenciál-
ható függvényt. Ezt a függvényt a továbbiakban a válto-
zójával együtt x(t )-vel jelöljük.

Fizikai ismereteink

Elôször is ismertnek tekintjük a kezdeti feltételeket, azaz
a t = 0 idôpillanathoz tartozó helyeket és sebességeket.
Adottnak tekintjük a szabaderôket, azaz egy F : 6N+1

3N függvényt, amelyrôl feltesszük, hogy folytonos, és
DomF nyílt halmaz. Továbbá ismertnek tételezzük fel a
kényszerfeltételeket leíró egyenleteket, azaz egy 0 < k <
3N egész számot, és ∀ i ∈ {1, 2, …, k } esetén a

(1)
3N

j = 1

aij (x, t ) dxj bi (x, t ) dt = 0

egyenleteket, ahol aij :
3N+1 → és bi :

3N+1 → folytonos
függvények. Normális (holonóm) esetben a fenti egyen-
letek helyett az fi (x,t ) = 0 egyenletekkel írjuk le a kény-
szerfeltételeket, ahol fi :

3N+1 → folytonosan differenci-
álható függvény. Közvetlen geometriai jelentése csak
ezeknek van. A fent megadott egyenletekre úgy kell gon-
dolni, mint a geometriai jelentést hordozó kényszerfelté-
telek differenciáljaira.

A konfigurációs tér

Az általános eset tárgyalása elôtt tekintsük a legegysze-
rûbb esetet. Legyen N = 1, és legyen egyetlen holonóm
kényszer, azaz adott az f (x,t ) = 0 egyenlet. Ez az egyen-
let minden t idôpillanatban egy felületet ír le a 3-dimen-
ziós térben, amelyet kényszerfelületnek nevezünk. Rög-
zítsünk most egy t idôpillanatot! A kényszerfelület ehhez
a rögzített idôpillanathoz tartozó alakjának adott x pont-
hoz tartozó érintô síkját toljuk el az origóba! A kapott
síkot (pontosabban alteret) az adott x helyhez és t idôpil-
lanathoz tartozó konfigurációs térnek nevezzük. Ennek
jele Konf(x,t ). Könnyû belátni, hogy a Konf(x,t ) síknak
(altérnek) az egyenlete differenciálisan

Hagyomány szerint a Konf(x,t ) sík elemeit virtuális el-

∂f (x,t )
∂x1

dx1
∂f (x,t )

∂x2
dx2

∂f (x,t )
∂x3

dx3 = 0.

a1(x,t ) a2(x,t ) a3(x,t )

mozdulásoknak nevezzük, és δx-szel jelöljük. Vagyis
δx-ek azok a vektorok, amelyeknek a komponenseit ha
beírjuk a dx1, dx2, dx3 differenciálok helyére, akkor a 0 =
0 azonosságot kapjuk. Ezek alapján már felírhatjuk
Konf(x,t ) egzakt definícióját is. Ehhez vezessük be az
a(x,t ) := (a1(x,t ),a2(x,t ),a3(x,t )) jelölést:

Ebbôl viszont látható, hogy az a(x,t ) vektor merôleges a

(x,t ) := δx ∈ 3  a(x,t ) δx = 0 .

Konf(x,t ) síkra, azaz a(x,t ) ∈ Konf(x,t )⊥. Még egy dol-
got hangsúlyoznunk kell. Azzal a feltevéssel éltünk, hogy
az adott idôben és helyen létezik az f térbeli alakjának
érintô síkja, vagyis azt tettük fel, hogy dimKonf(x,t ) = 2,
és jogos az a követelmény is, hogy ez minden helyen
és idôben igaz legyen. Vagyis itt egy – a kényszerfelté-
teleket megszorító – feltevésrôl van szó, amelynek a
teljesülését a fizikai valóság követeli meg. Ezek alapján
már könnyen megfogalmazhatjuk a megfelelô fogalma-
kat és feltevéseket az általános esetben is. Ehhez már
csak azt kell végiggondolni, hogy több kényszerfeltétel
esetén adott helyen és idôben mindegyiknek külön-
külön vehetjük az érintô terét, ezeket eltolhatjuk az
origóba, így annyi alteret kapunk, ahány kényszerfelté-
tel van, a konfigurációs tér pedig ezeknek az alterek-
nek a metszete lesz (azaz csak olyan virtuális elmozdu-
lásokat engedünk meg, amelyek mindegyik kényszer-
feltételnek eleget tesznek). Így most már egzaktul defi-
niálhatjuk az (1) egyenletek által meghatározott konfi-
gurációs teret. Ehhez vezessük be az Nk := {1, 2, …,
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halmazt, és ∀ i ∈ Nk esetén az ai := (ai1, ai2, …, ai3N)
vektort, ahol az (1)-ben meghatározottak szerint ai :

3N +1 → 3N folytonos.

Elszakadva mindenfajta geometriai szemléltetéstôl, azt

(x,t ) :=








δx ∈ 3N
∀ i ∈ k esetén
a i (x,t ) δx = 0 .

hogy Konf(x,t ) minden helyen és idôben altere lesz
3N-nek, onnan tudjuk, hogy Konf(x,t )-t egy k egyen-

letbôl álló 3N ismeretlenes (k < 3N ) homogén lineáris
egyenletrendszer megoldásai adják, melyek alteret al-
kotnak 3N-ben. A Konf(x,t ) altér dimenziója nyilván
helyrôl-helyre és idôrôl-idôre változhat. Továbbá az is
világos, hogy ez az altér legalább 3N− k dimenziójú,
hiszen ebbôl a k számú egyenletbôl, ha adott helyen és
idôben 0 ≤ l ≤ k számú független, akkor a konfigurációs
tér 3N− l dimenziós. Fizikailag azonban fontos – mint
azt a fenti szemléltetésben láttuk –, hogy a konfigurá-
ciós tér minden helyen és idôben azonos dimenziójú
legyen, azaz:

Konfigurációs elv: Megköveteljük, hogy minden helyen
és idôben a konfigurációs tér 3N−k dimenziós legyen,
azaz ∀ x ∈ 3N és ∀ t ∈ esetén

dimKonf(x,t ) = 3N−k.

Nyilván azért a 3N−k dimenziót követeljük meg, és nem
többet, mert fölöslegesek az összefüggô egyenletek. Mint
azt láttuk, ∀ x ∈ 3N és ∀ t ∈ esetén ∀ i ∈ Nk-ra ai(x,t ) ∈
Konf(x,t )⊥. A konfigurációs elv tulajdonképpen azzal ek-
vivalens, hogy minden helyen és idôben ezek az a1(x,t ),
a2(x,t ), …, ak(x,t ) vektorok a Konf(x,t )⊥ altér bázisát
képezik. Sôt a konfigurációs elvbôl az is következik (il-
letve azzal is ekvivalens), hogy az eredeti (1) egyenlet-
rendszer minden helyen és idôben független egyenletek-
bôl áll. A 3N−k szám a konfigurációs elv miatt kitüntetett
szerepet kap, hiszen ez a szám mutatja meg, hogy hány
független irányban történhetnek virtuális elmozdulások.
Éppen ezért ezt a számot a rendszer szabadsági fokának
nevezzük és f -fel jelöljük: f := 3N−k.

A kényszerfeltételek és az x(t ) pálya

Az N = 1-hez kötött elôzô pontban tárgyalt speciális eset-
bôl azt is végiggondolhatjuk, hogy az anyagi pontnak az
f (x,t ) = 0 egyenletû felületen kell mozognia. Vagyis a
keresett x(t ) pályának ∀ t ∈ I esetén ki kell elégítenie ezt
az egyenletet, azaz ∀ t ∈ I esetén f (x(t ),t ) = 0. Véve
ennek az idô szerinti teljes deriváltját az

egyenletet kapjuk. Ezt már átfogalmazhatjuk az általános

3

j = 1

∂f (x(t ), t )
∂xj

ẋ j (t )
∂f (x(t ), t )

∂t
= 0

esetre is.

Kényszerelv: Megköveteljük, hogy a keresett x(t ) pálya
kielégítse a kényszerfeltételeket, azaz ∀ t ∈ I és ∀ i ∈ Nk

esetén

Itt a ∀ i ∈ Nk feltételt azért kötöttük ki, mert csak olyan

3N

j = 1

aij (x(t ), t ) ẋ j (t ) bi (x(t ), t ) = 0 .

megoldást keresünk, amely az összes kényszerfeltételnek
eleget tesz. Ez a követelmény k egyenletet jelent a kere-
sett x(t ) 3N ismeretlenére.

További egyenletek meghatározásához újabb feltevé-
sek szükségesek. Most mutatunk két ekvivalens feltevés-
rendszert. Az egyiket Newton-féle szemléletnek, a mási-
kat D’Alembert-féle szemléletnek nevezzük. Mindkét
szemlélet felteszi a kényszernek, azaz olyan erônek a
létét, amely az anyagi pontokat a „kényszerfelületen tart-
ja”. Hogy pontosan mit is jelent ez a mondat, azt az egyes
szemléletek rögzítik.

A Newton-féle szemlélet

A newtoni szemlélet úgy közelíti meg a kényszer fogal-
mát, hogy – mivel a pontrendszernek a kényszerfelületen
kell maradnia, azért – a keresett pálya mentén a kényszer-
nek ki kell oltania a szabaderônek a kényszerfelületre me-
rôleges komponensét. Persze az (1) egyenletekbôl a kény-
szerfelület általában meghatározhatatlan (ez csak holo-
nóm esetben lehetséges), annyit azonban biztosan tu-
dunk, hogy a kényszernek a keresett pálya mentén merô-
legesnek kell lennie a kényszerfelületre. Ezt viszont ki
tudjuk fejezni a konfigurációs térrel is, hiszen a konfigurá-
ciós tér nem más, mint az adott idôhöz és helyhez tartozó
érintô tere a kényszerfelületnek, vagyis a kényszer akkor
merôleges a kényszerfelületre, ha merôleges a konfigurá-
ciós térre. Vagyis a keresett pálya mentén a kényszernek
merôlegesnek kell lennie a konfigurációs térre.

A virtuális munka elve: ∃ K : 6N+1 3N folytonos és
DomK = DomF függvény, amelyre a keresett x(t ) pálya
mentén ∀ t ∈ I és ∀ δx ∈ Konf(x(t ),t ) esetén

Ezek után a kényszerekkel kibôvítve felírhatjuk a dinami-

K (x(t ), ẋ(t ), t ) δx = 0.

ka alaptörvényét:

A dinamika alaptörvénye: A keresett x(t ) pálya mentén
∀ t ∈ I esetén

Ezek a feltevések már elegendôek ahhoz, hogy meghatá-

F (x(t ), ẋ(t ), t ) K (x(t ), ẋ(t ), t ) = m ẋ̇(t).

rozhassuk a keresett x(t ) pályát. Ennek igazolása elôtt
azonban vizsgáljuk meg a másik szemléletet.

A D’Alembert-féle szemlélet

Az, hogy a keresett pálya mentén a kényszer kioltja a
szabaderô kényszerfelületre merôleges komponensét,
úgy is megfogalmazható, hogy a szabaderônek a konfi-
gurációs tér ortogonális kiegészítôjére vett merôleges
vetülete a kényszer ellentettjét adja. A D’Alembert-féle
szemlélet attól vált a Newton-féle szemlélettôl
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né, hogy a keresett pálya mentén a -ot is szabad-m ẋ̇
erônek tekinti. Ha A ⊆ 3N altér, akkor jelölje PA az A al-
térre merôlegesen vetítô operátort. Ekkor a fenti gondo-
lat mindent egybevetve így írható:

A D’Alembert-elv: ∃ K : 6N+1 3N folytonos és DomK =
DomF függvény, amelyre a keresett x(t ) pálya mentén ∀
t ∈ I esetén

A következô egyenlet azt fejezi ki, hogy a bôvített sza-

(x(t ), t )⊥ F (x(t ), ẋ(t ), t ) m ẋ̇(t ) = K (x(t ), ẋ(t ), t ).

baderô a keresett pálya mentén merôleges a konfigurá-
ciós térre. Ez a feltevés azért szükséges, mert ennyi kell
minimálisan ahhoz, hogy a két szemlélet ekvivalens le-
gyen, és a hagyomány szerint is ez a D’Alembert-elvek
kanonikus alakja.

A D’Alembert-egyenlet: A keresett x(t ) pálya mentén ∀ t
∈ I és ∀ δx ∈ Konf(x(t ),t ) esetén

A szemléletek ekvivalenciája

F (x(t ), ẋ(t ), t ) m ẋ̇(t ) δx = 0.

A szemléletekben megfogalmazottak feltevések a kere-
sett x(t ) pályáról, vagyis az ekvivalenciát is a keresett
pálya mentén kell igazolni. Így az alábbi igazolásoknál
tartsuk ezt észben, és akkor nem kell kiírni a függvé-
nyek változóit.

Newtontól D’Alembert-ig. A dinamika alaptörvényét
átalakíthatjuk: F+K− = 0. Megszorozva ezt azm ẋ̇
egyenletet δx-szel és felhasználva a virtuális munka el-
vét, miszerint Kδx = 0, megkapjuk a D’Alembert-egyen-
letet. Vagyis az F− benne van a konfigurációs térm ẋ̇
ortogonális kiegészítôjében, azaz erre a térre vett merôle-
ges vetülete önmagát adja, és tudjuk, hogy F− = −K,m ẋ̇
azaz igaz a D’Alembert-elv.

D’Alembert-tôl Newtonig. A D’Alembert-egyenlet sze-
rint az F− vektor benne van a konfigurációs tér orto-m ẋ̇
gonális kiegészítôjében, vagyis az erre a térre vett merô-
leges vetülete önmagát adja, így felhasználva a D’Alem-
bert-elvet az F− = −K egyenletet, vagyis a dinamikam ẋ̇

alaptörvényét kapjuk. Ha ezt az egyenletet megszorozzuk
δx-szel, akkor a D’Alembert-egyenletet felhasználva adó-
dik, hogy Kδx = 0, vagyis igaz a virtuális munka elve is.

Az elsôfajú mozgásegyenletek

Most megmutatjuk, hogyan lehet elôállítani a keresett
pályát az elôzô feltevésekbôl. Használjuk a Newton-féle
szemléletet! Tudjuk, hogy létezik a K kényszer, és a kere-
sett pálya mentén benne van a konfigurációs tér ortogo-
nális kiegészítôjében. Azt is láttuk A konfigurációs tér
alfejezetben, hogy az a1, a2, …, ak vektorok bázisát adják
ennek a térnek minden helyen és idôben (a konfigurá-
ciós elv miatt), így a keresett pálya mentén K reprezen-
tálható ebben a bázisban, vagyis a keresett pálya mentén
K = λ1a1 +λ2a2+…+λkak. Ezt viszont be lehet tenni a
dinamika alaptörvényébe, vagyis tudjuk, hogy a keresett
pálya mentén fennáll az

egyenlet. Ez 3N egyenletet jelent 3N+k ismeretlenre, hi-

F λ1 a1 λ2 a2 … λk a k = m ẋ̇

szen a λ1, λ2, …, λk úgynevezett Lagrange-multiplikáto-
rok is ismeretlenek. Ugyanakkor a kényszerelv még biz-
tosít számunkra k egyenletet, tehát összesen van 3N+k
egyenletünk, vagyis a probléma elvben megoldható.
Hangsúlyozzuk viszont, hogy feltevéseink nem teljesek
abban az értelemben, hogy nem biztosítják egyértelmû
megoldás létezését, „csak” annyit tesznek lehetôvé szá-
munkra, hogy megoldási módszereket konstruáljunk.
Erre volt példa a most felírt 3N+k egyenlet.
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FIATAL CSILLAGOK ÉS KÖRNYEZETÜK KÖLCSÖNHATÁSAI

A cikkben ismertetett kutatásokat az OTKA T34584 és T49082 sz. pályá-
zatai támogatják.

Kun Mária
MTA Konkoly Thege Miklós Csillagászati Kutatóintézete

A csillagok életútját és a fejlôdésük különbözô szakaszai-
ban megfigyelhetô tulajdonságaikat egyértelmûen meg-
határozza a tömegük. A legfiatalabb csillagok kivételek.
Fejlôdésük kezdeti szakaszaiban a csillagok még nagyon
szoros kapcsolatban vannak azzal a csillagközi felhôvel,

amelyben születtek. Megfigyelhetô tulajdonságaik jelen-
tôs része a környezet fizikai állapotát, valamint a csillag
és környezete kölcsönhatásait tükrözi, nem a születô
csillag tömegét és korát. Azt várhatjuk, hogy a különbözô
csillagkeletkezési régiókban feltûnô különbségeket talá-
lunk az azonos tömegû és korú csillagok megfigyelhetô
tulajdonságaiban. Ebben a cikkben ezekre a különbsé-
gekre mutatok be néhány példát.

KUN MÁRIA: FIATAL CSILLAGOK ÉS KÖRNYEZETÜK KÖLCSÖNHATÁSAI 309



1. ábra. A fôsorozat elôtti csillagok vázlatos szerkezete

csillag

akkréciós oszlop

termikus csillagszél

gáz–por korong

forró foltok

magneto-centrifugális
szél

A fiatal csillagok tágabb környezete:
a csillagkeletkezési régió

A csillagkeletkezési régió mint galaktikus objektum nagy-
jából 102–106 M (naptömeg) tömegû molekuláris gázból,
porból és a benne keletkezett fiatal csillagokból–csillag-
csoportokból áll. A fiatal csillagkeletkezési régió térfoga-
tának jelentôs részét sûrû gáz tölti ki, és a hozzá tartozó
csillagok mélyen a felhôkbe ágyazott infravörös objektu-
mok. Fejlôdése során a legsûrûbb tartományokban csilla-
gok keletkeznek, a ritkább gáz szétszóródik, és a fiatal
csillagok az optikai hullámhosszakon is megjelennek: a
csillagkeletkezési régió csillagtársulássá (asszociáció)
alakul át.

A fiatal csillagokat spektrális tulajdonságaik különböz-
tetik meg a felhôre vetülô mezôcsillagoktól és infravörös
galaxisoktól. A kis tömegû protocsillagok optikailag lát-
hatatlan infravörös források. Spektrális energiaeloszlásu-
kat jól leírja a központi égitest hômérsékleti sugárzását
elnyelô és visszasugárzó, különbözô sûrûségû és hômér-
sékletû rétegekbôl álló, porban dús burok modellje [1]. A
molekulafelhô anyagából kialakuló protocsillagokat
megfigyelési szempontból, infravörös spektrumuk ener-
giaeloszlása alapján két osztályba sorolják: a fô akkréciós
fejlôdési fázis elején tartanak a 0. osztályú protocsillagok,
amelyek tömegének nagy része még a burokban találha-
tó, és a tömegbefogás végénél az I. osztályú protocsilla-
gok, amelyeknek cirkumsztelláris burka már a csillag tö-
megénél sokkal kevesebb anyagot tartalmaz [2, 3].

A tömegbefogás végén a születô csillagot fôsorozat
elôtti csillagnak nevezik. A fôsorozat elôtti csillagok töme-
ge már alig nô, lassú, több millió évig tartó kontrakcióval
érik el a magfúzióhoz szükséges centrális hômérsékletet,
azaz a Hertzsprung–Russell-diagram fôsorozatát.

A Nap típusú csillagok keletkezése dióhéjban

A Nap típusú csillagok keletkezése négy fô szakaszból áll
(ld. pl. [4]):

1) Gravitációsan instabil felhômag kialakulása. A
csillagközi molekulafelhôk legsûrûbb tartományainak, a
felhômagoknak tipikus mérete 0,01–0,1 pc, kinetikus
hômérséklete 10–20 K, tömege néhány naptömeg.

2) A felhômag közepén dinamikus kollapszus kezdô-
dik és kifelé terjed: a felhômagok gravitációs instabilitása
következtében a felhôkben protocsillagok keletkeznek.
Kezdetben a kollapszus izoterm, a felszabaduló gravitáci-
ós energiát a por és a molekulák hatékonyan sugározzák
ki. A sûrûség növekedésével a kollapszus centrális tarto-
mánya optikailag vastaggá válik, hômérséklete addig
emelkedik, míg végül hidrosztatikus egyensúlyt ér el. A
hidrosztatikus mag tömege kialakulásakor mintegy 0,01
M . A csillagkeletkezésben részt vevô anyag tehát idô-
ben monoton növekvô tömegû és sugarú hidrosztatikus
magból, bezuhanó burokból és az egészet beágyazó,
még nyugalomban levô felhômagból áll.

3) Centrifugális korong kialakulása a protocsillag kö-
rül, és ezzel egy idôben a deutérium fúziója és konvekció
a protocsillagban. Magnetocentrifugális szél indul a pro-
tocsillag forgástengelyének irányába. A felhô kezdeti
forgása felgyorsul a kollapszus közben, ezért a beesô
részecskék radiális mozgása a kollapszus centrumától
egy, a csillag tömegétôl, valamint a bezuhanó gáz kezdeti
szögsebességétôl és hômérsékletétôl függô távolságban
(a centrifugális sugárnál) tangenciálissá változik. A csil-
lagkezdemény körül így akkréciós korong alakul ki. A
kollapszus a korongot táplálja, a csillag tömege pedig a
korongról növekszik. Protocsillagnak az egész hidroszta-
tikus csillagkezdemény – akkréciós korong – bezuhanó
burok rendszert tekintjük. A centrumban növekvô csillag-
kezdemény hômérséklete az eredetileg molekuláris
anyag disszociációja, majd ionizációja után emelkedni
kezd. 106 K centrális hômérsékletnél elkezdôdik a deuté-
rium fúziója héliummá. Ekkor, mivel a csillag még jóval
terjedelmesebb a hasonló tömegû fôsorozati csillagoknál,
és a nagy felületen gyorsan hûl, konvektívvá válik. A
konvekció és a forgás mágneses dipólteret hoznak létre,
és ettôl kezdve a csillag mágneses terének a befelé tartó
anyaggal való kölcsönhatását is figyelembe kell venni. Az
akkréciós korongról befelé áramló ionizált gáz impulzus-
nyomatékától függôen a csillag mágneses erôvonalai
mentén vagy a csillag felszínére jut (magnetoszferikus
akkréció), vagy kirepül a rendszerbôl (magnetocentrifu-
gális szél ).

4) A tömegbefogás vége, a csillag megjelenése fényfor-
rásként. A szél térszöge kiszélesedik, a csillag leválik a
felhôrôl, és tömege már nem nô jelentôsen. Lassú, né-
hány millió évig tartó kvázisztatikus kontrakció során
emelkedik centrális hômérséklete a hidrogénfúzióhoz
szükséges 15 millió kelvinre.

A fiatal csillagok megfigyelhetô tulajdonságai

Az 1. ábra mutatja, hogyan néz ki az elôzô szakaszban
vázolt folyamatban létrejött fôsorozat elôtti csillag. Feltû-
nôen nem gömbszimmetrikus: nagyjából 100–200 csilla-
gászati egység sugarú, néhány század naptömegnyi gáz-
ból és porból álló akkréciós korong övezi. A korong ioni-
zált felszíne mágneses kapcsolatban van a csillaggal. A
korong anyaga a mágneses erôvonalak mentén áramlik a
csillag felszínére. A korongról a csillagra hulló gáz a csil-
lag optikai színképében erôs emissziós vonalak formájá-
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ban jelenik meg. A vonalak szélessége által tükrözött

2. ábra. a) A PV Cephei optikai spektruma a Calar Alto Obszervatórium
2,2 m-es távcsövével 2004. augusztus 5-én készült felvétel alapján. b) A
PV Cephei Herbig Ae-csillag spektrális energiaeloszlása a 2MASS és az
IRAS adatainak felhasználásával.
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3. ábra. a) Az AS 507 – G2V típusú, pontosan mint a Nap – klasszi-
kus T Tauri csillag a Cepheusban. Fiatal korát az erôs Hα-emisszió és
a 6707 Å hullámhosszú lítiumabszorpció bizonyítja. b) Egy K3 szín-
kép típusú, gyenge vonalú T Tauri csillag (GSC 0448000917) optikai
színképe.
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sebességek összemérhetôk a csillagfelszíni szabadesés
sebességével (kb. 300 km/s). A korong belsô szélénél
induló magnetocentrifugális szélben a korong anyagá-
nak legnagyobb perdületû részecskéi távoznak a rend-
szerbôl a nyitott erôvonalak mentén. Ez a nagy sebessé-
gû, ritka gáz tiltott emissziós vonalak formájában figyel-
hetô meg a fiatal csillagok optikai színképében. Az akk-
réció talppontjaiban a csillag felszíne felforrósodik. A
forró foltok jelenléte miatt a csillag kékebbnek látszik,
mint a hasonló tömegû, öregebb csillagok. A forró foltok
is erôs csillagszél forrásai. Ennek a szélnek a részecskéit
tükrözi az optikai színképben látható héliumemisszió.

A Nap típusú, fôsorozat elôtti csillagok egyik csoport-
ját a G, K és M típusú, színképükben emissziós vonalakat
mutató klasszikus T Tauri csillagok alkotják. A klasszikus
T Tauri csillagok egyik legfeltûnôbb spektrális tulajdon-
sága a színképükben észlelhetô erôs Hα-emisszió, a
másik pedig az infravörös többletsugárzás. Feltûnôek
még a tiltott emissziós vonalak, amelyek az akkréciós
korong és a csillag kölcsönhatása következtében fellépô
csillagszélbôl erednek.

A Nap típusú fôsorozat elôtti csillagok másik csoportja
a gyenge vonalú T Tauri csillagok. Ezeknél az ugyancsak
G, K és M színkép típusú csillagoknál nem figyelhetôk
meg az akkréciós korong és a csillag kölcsönhatását tük-
rözô jelenségek. Csillagkeletkezési régiókhoz való közel-
ségük és erôs röntgensugárzásuk hívta fel rájuk a figyel-
met. A röntgensugárzás erôs kromoszferikus aktivitást

tükröz, ami fiatal korra utal. A Napnál nem nagyobb tö-
megû csillagok fiatal korának legfontosabb indikátora a
lítium rezonanciavonalának jelenléte a spektrumban
6707,6 Å-nél. A lítium a fôsorozat elôtti fejlôdés során a
kis tömegû, konvektív csillagokban elfogy, mivel már 3
millió kelvinen fuzionál. A gyenge vonalú T Tauri csilla-
gok fiatal korát a lítium jelenléte bizonyítja legmeggyô-
zôbben.

Nem tudjuk egyértelmûen megmondani, miért létezik
a fiatal csillagoknak ez a két különbözô csoportja. Kézen-
fekvô arra gondolni, hogy a gyenge vonalú T Tauri csilla-
gok öregebbek, mivel az akkréció üteme csökken, ahogy
a csillag a fôsorozat felé közeledik. A lítiumgyakoriságra
alapozott korvizsgálatok azonban azt mutatják, hogy
mindkét csoport nagyjából azonos korú csillagokból áll.
A protosztelláris fejlôdés során kialakuló korong tulaj-
donságai függnek a csillagelôtti felhômag sûrûségétôl,
perdületétôl, mágneses terétôl. A gyenge vonalú T Tauri
csillagok általában a molekulafelhôkön kívül találhatók.
Valószínû, hogy kisebb, ritkább felhôk voltak a csillagke-
letkezés alapanyagai, amelyek a csillagkeletkezés után
gyorsan szétszóródtak. Mind a csillagképzôdésben, mind
a felhôk szétszórásában fontos szerepet játszanak a külsô
hatások: közeli szupernóva-robbanás vagy közeli nagy
tömegû csillagok erôs szele.

A fôsorozat elôtti csillagok nagyobb, körülbelül 2,5
M < M < 8 M tömegû képviselôi a Herbig-féle Ae/Be
csillagok. Ezek B, A és F színkép típusú, csillagkörüli
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portól származó infravörös többletsugárzást mutató,

4. ábra. A Boszorkányfej-köd az Orion csillagképben kis tömegû csilla-
gok születési helye.

emissziós színképû csillagok, és legtöbbjük reflexiós
ködöt is megvilágít.

A 2. ábrán egy fôsorozat elôtti csillag, a PV Cephei
optikai színképe látható a 6300–8800 Å hullámhossztarto-
mányon, valamint spektrális energiaeloszlása az optikai
és az infravörös hullámhosszakon. A színképeket a csil-
lag–korong kölcsönhatást tükrözô emissziós vonalak
uralják. A legfeltûnôbb vonalak, a Hα és a CaII infravörös
triplett intenzitása a csillagra áramló anyag mennyiségé-
vel arányos. Az oxigén, nitrogén és kén tiltott vonalai a
ritka csillagszélbôl erednek. A spektrális energiaeloszlás
sem hasonlít a csillagok néhány ezer kelvines feketetest-
sugárzásához: a csillagot körülvevô korong és burok inf-
ravörös sugárzása adja a megfigyelt sugárzás zömét.

A 3. ábrán egy sokkal kevésbé aktív – azaz lassabb
ütemben építkezô – G2 színkép típusú klasszikus T Tauri
és egy K3 színkép típusú gyenge vonalú T Tauri csillag
optikai színképe látható. Mindkét csillag a Cepheus csil-
lagkép közeli molekulafelhôiben található [5, 6].

Legtöbb csillagnál megfigyelhetô a vonalintenzitások
idôbeli változása, ami arra utal, hogy az akkréció és a
hozzá társuló szél nem állandó. A korong belsô viszkozi-
tása következtében részecskéi a csillag felé spiráloznak.
Elôfordulhat, hogy a korong belsô szélénél – amelynek
helye a csillag tömegétôl és mágneses térerôsségétôl is
függ – nagy mennyiségû anyag gyûlik össze, majd hirte-

len a csillagra zúdul. Ekkor a csillag rövidebb-hosszabb
idôre kifényesedik, és spektrumában megnô az emissziós
vonalak intenzitása. A 2. ábrán látható PV Cephei való-
színûleg éppen ilyen fázisban van. A meglódult akkréció
egyes esetekben néhány hónap alatt véget ér, amikor
elfogy a korong belsô szélénél az anyag, és nincs után-
pótlása. Vannak azonban olyan esetek, ahol a gyors
anyagbeáramlás évtizedekig is eltart. Ezek a csillagok az
FU Orionis típusú változócsillagok. Ezen csillagok való-
színûleg a legfiatalabb fôsorozat elôtti objektumok közé
tartoznak: akkréciós korongjaik az átlagosnál nagyobb
tömegûek, és a csillagra hulló anyag folyamatosan pótló-
dik a csillagelôtti burokból.

A színképvonalak alakja néhány esetben egyértelmû-
en megmutatja, hogy a vonal a csillagra áramló vagy
éppen a szélben távozó anyagból ered. A kiáramló anyag
esetében a széles emissziós vonalnak a rövid hullám-
hosszú oldalán abszorpciós összetevôje van (P Cygni
profil), míg a beáramló anyag nyomjelzôje a vörös olda-
lon abszorpcióval társuló inverz P Cygni profil. Mivel ko-
rong a csillagkörüli anyag egyes tartományait eltakarja, a
megfigyelhetô színkép megjelenése attól is függ, milyen
szögben látunk rá a korongra.

Maga az akkréciós korong jellegzetes infravörös spekt-
rumáról ismerhetô fel. A csillag–korong rendszer spekt-
rális energiaeloszlásában összegzôdik a néhány ezer kel-
vines felszíni hômérsékletû csillag és a kifelé radiálisan
csökkenô hômérséklet-eloszlású korong spektruma. A
burok maradványai a hosszabb infravörös hullámhossza-
kon járulnak hozzá a fiatal csillag energiakibocsátásához.

A fiatal csillagok és tágabb környezetük
viszonya

A fiatal csillag szûkebb környezete, a cirkumsztelláris
korong és burok jelenléte határozza meg a csillagok
spektrális megjelenését. A születô csillagok tömegeloszlá-
sa, csoportosulási tulajdonságaik és a csillagkörüli anyag
szerkezete és fejlôdése viszont a csillagkeletkezési régió
nagy léptékû tulajdonságaitól függ. A legismertebb közeli
csillagkeletkezési régiók az Orion és a Taurus csillagkép
molekulafelhôi. Míg az elôbbiben forró óriáscsillagokat is
tartalmazó sûrû halmazok keletkeznek, az utóbbiban
csak kis tömegû csillagok ritkás csoportokban.

Az MTA Konkoly Thege Miklós Csillagászati Kutatóin-
tézetében számos, kevéssé ismert, közeli molekulafelhô
csillagképzô tulajdonságait vizsgáltuk. Összehasonlításuk
egymással és ismert csillagkeletkezési régiókkal hasznos
információkat adhat a csillagkeletkezés kezdôfeltételeirôl
és környezettôl való függésérôl.

A Boszorkányfej-köd (IC 2118, 4. ábra ) a jól ismert
Orion csillagkeletkezési terület nyugati szélén, a Rigeltôl
2° távolságban északnyugatra található. Noha az Orion az
egyik legalaposabban tanulmányozott csillagkeletkezési
régió, az IC2118 az Orionra irányuló legtöbb vizsgálat ha-
tókörén kívül esett. A reflexiós köd és a hozzájuk tartozó
molekulafelhôk feltûnôen aszimmetrikusak. Alakjuk azt
sugallja, hogy dinamikai kölcsönhatásban vannak a közeli
Orion OB1 asszociáció nagy tömegû, forró csillagaival.
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A Rigel által megvilágított kis felhôkben öt fôsorozat

5. ábra. a) Kis tömegû protocsillag (IRAS 02086+7600) spektrális ener-
giaeloszlása azt mutatja, hogy a sugárzás zöme a hideg csillagkörüli bu-
rokból ered. b) Az objektum optikai spektruma a csillag körüli burkon
szórt fény folytonos színképébôl, valamint a nagy sebességû protosztel-
láris szél és gázburok ütközése során keltett tiltott vonalakból áll. A
„burokban születô” csillagról semmit sem árulnak el ezek a megfigyelé-
sek. A színkép a 2,5 m-es Nordic Optical Telescope -pal készült 2001 ja-
nuárjában.
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elôtti csillagot és egy I. osztályú protocsillagot találtunk
[7]. A csillagképzô felhôk az Orion OB1 asszociáció forró
csillagai által létrehozott, nagy nyomású gázzal kitöltött
csillagközi térrész, az Orion–Eridanus-buborék hozzánk
legközelebbi szélén vannak. A csillagkeletkezést a csil-
lagközi buborék belsejében uralkodó nagy nyomás indí-
totta el. Az IC2118 csillagkeletkezési régió különlegessé-
ge, hogy az egy protocsillagra jutó felhôtömeg sokkal
kisebb benne, mint a többi ismert csillagkeletkezési ré-
gióban (az átlagos 11 M /protocsillag helyett mindössze
6 M /protocsillag). A környezet nagy nyomása segítette a
kisebb tömegû felhôk kollapszusát.

A Lynds 1333 kicsi (0,007 négyzetfok) átmérôjû sötét
felhô a Kassziopeia csillagképben, mindössze 180 par-
szekre a Naptól. A felhô rádiócsillagászati megfigyelései

azt mutatták, hogy ezen a területen valószínûleg két
felhô összeütközése indította el a csillagkeletkezést [8].
A csillagképzô felhômagok a galaktikus síkkal nagyjá-
ból párhuzamos, keskeny, filamentáris felhô mentén
helyezkednek el. A L1333 fiatal csillagainak optikai
spektrumait 2001 januárjában észleltem a Nordic Opti-
cal Telescope ALFOSC spektrográfjával. Különösen
érdekes az IRAS 02086+7600, amelynek infravörös
színindexei az optikailag általában láthatatlan I. osztá-
lyú protocsillagokéra hasonlítanak. Ezzel az infravörös
forrással azonban egybeesik egy halvány, nagyon
vörös csillag, amelynek optikai színképe és spektrális
energiaeloszlása az 5. ábrán látható. Ebben a spekt-
rumban a protocsillag és a beágyazó burok kölcsönha-
tásait látjuk. Az erôs [OI] és [SII] tiltott emissziós vona-
lak ott keletkeznek, ahol a csillagszéllel való ütközés
gerjeszti a burok atomjait. Az erôs Hα-vonal valószínû-
leg a burkon belüli akkréciós korongról a csillagra
áramló gázban keletkezik. Az IRAS 02086+7600 a pisz-
késtetôi 1 m-es RCC teleszkóppal R és I szûrôkön át
készült optikai képeken nem pontszerû. Az objektum
képének és a kép ponteloszlási függvényének félérték-
szélességébôl a látható burok becsült lineáris mérete
körülbelül 360 AU. Ezzel szemben a Hα-szûrôn át ké-
szült felvételen az IRAS 02086+7600 képének profilja
nem különbözik a csillagokétól, bizonyítva, hogy a
Hα-emisszió kisebb térfogatból érkezik, mint a folyto-
nos szórt fény. Nagyobb szögfelbontású mûszerekkel
vizsgálva az IRAS 02068+7600 protocsillagot a korai
csillagfejlôdés sok érdekes részletét fedezhetjük fel.

A közeli csillagkeletkezési régiók vizsgálatával megis-
merhetjük a legszûkebb galaktikus környezetünkben, a
szemünk elôtt zajló csillagképzôdés törvényeit. A környe-
zettôl való függés vizsgálata segíthet megérteni, hogyan
változhattak a csillagkeletkezési folyamatok a világegye-
tem fejlôdése során, míg évmilliárdok alatt kialakították a
kozmosz mostani képét.
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A FÁZISKONTRASZT-MIKROSZKÓP ÉS TANULSÁGAI

1. ábra. A fáziskontraszt kép – fázistárgyról intenzitásmodulált kép –
készítésének elve.

FT L1 SZ L2 K

FF

f f f f

Héjjas István
LSI Informatikai Oktatóközpont

Amióta az optikai mikroszkópot feltalálták, állandó prob-
léma volt, hogyan lehet láthatóvá tenni a vízben lebegô
olyan piciny mikroorganizmusok és sejtpopulációk szer-
kezetét, amelyek átlátszóak, mint a víz, csupán a törés-
mutatójuk tér el attól.

A megoldást a fáziskontraszt-mikroszkóp jelentette,
amelynek segítségével az átlátszó, de eltérô törésmutató-
jú objektumok láthatóvá tehetôk. A mûködési elv alap-
gondolata az, hogy az ilyen objektumokon áthatoló fény
fázisa eltérô a tiszta vízhez képest és megfelelô optikai
elrendezéssel a fáziseltérés fényintenzitás-eltéréssé alakít-
ható át.

A fáziskontraszt-mikroszkópot Frits Zernike (1888–
1966) holland fizikus találta fel 1934-ben, s ezért 1953-
ban Nobel-díjat kapott [1]. Érdemes megemlíteni, hogy a
tudomány történetében viszonylag ritkán fordul elô,
hogy egy mûszaki találmányért – a szabadalmi oltalom
megszerzése mellett – a feltaláló ilyen magas tudomá-
nyos kitüntetést is kapjon.

Ami a mûszaki megoldás lényegét illeti, ez voltakép-
pen a térbeli Fourier-transzformáció elvének koherens
optikai alkalmazása évtizedekkel a lézerek feltalálása
elôtt. Elôremutató jellegére jellemzô, hogy a megoldás
elméleti alapjául szolgáló térbeli Fourier-transzformáció
matematikai módszereit ma is számos helyen alkalmaz-
zák, többek között a Gábor Dénes által felfedezett holo-
gráfiában, továbbá a tanuló alakfelismerésben, a szoftve-
res képfeldolgozásban, valamint a katonai célú céltárgy-
követésben is.

Az 1. ábra szerinti vázlat nem Zernike eredeti mik-
roszkópjának felépítését mutatja, hanem csupán azt az
elvet szemlélteti, ahogyan egy úgynevezett fázistárgyról
intenzitásmodulált képet lehet leképezni [2, 3].

Az 1. ábrán az FF fényforrás λ hullámhosszúságú pár-
huzamos fénynyalábot bocsát ki, amely megvilágítja az
FT fázistárgyat. Ez utóbbit azért nevezik így, mert az át-
haladó fénybôl elvileg nem nyel el semmit, csupán pont-
ról-pontra változó törésmutatójának megfelelôen módo-
sítja, vagyis az úgynevezett képtartalommal modulálja a
fény fázisát.

A fény Helmholz-féle hullámegyenletébôl levezethetô,
hogy a párhuzamos fénynyalábbal így megvilágított FT fá-
zistárgy minden egyes pontja úgy viselkedik, mint egy-egy
önálló, pontszerû fényforrás [4–6], amelyek mindegyiké-
bôl eltérô fázisú és egymással interferáló gömbhullámok
indulnak útnak az f fókusztávolságú L1 gyûjtôlencse felé,
s ezek az SZ szûrôn és az ugyancsak f fókusztávolságú L2
gyûjtôlencsén keresztül a K képernyôre jutnak.

A geometriai optika klasszikus leképezési szabályai
alapján egyszerûen belátható, hogy ha nem szerepelne a
rendszerben az SZ szûrô, akkor a K képernyôn az FT
tárgy fordított helyzetû képe jelenne meg [6].

A fáziskontraszton alapuló módszernél az SZ szûrô
olyan optikai elem, melynek közepén piciny kerek folt

található, amely a rajta áthatoló fény fázisát λ/4 mérték-
ben eltolja („lambdanegyedes” szûrô), míg a szûrô többi
része a fényt változtatás nélkül átengedi [3, 5].

Zernike felismerése az volt, hogy ezzel az egyszerû
trükkel a fázistárgy fekete-fehér képként láthatóvá tehe-
tô. A trükk azonban bármennyire is pofonegyszerûnek
látszik, mögötte mély fizikai és matematikai megfontolá-
sok húzódnak. Számos mûszaki találmányra egyébként is
jellemzô, hogy utólag – amikor már feltalálták a megol-
dást – szinte magától értetôdôen egyszerûnek tûnik.

Vizsgáljuk meg, hogyan is mûködik az 1. ábra szerinti
optikai elrendezés! Az FT tárgyat, amely általános eset-
ben a megvilágító fénynyalábot fázisában és amplitúdójá-
ban egyaránt modulálja, úgynevezett világosságfügg-
vénnyel lehet jellemezni, amelynek formája:

(1)g = g (r),

ahol r síkbeli helyvektort jelent, amelynek komponensei:

Az r helyvektor abszolút értéke:

(2)r = (x, y ).

A világosságfüggvény értelmezési tartománya elvileg a

(3)r = r = x 2 y 2.

teljes x–y sík, azonban a tárgy határain kívül az értéke
mindenütt zérus. A tárgy határain belül a g értéke általá-
nos esetben komplex szám, azaz:

ahol a világosságfüggvény g (r) abszolút értéke 0 és 1

(4)g = g e j ϕ,

között lehet, és megmutatja, hogy a kép r helyvektorú
pontjában a bejövô fény (mint elektromágneses hullám)
amplitúdója milyen arányban változik, a ϕ(r) fázisszög
pedig megmutatja, hogy a fázisa mekkora eltolódást
szenved.

Az 1. ábrán vázolt optikai elrendezés úgynevezett
lineáris optikai rendszer, vagyis definiálható hozzá egy
w (r) súlyfüggvény, amelynek hatására a g (r) bemeneti
világosságfüggvénybôl a K képsíkban h (r) kimeneti vilá-
gosságfüggvény képzôdik [4, 7].
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A lineáris rendszer w (r) súlyfüggvényével azonos
h (r) kimeneti kép a K képsíkban elvileg akkor jöhetne
létre, ha az FT tárgy világosságfüggvénye az origóban
elhelyezkedô térbeli Dirac-impulzus lenne, amely az
alábbi határátmenettel definiálható:

Általános esetben a K képsíkban megjelenô h (r) kime-

(5)δ (r) = δ (x, y ) = lim
N → ∞

N 2 exp N 2 π (x 2 y 2 ) .

neti kép a bemeneti g (r) világosságfüggvény, valamint a
w (r) súlyfüggvény konvolúciós integrálja:

ahol az integrálban szereplô u helyvektor komponensei:

(6)h (r) = g (r) w (r) = ⌡
⌠
∞

∞
⌡
⌠
∞

∞

g (u) w (r u) dux duy ,

A w (r) súlyfüggvény általában komplex függvény,

(7)u = (ux , uy ) .

vagyis

alakban fejezhetô ki, ahol a w és ψ változók természete-

(8)w = w ej ψ

sen a helyvektor függvényei.
A már hivatkozott Helmholz-féle hullámegyenletbôl

viszonylag egyszerûen levezethetô, hogy az 1. ábra sze-
rinti elrendezés esetén az SZ szûrô síkjába jutó fénynya-
láb modulációja a g (r) világosságfüggvény térbeli Fou-
rier-transzformáltja [4, 8], amely egy további komplexvál-
tozós függvény, nevezetesen:

ahol az SZ szûrô síkjában a k térfrekvencia (hullámszám)

(9)G (k) = F g (r) = ⌡
⌠
∞

∞
⌡
⌠
∞

∞

g (r) exp( 2π j rk) dx dy ,

vektor komponensei:

és a térfrekvencia skálázása olyan, hogy a k térfrekven-

(10)k = (kx , ky ) ,

cia-vektort az SZ szûrô síkjában egy olyan ρρ helyvektor
ábrázolja, amelyre igaz, hogy

ahol f az 1. ábra szerinti gyûjtôlencsék fókusztávolsága,

(11)ρρ = k f λ,

λ pedig az FF fényforrásból kilépô fény hullámhossza [4].
A k térfrekvencia-vektor

abszolút értéke megadja a térbeli frekvenciát (hullámszá-

(12)k = k

mot), a k vektor iránya pedig megadja az SZ síkban a
térbeli hullámfront haladási irányát, vagyis k merôleges a
hullámfrontra, s párhuzamos annak gradiensével, a (9)
szerinti G függvényérték pedig megadja, hogy a képben
az illetô térfrekvenciájú Fourier-komponenshez mekkora
amplitúdó és fázisszög tartozik.

Valamely elôírt w (r) súlyfüggvény az 1. ábra szerinti
elrendezésben úgy valósítható meg, hogy elhelyezzük az
SZ szûrô síkjában a súlyfüggvény térbeli Fourier-transz-
formáltjának képét, amely a következô:

Ekkor a K képsíkban kimeneti képként a bemeneti függ-

(13)W (k) = F w (r) = ⌡
⌠
∞

∞
⌡
⌠
∞

∞

w (r) exp( 2π j rk) dx dy .

vény és a súlyfüggvény 180 fokkal elfordított konvolú-
ciós integrálja jelenik meg, ugyanis az L2 lencse e két
függvény Fourier-transzformáltjaink szorzatát a K képsík-
ba 180 fokkal elforgatva visszatranszformálja:

Az inverz Fourier-transzformáció definíciója:

(14)h ( r) = F 1 G (k)W (k) = g (r) w (r) .

Vegyük észre, hogy ez formailag megegyezik a Fourier-

(15)h (r) = F 1 H (k) = ⌡
⌠
∞

∞
⌡
⌠
∞

∞

H (r) exp(2π j rk) dkxdky .

transzformáció (9) képletével, a különbség csak annyi,
hogy az exponensben − helyett + jel szerepel, ami úgy is
felfogható, hogy a helyvektor elôjele megváltozik.

Az SZ szûrô átviteli együtthatója mindenütt egységnyi,
kivéve az origót és annak szûk környezetét, ahol az átvi-
teli együttható j, vagyis a képzetes egység, mivel ez jelen-
ti a 90 fokos fázistolást.

Az 1. ábra szerinti elrendezésbôl látszik, hogy ha az
FT tárgysíkban nem lenne fázismoduláció, akkor az SZ
szûrô síkjában a teljes fényenergia az origón és annak
szûk környezetén haladna keresztül. Fázistárgy esetén is
az origó környezetében halad át a fény túlnyomó része,
ezért az origót és annak szûk környezetét közelítôen egy
térbeli Dirac-impulzusfüggvénnyel lehetne helyettesíteni,
illetve, ha ott λ/4 mértékû fázistolás is van, akkor ennek
j -szeresével.

Ebben az esetben tehát a w (r) súlyfüggvény Fourier-
transzformáltja a következô lesz:

Maga a súlyfüggvény pedig ennek inverz Fourier-transz-

(16)W (k) = F w (r) = 1 j δ (k).

formáltja:

Legyen az FT tárgysíkban egy elvileg tökéletes fázis-

(17)w (r) = F 1 W (k) = δ (r) j .

tárgy, amelynek világosságfüggvénye:

vagyis csak fázismodulációja van, intenzitásmodulációja

(18)g (r) = e j ϕ,

nincs. Ha egy ilyen fázistárgy lehetséges képpontjainak
g -értékeibôl képezhetô halmazt a komplex számsíkon
ábrázoljuk, akkor egység sugarú kört kapunk, közép-
pontjában az origóval (2.a ábra ).

Ha képezzük egy ilyen bemeneti világosságfüggvény
konvolúciós szorzatát a (17) szerinti súlyfüggvénnyel,
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akkor a képfüggvény értékeinek halmaza a komplex

2. ábra. Tökéletes fázistárgy világosságfüggvénye (a) és annak kép-
függvénye (b).

j

j

1 1

a) b)

3. ábra. Alakfelismerés folyamata: felismerendô tárgy (most betû)
g (r) világosságfüggvénye (a), m (r) minta képek (b) és h (r) kimeneti
kép (c).

m

a b c d

e f g h

j k m n

p q r w

a) b) c)

4. ábra. A célkövetés folyamata: pillanatnyi kép (a), a korábbi mintavé-
telbôl származott kép (b) és e két kép keresztkorrelációja (c). E folya-
mat alapján kell igazítani a célratartás irányán és elkészíteni a követen-
dô cél módosult képének Fourier-transzformáltját.

a) b) c)

számsíkon +j értékkel eltolódik (2.b ábra ).
A bemeneti tárgyon a 2.a ábra szerint minden egyes

tárgyponthoz tartozó amplitúdó éppen egységnyi volt,
míg a kimeneti kép pontjainál a 2.b ábra szerint az amp-
litúdó 0 és 2 között változik. Mivel a fényesség (intenzi-
tás) az amplitúdó négyzetével arányos, ezért ennek érté-
ke 0–4 között lesz.

Érdemes megemlíteni, hogy a fáziskontraszt-effektus a
sokféle hullámhosszúságú komponensekbôl álló fehér
megvilágító fénnyel is mûködik, csak a kontraszthatás
mérsékeltebb, ugyanis mindegyik hullámhossznál jelent-
kezik bizonyos mértékû fáziseltolás, még ha az nem is
pontosan 90 fokos.

Zernike mikroszkópjának felépítése eltér attól, amit az
1. ábrán bemutattunk, hiszen nemcsak láthatóvá kellett
tenni a fázistárgyat, hanem azt jelentôsen fel is kellett
nagyítani. Ennek megfelelôen a tényleges fáziskontraszt-
mikroszkópok különféle változatainál általában eltérô
fókusztávolságú lencséket alkalmaznak, és az 1. ábra
szerinti elrendezés a kép nagyítása céljából még egy to-
vábbi úgynevezett szemlencsével (okulárral) egészül ki.
Létezik olyan megoldás is, ahol az SZ szûrô síkjának kö-
zepén a lambdanegyedes szûrô helyett az origón áthala-
dó középsô fényutat egyszerûen eltakarják, így a Fourier-
transzformált zérus térfrekvenciához tartozó tagja kivo-
nódik a képbôl, miáltal a 2.a ábra szerinti kör közép-
pontja most is eltolódik – habár kisebb mértékben –, és
ily módon is fellép bizonyos mértékû fényességi kont-
raszthatás [5].

Az 1. ábra szerinti optikai elrendezésben rejlô mûsza-
ki lehetôségek ezzel még nem merültek ki, hiszen hason-
ló elrendezés alkalmazható képek összehasonlításánál is.
Ha ugyanis az SZ síkban egy másik kép Fourier-transzfor-
máltját helyezzük el szûrôként, akkor a kimeneti kép a
bemeneti tárgy és a szûrôkép térbeli keresztkorrelációs
függvénye lesz.

Legyen a bemeneti világosságfüggvény most is g (r), a
kimeneti kép h (r), az összehasonlításul szolgáló minta-
kép m (r). Fourier-transzformáltjaik rendre: G (k), H (k)
és M (k). Legyen az SZ síkban elhelyezve a minta M (k)
Fourier-transzformáltja, de 180 fokkal elforgatva. A kime-
neti kép ebben az esetben:

(19)h (r) = g (r) m ( r) = ⌡
⌠
∞

∞
⌡
⌠
∞

∞

g (u)m (u r) dux duy .

(6) képlettel a (19) szerinti keresztkorrelációs integrált
összevetve ugyanis belátható, hogy a térbeli keresztkor-
relációs integrál csak a helyvektor elôjelében tér el a tér-
beli konvolúciós integráltól.

Legyen a feladat például egy betû felismerése. A 3.a
ábra szemlélteti a felismerendô betû g (r) függvényét, a
3.b ábra az m (r) minta képet, a 3.c ábra pedig a h (r)
kimeneti képet. A 3.c ábrán fekete pöttyel jelöltük azt a
helyet, ahol a kimeneti képen világos folt mutatkozik
annak jeléül, hogy ezen a helyen található a minta képen
az az ábra, amely a bemeneti tárggyal a legnagyobb kor-
relációt mutatja [3].

Alakfelismerési technikákat alkalmaznak például a
katonai célú célkövetésben is. Itt azonban gyakran az a
probléma merül fel, hogy a követendô céltárgy, például
repülôgép vagy harckocsi síkbeli képe folyamatosan vál-
tozik, annak megfelelôen, ahogyan a céltárgy mozog,
elfordul, illetve különféle manôvereket végez.

Az ilyen probléma egyik lehetséges megoldása az,
hogy a céltárgyról rendszeres idôközönként, például ti-
zedmásodpercenként pillanatfelvételt készítünk, majd
ennek Fourier-transzformáltját helyezzük az SZ síkba,
majd a következô mintavételi képet ehhez hasonlítjuk. A
keresztkorreláció maximumhelye ilyenkor megmutatja,
hogy a céltárgy milyen irányba mozdult el, s a célkövetô
berendezés irányát ennek megfelelôen kell módosítani.

Legyen a feladat például az, hogy egy rakétával követ-
ni kell egy mozgó céltárgyat, például egy repülôgépet. A
4.a ábra mutatja, hogy mit lát pillanatnyilag a célkövetô
távcsô, a 4.b ábra pedig azt, hogy mit látott egy mintavé-
tellel korábban. A 4.c ábra mutatja a két kép keresztkor-
relációját. Mivel a korrelációs maximum a 4.c ábrán
jobbra felfelé mozdult el, ez azt jelenti, hogy a 4.a ábrán
a cél nem a kép közepén van, hanem ahhoz képest balra
és lefelé mozdult el.

Ennek alapján a célkövetô távcsövet el kell mozdítani
a 4.c ábrán feltüntetett nyílnak megfelelô irányban és
mértékben azért, hogy a céltárgy ismét a távcsô látóteré-
nek centrumába kerüljön, majd újabb pillanatfelvételt
kell készíteni a céltárgy megváltozott képérôl és ennek
Fourier-transzformáltját el kell helyezni az SZ síkban.
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Ezzel egyidejûleg a célkövetô rakéta pályáját és hosszten-
gelyének irányát is úgy kell módosítani, hogy az párhu-
zamossá váljon a távcsô hossztengelyével.

Egy ilyen berendezés tehát úgy mûködik, hogy igyek-
szik a 4.c ábra szerinti fényes foltot a kimeneti képmezô
közepén tartani, s a rakétát ennek megfelelôen vezérelni.
Ehhez azonban az SZ síkban olyan eszközt kell elhelyez-
ni, amely tárolni képes egy kép Fourier-transzformáltját, s
ez nagy gyakorisággal elektronikus vagy optikai úton
nagyon rövid idô alatt módosítható. Ilyen optikai eszkö-
zök jelenleg is léteznek, illetve kísérletezés és fejlesztés
alatt állnak, egyrészt a folyadékkristályos (LCD) technoló-
gia, másfelôl pedig szerves molekulákra épülô úgyneve-
zett bioinformatikai eszközök alkalmazásával. Ez utóbbi-
ak képesek arra, hogy egy Fourier-kép fényességi és fá-
zisinformációját közvetlen optikai elven nagyon rövid idô
alatt, felülírható módon tárolják [9, 10].

Az ilyen és ehhez hasonló megoldások lehetôségének
alapgondolata voltaképpen már benne volt Zernike talál-
mányában. Nem tudhatjuk, hogy Zernike úgy dolgozta-e
ki a találmányát, hogy a fentebbihez hasonló Fourier-
analízist végzett, vagy pedig hosszadalmas kísérletek
során alakult-e ki a megoldás, amely természetesen a
fentebbi elemzéshez képest még számtalan mûszaki rész-
letkérdés megoldását is igényelte, az azonban bizonyos,
hogy a találmánya korszakalkotó volt a hullámoptika gya-

korlati alkalmazásában. Könnyen elképzelhetô, hogy ez
a találmány hatással volt Gábor Dénes fantáziájára is a
holográfia elméletének kidolgozásakor, és ötleteket adott
a képi alakfelismerésben jelenleg alkalmazott módszerek
kifejlesztéséhez, beleértve az olyan megoldásokat is,
amelyeknél a képfeldolgozás optikai berendezések nél-
kül, pusztán a Fourier-optikai és holográfiai effektusokat
szimuláló szoftverek segítségével történik.
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MEGEMLÉKEZÉSEK

TISZTELGÉS A SIMONYI-FÉLE GYORSÍTÓÉPÍTÔ ISKOLÁNAK
Klopfer Ervin

Magyar Természettudományi Társulat

Mottó:
„dolgozni csak pontosan, szépen,
ahogy a csillag megy az égen,
úgy érdemes.”

József Attila: Ne légy szeles

A magyar szaksajtóban 2001–2004 között több cikk és
megemlékezés látott napvilágot Simonyi Károly profesz-
szor életútjáról, úttörô munkásságáról a magyar részecs-
kegyorsító berendezések tervezése és építése terén [1–
11]. Ezek az írások részletesen felsorolják a Simonyi gyor-
sítós iskola által megépített berendezéseket, ezek történe-
tét, technikai paramétereit, de nem vagy alig tesznek em-
lítést azokról a személyekrôl, magyar iparvállalatokról,
gyárakról, üzemekrôl és intézetekrôl, akik/amelyek aktív
közremûködésével ezek a berendezések megszülettek.

Jelen cikk mulasztást szeretne pótolni: a soproni és
budapesti gyorsítókat létrehozó személyeknek, közössé-
geknek kíván köszönetet mondani és emléket állítani.
Simonyi Károly professzor 2001 ôszén hunyt el. Munka-

társai, iskolájának tagjai, munkájának folytatói közül szá-
mosan ma már nincsenek közöttünk. A berendezések
között van, amelyik ma már kiállítási tárgy, tudománytör-
téneti emlék [3, 4, 7–10], van, amelyik ma is mûködik
itthon vagy külföldön, és van, amelyik máig a magyar
kísérleti fizikai kutatások magas kihasználtságú, kulcsfon-
tosságú berendezése, mint a EG-2R jelû 5 MV-os Van de
Graaff iongyorsító, az NIK jelû 450 kV-os nehézion-gyor-
sító, az SAFI jelû 150 kV-os ion-implanter, az NA-jelû 120
kV-os mobil neutrongenerátor (1. ábra ) stb.

Simonyi Károly professzor humanista tudós és rendkí-
vüli ember volt. Egyike volt az utolsó magyar polihisztorok-
nak, aki maradandót alkotott mind a természettudomány,
mind a humán kultúra területén; életével és munkájával
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bizonyította, hogy az emberiség kultúrája egy és oszthatat-

1. ábra. Az NA-jelû, 120 kV-os mobil neutrongenerátor, aktivációs ana-
litikai célokra

lan. E sorok írója részesülhetett abban a kivételes szellemi
élményben, hogy egyetemi tanítványa, tanszékének okta-
tója, kutatóintézeti munkatársa is lehetett, és részt vehetett
a gyorsítók jelentôs részének tervezésében, kivitelezésé-
ben, üzemeltetésében és fejlesztésében. Kimondhatatlan
hálával tartozom Simonyi Károlynak, a tanárnak, tudósnak,
tudományszervezônek, vezetônek és embernek. Fentiek
okán éreztem úgy, hogy kötelességem emléket állítani egy
kiváló tudományos–mûszaki iskola szerepvállalóinak.

A Simonyi gyorsítós iskola gyorsító berendezéseinek
tervezésében, építésében, üzemeltetésében és fejlesztésé-
ben részt vevô 164 munkatárs (Sopron, MTA KFKI Atom-
fizikai Osztály, Gyorsító Üzem, RMKI Gyorsítóberendezé-
sek Osztálya, Gyorsítók Osztálya, KFKI SzFKI, KFKI MSzI
Mûszaki Fôosztály, BME Atomfizikai Tanszék, Elméleti
Villamosságtan Tanszék) feje, keze és szíve benne volt az
elmúlt 55 év e téren elért impozáns eredményeiben. Ál-
dozatkész, magas tudományos és mûszaki színvonalat
képviselô munkájukért köszönet illeti mindnyájukat. Al-
fabetikus sorrendben (nagybetûsen kiemelve a közvetle-
nül Simonyi professzor mellett dolgozó kollégákat):

Diplomások (mérnökök, fizikusok, vegyészek):
BAY ZOLTÁN (Tungsram Rt., BME Atomfizikai Tanszék),

SIMONYI KÁROLY (Sopron, BME Atomfizikai Tanszék, BME
Elméleti Villamosságtan Tanszék, KFKI Atomfizikai Osz-
tály), ÁDÁM ANDRÁS, BALLA JÁNOS, BARNA ÁRPÁD (BME Elm.
Vill. Tsz.), Bán Tamásné Kati, Berecz György, BERKES IST-
VÁN, Bíró János, Bod László, Bürger Gábor, Csonka Fe-
renc, Csôke Antal, CZELLÁR KATALIN, DEMETER ISTVÁN, Dob-
rosz Marian, Egri Béla, Endrôczi Gábor, Erdélyi János
(Tungsram Rt., KFKI Atomfiz. Oszt.), Erdélyszky Zsig-
mond, ERÔ JÁNOS (Sopron, KFKI Atomfiz. Oszt.), Feith Pál,
Gombos Péter, Gyalog Pál, Házkötô László, Horváth Béla,
HREHUSS GYULA, KÁLMÁN GÁBOR, KARLOVITS JÓZSEF (Sop-
ron), Királyhidi László, KLOPFER ERVIN (BME Elm. Vill.
Tsz., KFKI), KOSTKA PÁL, Kótai Endre, Kovács István, Kraf-
csik István, LUX ANDRÁS (Sopron), MÉREY IMRE, MÉREY IM-
RÉNÉ ÁGI (BME Elm. Vill. Tsz.), Mészáros Zoltán, Molnár
Béla, Nagy Barna, NAGY TIBOR, Németh Attila, Németh
József, NESZMÉLYI ANDRÁS, PALLAGI DEZSÔ, PAPP GYÖRGY

(BME Atomfizikai Tsz.), Páris Gyula, PÁSZTOR ENDRE, Pa-
zonyi János, Péter István, PÓCS LAJOS, Pongrácz Csaba

(ELTE Atomfizikai Tsz., KFKI), Ránky Miklós, Riedl Péter,
ROÓSZ JÓZSEF, Sauer Rudolf, SCHMIDT GYÖRGY, SIEGLER
JÁNOSNÉ ÁGI, Seres Csaba, SZABÓ LÁSZLÓ, Szabó Zoltán,
Szegô László, SZENTPÉTERY IMRE, Szulman Márton, Szu-
nyovszky Andor, TÁRCZY-HORNOCH ZOLTÁN, Tóbisch Fe-
renc, VÁLYI LÁSZLÓ, Váradi József, VARGA GÉZA (BME
Atomfizikai Tsz.), VARGA LÁSZLÓ, VÁRKONYI LAJOS, Venekei
Attila, Veress Imre, Vértes Péterné Margit, ZSIGMOND
GYÖRGY, Zwickl Zoltán.

Technikusok, mûszerészek, üzemeltetôk, technológusok,
szerkesztôk, rajzolók, kooperátorok, szakmunkások, la-
boránsok, adminisztrátorok:

Alföldi Ferenc, B. Nagy Sándor, Balázs Árpád, Baranyi
Ferenc, Baranyi Ferencné Marcsi, Belányi Béla, Benke Jó-
zsef, Benkô Tibor, Békési György, Békési Györgyné Zsóka,
Boda Imre (BME Atomfizikai Tsz.), Bóday Csaba, Borsos
József, BOZÓ IRÉN, Budai Géza, Cserge Lajos, Csikós József,
Csillag András, Czúgler Alajosné Éva, Deme Sándorné Te-
ri, Farkas László, Ferenczik Imre, Forgács Tibor, Földiák
Iván, Gábor Imre, Gazdácska Ferenc, GOLEN KÁROLY,
GRÚBER HUGÓ, Hamar Károly, HAUER ALFRÉD (Sopron),
Hegedûs Ernô, Hegyi Jenô, Holczer György, Horeczky
László, HORN EMIL, HORVÁTH ISTVÁN (Sopron), JÉCSY KÁ-
ROLY, KAPELLÁRÓ JÓZSEF, KARLOVITS JÓZSEFNÉ LINKA ERZSÉ-
BET (Sopron), Kárpátiné Mihályné Edit, Kátsik László,
Ketskeméti Józsefné Ili, KERTÉSZ IMRE, Kiss János, KOSTYÁL
LÁSZLÓ, Kovács Józsefné Lenke, Kovács Mariann, Kurucz
Béla, LÁNG TIBOR, LEMÁK GYÖRGY, ifj. Lemák György, Lieb
Hedvig, MAGYAR JÁNOS, Meskó András, Meskó Andrásné
Gyimesi Mária, Monori Jenôné Edit, Morassi László, Naj-
den Ferenc, Nemoda Ferenc, Novák Endre, Nyitrai Zol-
tánné Marika, Orgoványi Frigyes, Paczolai Jenô, Repka
Lajos, Rithnovszky Csaba, Rithnovszky Csabáné Simon
Zsuzsa, RÓSA ANTAL, Schmidt György, Schmidt Görgyné
Éva, Simon Tiborné Ági, Szabó István, Szabó Zoltán, SZÉ-
CHENYI BEÁTA (Sopron), Széll László, SZÛCS JÁNOS, TALLÓS
GYÔZÔ, TONELLI MIKLÓS, Tóth Kálmánné Márta, Tuscher
István, Uglik Ernô, Végh Ottó, Voczelka Ferenc, Waizinger
József, Zelena László, Zs. Tóth Sándor.

Meg kell említenünk, hogy Magyarországon a gyorsító-
építés másik központja Debrecen, ahol az MTA Atom-
magkutató Intézetében (ATOMKI) és a Kossuth Lajos
Tudományegyetem (KLTE) Kísérleti Fizikai Tanszékén
épültek különbözô típusú részecskegyorsítók (2 MV-os
szabadtéri Van de Graaff generátor, neutrongenerátorok,
kaszkádgenerátor, 5 MV-os nyomás alatti Van de Graaff
iongyorsító [1971] és a Szovjetuniótól vásárolt ciklotron;
utóbbi 1985-ben állt üzembe). A debreceni gyorsítós is-
kola meghatározó személyiségei: Szalay Sándor, Csikai
Gyula, Koltay Ede, Kiss Árpád Zoltán professzorok, Papp
István, Bohátka Sándor, Angeli István, Bornemiszáné
Pauspertl Panna, Kiss Ildikó, Máthé György, Nagy János,
Berecz István és még sokan mások.

A soproni és budapesti gyorsító berendezések létreho-
zásában részt vevô hazai iparvállalatok, gyárak, üzemek
és intézetek:

Lenin Kohászati Mûvek, Láng Gépgyár, Csepel Vas- és
Fémmûvek, Ganz Villamossági Mûvek, BHG, Híradótech-
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nikai Vállalat, Audió, EVIG Egyesült Villamosgépgyár,
Kismotor- és Gépgyár, Szerszámgép Fejlesztési Intézet
(Halásztelek), Pestvidéki Gépgyár (Szigethalom), Ikladi
Mûszeripari Mûvek (IMI), Kôbányai Vas- és Acélöntöde
(KÖVAC), ERÔTERV, Emelôgépgyár, Karcagi Üveggyár,
Tungsram Egyesült Izzólámpa és Villamossági Rt., Kon-
takta, Állami Pénzverde, Vákuumtechnikai Gépgyár, Vas-
ipari Kutatóintézet, Magyar Optikai Mûvek (MOM), Ma-
gyar Kábel Mûvek (MKM), Magyar Selyemipari Vállalat,
MEDICOR, Röntgen Javító és Szerelô Vállalat, Gördülô-
csapágy Mûvek (GÖCS, Debrecen), Budapesti Kôolajipa-
ri Vállalat, PEMÜ Mûanyagipari Rt. (Solymár), Kenéstech-
nikai Intézet, Reanal Finomvegyszergyár Rt.

Köszönet segítségükért és szakszerû munkájukért.
Akik/amelyek fenti felsorolásokból esetleg kimaradtak
volna, azoktól ezúton kérek szíves elnézést.
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A FIZIKA TANÍTÁSA

ISMÉT FÖLDKÖZELBEN A MARS!
Pálfalvi László

MTA PTE Nemlineáris Optikai és Kvantumoptikai Kutatócsoport
PTE, Kísérleti Fizika Tanszék

A bolygók mozgása régóta foglalkoztatja az emberiséget.
Kepler a XVII. században tapasztalati úton állította fel a
bolygómozgás törvényeit. Késôbb Newton Kepler ered-
ményeit felhasználva eljutott az általános tömegvonzás
törvényéig (Newton-féle gravitációs törvény). Tudjuk jól,
hogy ez az út fordítva is járható, a Newton-féle gravitáci-
ós törvénybôl következnek Kepler törvényei. Noha Kep-
ler törvényei már több száz évesek, a 60-as, 70-es évek-
ben több cikk is megjelent a Kepler-problémával kapcso-
latban. Györgyi Géza elsôsorban a Kepler-probléma
szimmetriáival foglalkozott. A Kepler-mozgás geometriai
szemléltetésével kapcsolatban is jelentek meg publiká-
ciók. Ezek közül ugyancsak Györgyi Géza cikkét [1]
emelném ki, amelyben leírtak segítséget nyújtanak jelen
cikk kitûzött problémájának megoldásához, melyre ha-
gyományos módszerekkel csak komolyabb erôfeszítések
árán nyílik lehetôség. Az utóbbi években ismét fellendült
az érdeklôdés a bolygómozgás problémaköre iránt. P.A.
Horváthynak jelentek meg ilyen vonatkozású írásai, me-
lyekben egy konkrét probléma kapcsán, mindjárt a mód-
szer alkalmazását is bemutatta.

Jelen cikkben két bolygó (konkrétan a Föld és a Mars)
távolságának az idôtôl való függését vizsgáljuk. A bemu-
tatott módszerrel lehetôség nyílik a közelállások idôpont-
jainak megjóslására. A számítások során néhány egysze-
rûsítô közelítést használunk, ugyanis a cikk célja nem a
maximális pontosságra való törekvés (ez a csillagászok
feladata), hanem egy fizikai módszer alkalmazásának
bemutatása.

A Föld és a Mars távolságának vizsgálata

A Mars Földhöz legkedvezôbb közeli állapotainak idôbeli
periodicitása az évtizedes skálán figyelhetô meg. Ez leg-
utóbb 2003. augusztus 27-én következett be. Az ilyen
események megjóslásához a két bolygó egymástól mért
távolságának az idôfüggését kell ismernünk. Vizsgáljuk
meg, hogy a mechanika törvényeibôl kiindulva erre mi-
lyen lehetôség adódik!

Az egyszerûség kedvéért tegyük fel, hogy a bolygók
keringési síkja egybeesik (ez Naprendszerünk bolygói
esetén jó közelítéssel igaz is, különösen a Föld és a
Mars esetén)! Ha nem élünk ezzel a feltevéssel, csupán
technikailag lesz kissé komplikáltabb a számítás, elvi
nehézségbe nem ütközünk. A Napot tekintsük nyugvó-
nak és csak a Nap–bolygó kölcsönhatásokat vegyük fi-
gyelembe!

A Föld pályáját körrel közelítve

Tegyük fel, hogy a Föld körpályán, a Mars ellipszispályán
kering a Nap körül! Ez jó közelítéssel igaz is, hiszen a
Mars pályájának az excentricitása εM = 0,093, míg a Földé
εF = 0,017.

Ezen feltevésekkel élve az adott bolygó N impulzus-
momentuma (pontosabban annak nagysága) és E ener-
giája mozgásállandó:

N = m r 2 ϕ̇ , (1)
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Az (1) és (2) egyenleteket felhasználva

1. ábra. A Föld és a Mars pályája Napközéppontú koordináta-rendszer-
ben. A Föld pályáját körrel közelítjük.
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2. ábra. A Föld–Mars távolság az idô függvényében. A Föld pályáját
körrel közelítettük.
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(2)E = m
2

ṙ 2 r 2 ϕ̇ 2 γ mM
r

.

illetve

(3)dϕ
dt

= N

m r 2
,

adódik. Ennél a pontnál a tankönyvek hangsúlyozzák,

(4)dr
dt

= 2
m









E γ mM
r

N 2

2 m r 2

hogy a (3) és (4) egyenletekbôl r (t ) és ϕ(t ) nem határoz-
ható meg zárt explicit alakban. Viszont az idô eliminálá-
sával az

pálya származtatható, ahol (E < 0 esetén) p = b2/a =

(5)r (ϕ ) = p
1 ε cos ϕ

,

a (1 −ε2) az ellipszis paramétere, ε az excentricitása, a és
b a fél nagy-, illetve fél kistengely hossza. Az (1) és (5)
egyenletek felhasználásával t -nek a ϕ-tôl való függése
megadható

módon. A (6) integrál ugyan zárt alakban nem adható meg,

(6)t (ϕ ) = m
N ⌡

⌠
ϕ

ϕ 0

r (ϕ′)2 dϕ′

de numerikus módszerrel meghatározható a t (ϕ) kapcso-
lat. Ennek az inverz függvénye a számunkra érdekes ϕ(t ),
ahonnan r (t ) (5) ismételt felhasználásával meghatározható,
tehát a koordináták idôfüggése ismertté válik.

Most visszatérhetünk az eredeti problémához, a Föld–
Mars távolságának idôbeli vizsgálatához. A (6) egyenlet-
tel az idôt a Mars ϕ koordinátájával paraméterezzük, és
ez a ϕ fogja az idôn keresztül a Föld helyzetét is paramé-
terezni. Vegyünk fel egy derékszögû koordináta-rend-
szert (1. ábra ) a pályák síkjában, melynek origója a Nap.
A keringési idôket jelöljük TF-fel, illetve TM-mel, a Föld
szögsebessége pedig ωF = 2 π /TF. A Mars impulzusmo-
mentumának és területi sebességének kapcsolata:

(7)N = 2 m π a b
TM

= 2 m π a 2 (1 ε2)1/2

TM

.

A t = 0 idôpillanatban a Mars legyen ϕ0 fázisú állapotban!
Az (5) és (7) összefüggéseket (6)-ban figyelembe véve az
idôre, mint a ϕ koordináta függvényére

adódik. A Mars Descartes-koordinátái:

(8)t (ϕ ) = (1 ε2)3/2

2 π
TM ⌡

⌠
ϕ

ϕ 0

1
(1 ε cos ϕ′)2

dϕ′

A Föld mozgása egyenletes körmozgás, tehát az X és Y

x = r (ϕ ) cos ϕ , (9)

y = r (ϕ ) sinϕ . (10)

koordinátái egyszerûen meghatározhatók az idô függvé-
nyében, azaz közvetetten a Mars ϕ koordinátájának segít-
ségével:

ahol R a körpálya sugara, és a t = 0 idôpillanatban a Φ0

X [t (ϕ )] = R cos ω F t (ϕ ) Φ0 , (11)

Y [t (ϕ )] = R sin ω F t (ϕ ) Φ0 , (12)

fázisú állapotban van. A két bolygó távolsága pedig:

A probléma megoldásának a kulcsa tehát az, hogy a Mars

(13)
d [t (ϕ )] =

X [t (ϕ )] x [t (ϕ )]
2

Y [t (ϕ )] y [t (ϕ )]
2
.

ϕ koordinátájával tudjuk paraméterezni mind az idôt,
mind pedig a bolygók távolságát. Ezáltal minden t idôpil-
lanathoz hozzá tudjuk rendelni a d -t, ahol a két mennyi-
ség a ϕ paraméteren keresztül kapcsolódik össze. Érde-
mes valós adatokat (a = 2,88 1011 m, TM = 1,881 TF, ε =
0,093, R = 1,5 1011 m) felhasználva ábrázolni a bolygók
távolságát az idô függvényében. Erre alkalmas számítógé-
pes szoftverek például a MathCad, illetve a Maple. A 2.
ábrán a Föld–Mars távolság látható az idô függvényében
ϕ0 = Φ0 = 0 kezdôfázisok esetén. A vízszintes tengelyen az
idôt (8) alapján), a függôleges tengelyen a bolygók távol-
ságát (13) szerint) mérjük. A körülbelül 2 év periódusú
oszcillációt alulról is és felülrôl is egy körülbelül 16 év
periódusú burkoló modulálja. A bolygótávolság–idô
függvénynek nem szimmetriatranszformációja a burkoló
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periódusidejével való eltolás, ahogy az a 2. ábrán látszik

3. ábra. A valóságos bolygómozgás az x–y síkban történik, a segédkör
az x ′–y ′ síkban helyezkedik el.

d

zz�

y�

x x= �

K�
K

y

4. ábra. Az a sugarú segédkörön mozgó P pont x–y síkra vett vetülete
a Kepler-mozgás.
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is. A függvény alsó és felsô korlátja a kör és az ellipszis
azon két-két pontjának távolsága, melyek egymáshoz
legközelebb, illetve legtávolabb esnek.

Mindkét bolygó Kepler-mozgást végez

A továbbiakban vizsgáljuk ugyanezt a problémát abban
az esetben, amikor mindkét bolygó ellipszispályán mo-
zog! (8)-hoz hasonló módon az idôt fejezzük ki az egyik
bolygó, például a Föld ϕF koordinátájának segítségével!
Folytatva az elôzô gondolatmenetet ezután meg kellene
határozni a Mars helyzetét (ϕM) az idô függvényében. Ez
körmozgás esetén könnyen ment, elliptikus mozgás ese-
tén viszont a ϕM(t ) függvénykapcsolatot nem tudjuk meg-
adni, csak t (ϕM)-t, hasonlóan, mint (8)-ban tettük. Így azt
tehetjük, hogy a (8) összefüggéssel kiszámolt t (ϕF) és
t (ϕM) idôket egyenlôvé tesszük:

ezáltal ϕF és ϕM között relációt kapunk. Ez nyilván me-

(14)

(1 ε 2
F )3/2

2 π
TF ⌡

⌠
ϕ F

ϕ 0F

1
(1 εF cosϕ′F )2

dϕ′F =

(1 ε 2
M )3/2

2 π
TM ⌡

⌠
ϕ M

ϕ 0M

1
(1 εM cosϕ′M )2

dϕ′M ,

gint csak egy implicit függvénykapcsolat, de a problé-
ma elvileg megoldott. Adott pillanatban tehát tudjuk,
hogy hol van a Föld (ϕF), illetve a Mars (ϕM). A problé-
ma csak az, hogy ez a számolás meglehetôsen bonyo-
lult és idôigényes.

Az alábbiakban olyan gondolatmenetet ismertetünk,
amely lényegesen leegyszerûsíti és meggyorsítja a számo-
lás menetét. A megoldás alapja az, hogy minden Kepler-
mozgás származtatható egy körmozgásból. Elsôdleges
lépés, hogy az adott Kepler-mozgáshoz meghatározzuk a
körpályát, illetve a körmozgás idôbeli lefolyását. Ve-
gyünk fel egy K koordináta-rendszert, az x, y és z tenge-
lyek irányába mutató egységvektorokat jelöljük e1, e2,
illetve e3-mal! Vegyünk fel egy másik, K ′ koordináta-
rendszert (egységvektorai e1′, e2′, és e3′), melynek ori-
gója és x ′ tengelye egybeesik K origójával és x tengelyé-
vel. A K ′ rendszer a közös tengely körül legyen δ szög-
gel (0 ≤ δ ≤ π/2) elforgatva a 3. ábrán látható módon!
Legyen sinδ = ε, aminek indokoltsága hamarosan világos

lesz. Mozogjon egy P pont a K ′ rendszer x ′–y ′ síkjában
origó középpontú, a sugarú körön, lásd a 4. ábrá t! Jelöl-
jük θ-val azt a szöget, amelyet az O -ból a P pontba hú-
zott r′ helyvektor az x ′ tengellyel bezár! Ekkor

Az x ′–y ′ síkban körpályán mozgó P pontot vetítsük

(15)r′ = e′1a cos θ e′2 a sinθ.

merôlegesen a K rendszer x–y síkjára! Az így kapott Q
pont K -beli koordinátái:

(16)
x = e1 r′ = e1 e′1 a cos θ e1 e′2 a sinθ = a cos θ,

1 0

(17)

y = e2 r′ = e2 e′1 a cos θ e2 e′2 a sinθ =

0 cos δ = 1 ε2

= a 1 ε2 sinθ = b sinθ

� �

� �

Mivel az x, y koordinátákra teljesül az (x 2/a 2) + (y2/b 2) =

(14)

(1 ε 2
F )3/2

2 π
TF ⌡

⌠
ϕ F

ϕ 0F

1
(1 εF cos ϕ′F )2

dϕ′F =

(1 ε 2
M )3/2

2 π
TM ⌡

⌠
ϕ M

ϕ 0M

1
(1 εM cos ϕ′M )2

dϕ′M ,

1 összefüggés, látszik, hogy az alkalmasan megválasztott
(R = a, sinδ = ε) körpálya merôleges vetülete a fél nagy-
és b fél kistengelyû ellipszis. Most már csak az a kérdés,
hogy hogyan kell a P pontnak mozognia (azaz θ milyen
függvénye legyen az idônek), hogy a Q pont Kepler-
mozgást végezzen? A 4. ábrán látható O pont az a suga-
rú segédkörnek és az ellipszisnek is a középpontja, C a
centrum (az ellipszis fókuszpontja). Az O és a C pont
rajta van az x, illetve x ′ tengelyeken. A Kepler-mozgás
területi sebességének állandósága azt jelenti, hogy a
C -bôl a bolygóhoz (Q -hoz) húzott vezérsugár azonos
idôk alatt azonos területeket súrol. A merôleges vetítés
tulajdonságából következik, hogy ennek a CP vezérsu-
gárra is igaznak kell lennie, a területi sebességek csak
egy cosδ faktorban különböznek (ahol δ a két szóban
forgó sík normálisa által bezárt szög). Legyen a P pont
(és egyben a Q pont is) a t = 0 idôpillanatban a kör és az
OC egyenes A metszéspontjában! A területi sebesség ál-
landósága miatt a CAP síkidom területének az idôvel ará-
nyosan kell változnia! Ez a terület viszont nem más, mint
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az OAP körcikk ½ θa 2 területének és az OCP háromszög

5. ábra. A bolygók helyzetét elôször a KF és KM, majd a K ✶ és K ✶✶

rendszerekben adjuk meg. Innen egy forgatási transzformációval a
Mars helyzete is megadható a K ✶ -ban.
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6. ábra. A Föld–Mars távolság az idô függvényében. A Föld is és a Mars
is Kepler-mozgást végez.

2003. aug. 27. 2005. nov. 7.
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½ εa 2 sinθ területének a különbsége. Mivel a CAP terület
változási gyorsasága a 2 π/T = ½a 2 ω, ezért

azaz

1
2

θ a 2 1
2

ε a 2 sinθ = 1
2
a 2 ω t ,

ahol ω nem más, mint a bolygó (Q pont) átlagos szögse-

(19)θ ε sinθ = ω t ,

bessége. Ha a t = 0 idôpillanathoz θ0 szög tartozik, akkor

Térjünk vissza a Föld és a Mars esetéhez! Mindkét bolygó-

(20)θ ε sin θ (θ0 ε sin θ0 ) = ω t.

hoz rendeljük hozzá a segédkört, t = 0-ban a bolygópozíci-
ók által meghatározott θ koordináták legyenek θ0F és θ0M!
Írjuk fel a (20) egyenletet a segédkörökön történô mozgás-
ra, melyekbôl a θF és θM között – noha explicite nem kife-
jezhetô, de – viszonylag egyszerû kapcsolat adódik:

A bolygók helyzete közti kapcsolat vizsgálatára ez lénye-

(21)

1
ω F

θF εF sinθF (θ0F εF sinθ0F ) =

1
ω M

θM εM sinθM (θ0M εM sinθM ) .

gesen könnyebben kezelhetô, mint a (14) egyenletbeli
összefüggés. Igaz, hogy (21)-ben a kapcsolat nem a ke-
ringési síkbeli polárkoordináták között van értelmezve,
de a vetítéseket megtéve még mindig lényegesen egysze-
rûbb a dolgunk, mintha a (14) összefüggést használnánk.
A merôleges vetítést kell tehát elvégeznünk (16) és (17)-
nek megfelelôen, hogy a két bolygó helyzetét megkapjuk
a KF és KM koordináta-rendszerekben (lásd 5. ábra ).
K ✶ -ban és K ✶✶ -ban való megadáshoz az eltolási transz-
formációt kell megtenni. Ezekben a rendszerekben a
bolygópozíciókra kapjuk:

A Mars helyzetének K ✶ -ban való megadásához egy for-

x ✶
F = aF (cos θF εF ), (22)

y ✶
F = bF sinθF , (23)

x ✶ ✶
M = aM (cos θM εM ) , (24)

y ✶ ✶
M = bM sinθM . (25)

gatási transzformációt kell még végrehajtani:

A (21)–(27) egyenletek felhasználásával lehetôvé vált a

x ✶
M = x ✶ ✶

M cos α y ✶ ✶
M sinα , (26)

y ✶
M = x ✶ ✶

M sinα y ✶ ✶
M cos α . (27)

bolygók távolságának a paraméterezése a Föld θF koordi-
nátájával. Az idôt is, és a bolygók távolságát is kifejezhet-
jük θF segítségével:

Most már elkészíthetô a d (θF)–t(θF) grafikon, és nyomon

t = 1
ω F

θF εF sinθF (θ0F εF sinθ0F ) , (28)

d = (x ✶
F x ✶

M )2 (y ✶
F y ✶

M )2 . (29)

lehet követni a két bolygó távolságát az idô függvényé-
ben. Meg kell azt a nem utolsó gyakorlati szempontot is
jegyeznünk, hogy ezzel a módszerrel több nagyságrend-
del rövidebb a számolási idô, mintha a (14) egyenletet
használtuk volna fel a bolygópozíciók kapcsolatának
meghatározásához.

A Mars–Föld távolság meghatározásához (6. ábra )
felhasználtuk a bolygók keringési idôinek, nagytenge-
lyeinek és excentricitásainak értékeit. Felhasználtuk to-
vábbá, hogy a nagytengelyek által bezárt szög (5. ábra )
α = 232°, valamint hogy θ0F = 178,4°, illetve θ0M =
175,92°. Ez utóbbi két mennyiséget az 1998. évi Csillagá-
szati Évkönyvben közzétett adatokból számoltuk, 1998.
január 1-jét választva t = 0-nak. A görbe segítségével né-
hány nap eltéréssel meghatározható a 2003. augusztus
27-i nevezetes esemény, amikor is a Föld és a Mars lehe-
tô legközelebb került egymáshoz. A pár nap pontatlan-
ság egy ilyen idôskálán lejátszódó esemény esetében
elenyészônek számít. A grafikonról leolvasható a követ-
kezô lokális minimum is, amely 2005. november 7-én fog
bekövetkezni.

Modellünkben a nagytengelyek által bezárt α szöget
idôben állandónak tekintettük, ugyanis ez egy idôben
igen lassan változó mennyiség. Ezenkívül a pályasíkok
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hajlásszögét zérusnak vettük, hogy további koordináta-

1. ábra. Az elektromágneses hullámok különbözô tartománya

rádióhull. mikrohull. infrav. látható ultraibolya rtg. gamma

102 1 10–2 10–4 10–7 10–8 10–10 10–12 10–14

méret

méret

hullámhossz méterben

emberek méh gombostûfej sejtek molekulák atomok atommagok

transzformációkat spóroljunk meg. Ennek csupán didak-
tikai oka volt: jobban tudjunk a mondanivaló lényegére
fókuszálni.

Összefoglalás

Kepler-mozgásnál a bolygó pozícióját az idô függvényé-
ben megadni nem magától értetôdô feladat. Explicit alak-
ban nem is adhatók meg az r és ϕ koordináták az idô
függvényében. Ez azt vonja maga után, hogy számos kér-
dés megválaszolása (pl. két bolygó távolságának a nyo-
mon követése) nehézségekbe ütközik. Érdekes – és
szempontunkból szerencsés – tény, hogy minden Kepler-
mozgáshoz rendelhetô egy körmozgás, melynek idôbeli
lefolyása nem túl bonyolult. Ezzel a segédeszközzel két
bolygó pozíciója közt egyszerû kapcsolat teremthetô,
távolságuk idôfüggése könnyedén számolható.
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MINDENTUDÁS AZ ISKOLÁBAN

HOGYAN ÁRNYÉKOLHATÓ LE A MOBILTELEFON?

A közmondás szerint „más kárán tanul az okos”. Ha jól
megvizsgáljuk ennek a mondásnak a gyakorlati megvaló-
sulását, észrevehetjük, hogy más kárán ritkán tanulunk,
az vésôdik csak be igazán tudatunkba, amit magunk ta-
pasztalunk, magunk élünk át, amelyet személyes tapasz-
talattal szereztünk. Hasonló a helyzet a tanulással is. Az
elmondott szöveget elhihetjük, jól megtanulhatjuk, de
csak akkor válik igazi sajátunké, ha sok tapasztalat révén
kapcsolatot teremtettünk az elmondottak és az átélt ese-
mények között. Regények olvasásakor is beleéljük ma-
gunkat a szereplô helyébe, és közben felötlik gondola-
tunkban az az élmény, amely hasonlóságot mutat a sze-
replô által megélttel.

Hasonló a helyzet a fizikával is. Megtanuljuk a törvé-
nyeket, tudjuk Newton megállapításait, Buridan és Gali-
lei által megfogalmazott tehetetlenséget, de csak akkor
válik igazán magunkévá, ha tapasztaljuk, hogy a jármû-
ben fékezéskor elôreesünk, az autót fékezni kell, hogy
megálljon.

Az elektromágneses hullámok közül csak a fényt
érzékeljük, de a technika fejlôdése lehetôséget adott
széles skálában történô megismerésre (1. ábra ). A leg-
hosszabb hullámhossz, amit rádióhullámként tapaszta-
lunk, kilométer nagyságrendû. Ezek a hosszúhullámok.
Bár a rádiózás ebben a hullámhossztartományban kez-
dôdött, ma már alig találunk itt adót, és a modern rá-
diók már ezt a sávot nem is fogják. A középhullám tar-
tománya 100 m-tôl 1000 m-ig terjed. Itt van a Kossuth
adó, és még sok egyéb rádióadó is. Ez a sáv azért terjedt
el, mert jó terjedési tulajdonságai vannak. A felületi hul-
lámok, amelyek a Föld felszínén terjednek, sokáig nem
csillapodnak, és a sugárzás visszaverôdik az ionoszfé-
rán, ezért középhullámú adót távoli kontinenseken is
lehet fogni. A rádiókon a 600 m-nél hosszabb hullám-
hosszok nem találhatók meg, mivel azt a frekvenciasá-
vot a tengeri navigációnak tartják fenn.

A középhullámú tartományban (10–100 m) a felületi
hullám már erôsebben csillapodik, a hosszútávú rádió-

zásban nem játszik szerepet, a visszaverôdés
az ionoszféráról még jelentôs. Akik még
gyakran hallgatták ezeket az adásokat, emlé-
kezhetnek a fading jelenségére. A jelenség
abban nyilvánult meg, hogy az adás hol
csendesebb, hol hangosabb volt. Ez az érde-
kes hatás az ionoszféra mozgásának követ-
kezménye. A mozgó, ionoszféráról visszavert
sugár frekvenciája Doppler-eltolódást szen-
ved, és ez a sugár interferál a direkt sugárral.
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Mivel ennek a lebegésnek frekvenciája 1–0,5 Hz, és a

2. ábra. Mobiltelefon-antennák egy pesti háztetôn

leggyakrabban hallgatott rövidhullámú adó hullámhossza
25 m, kiszámolható az ionoszféra mozgásának sebessége,
amelyre körülbelül 12–25 m/s adódik.

Ennél rövidebb hullámhosszúságú elektromágneses
hullám már nem verôdik vissza az ionoszférán, hanem
áthalad rajta, innentôl a rádióhullámokkal kitekinthetünk
a világûrbe. Az ionoszféra egy plazma, amely pozitív és
negatív elektromosan töltött részecskékbôl, azaz ionok-
ból áll. Elektromos tér hatására a pozitív töltések a tér
irányába, a negatívok vele ellentétes irányba igyekeznek
elmozdulni. Ha most kikapcsoljuk a teret, akkor a kiala-
kult töltésszétválás okozta tér igyekszik visszamozgatni a
töltéseket. Ez a visszatérítô erô harmonikus rezgômoz-
gást hoz létre, amelynek a frekvenciája az ionok tömegé-
nek és sûrûségének felhasználásával meghatározható. Ha
a plazmát a rezonanciafrekvencia alatti frekvenciával
gerjesztjük, a töltések elmozdulnak. Ezek a mozgó tölté-
sek olyan elektromágneses hullámokat keltenek, ame-
lyek interferálva az eredeti hullámmal, a továbbhaladó
hullámokat kioltják, a visszamenôket nem. Ez magyaráz-
za az ionoszféráról történô visszaverôdést. Nagyobb frek-
vencia esetén az ionok már nem olyan fürgék, hogy kö-
vetni tudnák a mozgást, ezért e hullámok terjedésében az
ionoszféra nem akadály.

Tehát 10 m alatti hullámhosszok esetében (ultrarövid
rádióhullámok) a sugár áthatol az ionoszférán. Az ultra-
rövid hullámról (URH, UHF, VHF) már azt mondják,
hogy egyenes vonalban terjed, ami azt jelenti, hogy nincs
felületi hullám, amely követné a Föld görbületét, és nincs
visszaverôdés sem, a hullám ki tud jutni az ûrbe. Ebben a
tartományban vannak a jól ismert rádióállomások, és a
televízió-adások.

Lassan áttérünk ahhoz a tartományhoz, ahol a mobil-
telefonok kommunikálnak. A mobiltelefonok vagy 900
MHz-en, 33 cm-es hullámhosszon, vagy újabban 1,8
GHz-en, 16,6 cm-es hullámhosszon adják és veszik a
jeleket. Ezzel a frekvenciasávval fogunk részletesebben
foglalkozni. De elôbb nézzük meg, mi van a magasabb
frekvenciákon.

Az ultrarövid rádióhullámnál kisebb hullámhosszú
elektromágneses sugárzást hívjuk mikrohullámnak, vagy
centiméteres hullámnak. Ezekkel mûködnek a radarok,
ezek mérik a gyorshajtást, és ezekkel fôzünk, sütünk a
mikrohullámú sütôben, itt található az a frekvencia, ame-
lyet a mobiltelefonozás használ.

Tovább csökkentve a hullámhosszt, elôször az infravö-
rös, majd a látható fényhez, azután az ultraibolya sugár-
záshoz jutunk. A látható fényt az emeli ki, hogy szemünk
arra érzékeny, errôl a tartományról szerezzük a legköz-
vetlenebb információt.

A fémekben az ionok pozitív háttere elôtt szabad elekt-
ronok mozognak. Ez is egy plazma, melynek ugyanúgy
kiszámíthatjuk a plazmafrekvenciáját, mint az ionoszférá-
nak. Az elektronok sokkal könnyebbek, mint az ionoszfé-
rát alkotó ionok, illetve a fémben az elektronok sûrûsége
jóval nagyobb, mint az ionok sûrûsége az ionoszférában,
ezért a plazmonfrekvencia jóval magasabb. A fémek plaz-
monfrekvenciája az ultraibolya sugárzás frekvenciatarto-
mányába esik. Ennek következtében olyan frekvenciákon,

amelyek alacsonyabbak ennél a plazmafrekvenciánál a
fém tükrözô: a beesô sugárzás meg tudja mozgatni az
elektronokat, melyek olyan sugárzást bocsátanak ki,
amely interferál a beesô sugárral, úgyhogy továbbhaladó
sugár nincs, csak visszaverôdés. Ezért a fémek tükörként
mûködnek.

A rövidebb hullámhosszú sugarak, a röntgen-, és gam-
ma-sugarak, már behatolnak a fémekbe, számukra a fém
már nem jelent tükröt.

Jól ismert, hogy a fém hogyan viselkedik elektromág-
neses tér hatására. Jól ismert, hogy a Faraday-kalitkába –
amely egy zárt fémháló – nem hatol be az elektromágne-
ses tér, ezért nem kell félnünk az autóban vagy vonatban,
hogy megcsap a villám. A Faraday-féle kalitka leárnyé-
kolja a rádióhullámokat is. Bárki kipróbálhatja, hogy a
rádió nem szól a liftben, és a villamoson, autóbuszban,
vonaton is csak akkor jó a vétel, ha a rádió az ablak mel-
lett van. Az autónak azért van kívül antennája, hogy az
adást fogni lehessen.

Mi a helyzet a mobiltelefonnal (2. ábra )? Ha beme-
gyünk egy alagútba, akkor a kapcsolat megszakad, tehát
oda nem jutnak be a hullámok, míg az autóban, vonaton,
liftben van vétel. Mi lehet tehát az effektus, amely ezt
lehetôvé teszi. Ez a kérdés izgatott, mikor én is mobiltele-
fon-tulajdonos lettem. Különbözô próbákat tettem, hogy
mi árnyékolja le a telefont, mivel úgy véltem, a mobiltele-
fon jó eszköz arra, hogy a mikrohullámok tulajdonságát
amatôr módon megtapasztalhassam.

Tapasztalatom, hogy ha egy elég nagy vékony falú
fémdobozba zárom a telefont, akkor megszólal. Ez akár
egy fémhálóból kialakított doboz – amilyen a bemutatás-
ra szolgáló Faraday-kalitka –, akár ez egy vasláda, vagy
egy nagyobb süteményes doboz lehet. Ennek magyaráza-
ta nem lehet az, hogy a nagyfrekvenciás teret fémben a
lévô elektronok nem tudják követni, mivel a plazmon-
frekvenciáig, amely az ultraibolya tartományban van, az
elektronok mozgékonyak. Akkor mi lehet az effektus
magyarázata?

Ha kisebb dobozba tesszük a telefont, például egy
konzervdobozba, vagy becsomagoljuk alufóliával, akkor
a leárnyékolás teljes. Mi a különbség a nagy és a kis
doboz között? A megoldást szintén a rezonancia effektu-
sában kell keresnünk, de itt nem a plazmongerjesztés
jelentôs, hanem a doboz – amit a mikrohullámmal foglal-
kozó szakemberek üregnek neveznek – rezonanciája.
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Alacsony frekvenciánál az elektromos tér hatására el-

A Szegedre érkező fény további útjai

mozdulnak a töltések. Ezek addig mozognak, míg létezik
az a tér, amely mozgatja. Elmozdulnak a fém széléig, ahol
feltorlódnak, helyi töltéssûrûség jön létre, és a töltéssûrû-
ség által keletkezett tér kompenzálja a külsô teret, a fém-
doboz belsejében megszûnik az elektromos tér. Ez a Fa-
raday-kalitka ismert magyarázata. Ha növeljük a frekven-
ciát, a töltés még mindig tudja követni a teret, mert kis
elmozdulás is elég, és a fém közepétôl nem megy a töltés
a széléig, hanem mindegyik töltés csak kicsit mozdul el.
Az effektus kulcsa abban van, hogy az elmozdult töltések
nem rögtön kompenzálják a teret, mivel az elektromág-
neses hatás fénysebességgel terjed. Idô kell arra, hogy a
terjedô hatás eltolja a töltéseket. A karakterisztikus frek-

vencia az, amikor a hatás a doboz egyik felétôl a másikig
éppen el tud jutni, azaz a doboz mérete hullámhossznyi.

Tehát eljutottunk oda, hogy hullámhossznál nagyobb
doboz nem tud leárnyékolni, kisebb pedig árnyékol. Itt
most olyan dobozról van szó, melynek fala vékony. Az
alagútban annak ellenére, hogy az egy nagy doboz, nem
mûködik a mobiltelefon, hacsak az alagút belsejében
nincs adó.

Ennyi, amit elöljáróban elmondtam azokról a gondola-
taimról, melyek akkor keletkeztek, mikor a mobiltelefon-
nal elkezdtem kísérletezni. A mobiltelefon ideális kísérle-
tezô eszköz, még a tér erôsségét mutató mûszer is van
rajta. Zárószóként mindenkinek jó kísérletezést kívánok!

Tichy Géza

A FIZIKA VILÁGÉVE HÍREI

FÉNY A VILÁG KÖRÜL – IN MEMORIAM ALBERT EINSTEIN
Beszámolók a fénystafétáról

2005. április 18-a, Albert Einstein halálának 50. évfordu-
lója a fizika évének nevezetes eseménye.

Két osztrák fizikus ötlete volt, hogy egy sok tízezer em-
bert megmozgató rendezvénnyel emlékezzünk a fizika
egyik legnagyobb alakjára. A terv szerint április 18-án este
fénysugár indult az Egyesült Államokból, Princetonból, és
24 óra múlva a Földet megkerülve érkezett vissza. A fényt
az emberek adták tovább egymásnak. A továbbítás módja
mindenkinek a kreativitására volt bízva. A staféta útvonala
Magyarországon keresztül az alábbi térkép szerint vezetett.

A szervezés természetesen az Eötvös Loránd Fizikai
Társulat dolga volt. Az útba esô megyékben egy-egy köz-
ponti szervezô osztotta be az útvonalakat, szervezte a
fénystafétához kapcsolódó programokat.

A részt vevô országok versenyben álltak egymással
abban, hol sikerült a népességhez képest a legtöbb em-
bert bevonni. Azoknak tehát, akik részt kívántak venni,
regisztrálniuk kellett magukat az Interneten. Nyerges
Gyula Esztergomból és Härtlein Károly a Budapesti Mû-
szaki és Gazdaságtudományi Egyetemrôl készítette el és
tartotta karban a rendezvény honlapját, ahol most is meg-
tekinthetô a részletes program, a felhívások és az alább
közölt beszámolók teljes verziója.

Következzen néhány részlet az eseményekrôl a szer-
vezôk helyszíni beszámolóiból (megközelítôleg kelet-
nyugati irányban):

… A Horgosról Röszkénél belépô fényjelet Szegeden két
irányban kellett továbbítani: egyrészt Kecskemét, más-
részt Pécs irányában. A megye térképét szemlélve és es-
ténként különbözô helyekrôl próbákat tartva, végül az
alábbi útvonalakat jelöltük ki:

Kecskeméti vonal: Szeged – Kiskundorozsma (temp-
lomtorony) – Szatymaz (víztorony) – Balástya (templom-
torony) – Kistelek (templomtorony) – Kiskunfélegyháza
(adótorony)

Pécsi vonal: Szeged – Öttömös (kilátó) – Mélykút (ga-
bonatároló) – Baja (Ólom-hegy)

Ezúton is szeretnénk kifejezni köszönetünket azoknak
a lelkes tanároknak, diákoknak, csillagászoknak, plébá-
nosoknak és plébániai munkatársaknak, akik nélkül a
fényjel továbbítása aligha sikerülhetett volna. …Lelkes
fizikatanárok megszervezték, hogy a Dómtól a saját isko-
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lájukig a tanulók láncot alkotva a Dómhoz érkezô fényje-

Megérkezik a zöld lézersugár a szegedi Dómhoz

Az Einstein-kép terve és a megvalósult fény-kép a szegedi Dóm téren

let saját iskolájukig továbbítsák. Itt említjük meg, hogy
Tapody Éva tanárnô fáradhatatlan lelkesedésének ered-
ményeképpen egy 5 km hosszú, körülbelül 150 diákok-
ból és szülôkbôl álló lánc is összeállt a Dómtól a kiskun-
dorozsmai templomig.

A harmadik – talán leglátványosabb – eleme a szege-
di terveinknek a több mint 1000 m2-es Einstein-fény-
portré a Dóm téren. Egy Einstein-fotó digitalizálása után
kijelöltünk a Dóm téren több mint 1000 db pontot, egy
deszkákból és kötelekbôl álló maszk segítségével. A
pontokat egy nappal az esemény elôtt aszfaltkrétával je-
löltük meg, majd amikor elkészültünk, délután egy ki-
adós esô tisztára mosta a Dóm tér kövezetét. Így április
19-én – újabb 7 órás munkával és Szabóné Virág Kata-
lin tanárnô és körülbelül 30 ságváris diák segítségével –
maradandóbb formában (szeg és mûanyaglapok) újrate-
lepítettük a pontokat.

Estefelé mindenki elfoglalta a helyét, minden készen
állt, vártuk a fényjel érkezését. Este 9 órától kezdve
egyre többen jöttek a Dóm térre, diákok és felnôttek
egyaránt, érkeztek a különbözô televíziók stábjai, illet-
ve fotóriporterek. Öröm volt nézni, hogy a Dóm tornyá-
ból mennyi kamera és fényképezôgép objektív figyeli a
történéseket. 21:45-kor telefonon értesítettek Röszkérôl,
hogy most kapták a hírt Horgosról, a fényjel Szerbiában
van, és körülbelül 2 percet késni fog a tervezett 21:51
perces érkezéshez képest. A Dóm téren várakozó sze-
gedi polgárok, és fôleg a diákok izgatottan várták a jel
érkezését. 21:51 perc. Már itt kellene lennie a jelnek, de
tudjuk, hogy talán 2 percet késik. Mindannyian Röszke
irányába nézünk, tekintetünkkel fürkésszük a halovány
fényeket. 21:53 után pár másodperccel a Röszkei temp-
lomtoronyban fölvillan az 1000 W-os reflektor. A követ-
kezô pillanatban az egyetem épületét egy hatalmas zöld
fénycsík köti össze a Dóm tornyának tetejénél lévô ko-
sárral. Ez volt az a jel, amire mindenki várt, hogy a
Dómtól az iskolákig álló sorok elsô emberei elindítsák a
fényjelet. A zöldszínû fénycsík az egyetem TeWaTi lé-
zerlaborjának 4000 mW-os lézerének a nyalábja volt,
melyet Osvay Károly indított, hogy az elôzô napokban
Kurdi Gábor által gondosan beállított 9 tükrön keresztül
a toronyba jusson. Két védôszemüveg mögött figyel-
tünk most is fönt a toronykosárnál lévô szûk helyen,
mint a megelôzô napok próbái alkalmával, de ez most
egészen más volt. Az itt elhelyezett tükör segítségével

elôször a kiskundorozsmai templom irányába tereltük a
fényt, majd a pécsi vonalon Csongrád megye legmaga-
sabb pontján, egy sötét erdôben lévô (Szegedtôl majd
40 km-re) elhagyatott kilátó felé. Öttömösön szegedi
fizikusok egy autónyi csoportja várta távcsôvel, aggre-
gátorral és reflektorral felszerelkezve, hogy ôk is tovább
adhassák a fényt. Egy vagy két perc néma várakozás
után megcsörren a telefon: Szabó Gábor professzor
volt, jelezte, hogy látták a zöld fényt, és továbbították
Baja felé a jelet. Ismét telefoncsörgés: a másik irányban
Kisteleken is túljutott a fény Kiskunfélegyháza felé.
Nagyszerû volt érezni, hogy egy pillanatra mi is részesé-
vé váltunk ennek a világot átívelô eseménynek.

Máris a következô feladatra kellett koncentrálni, hi-
szen idôközben több ezren gyülekeztek odalenn a téren,
hogy együtt megalkossuk zseblámpákból Einstein „fény-
képét”. A kordonnal körbehatárolt 1000 m2-es területet
négy szektorra osztották, és a pontok rajzolásában tevé-
kenykedô diákok igazgatták a lelkes résztvevôket, ki
hova álljon. Látszólag nagy volt a tumultus, rengeteg is-
merôs arc a tömegben, „Jó estét tanár úr, mi is itt va-
gyunk!” hangzott innen-onnan. Közben a színpadon
lévô kivetítôn (a toronyból egy kamerával közvetítettük
a látványt) kezdett körvonalazódni egy arc. Az álla egé-
szen jól kivehetô, aztán az a sok-sok fénypont, mintha
valami nagy bajusszá formálódna. A feje fölött alig kive-
hetôen a felirat: Szeged. Alul jól lehet látni egy másik
feliratot: E = mc 2. De a szeménél és az arcánál nagy a
feketeség! Nincs elég lámpás ember. Mit tegyünk? Fel-

oszlatjuk az arc alatti feliratot, és
gyorsan beküldjük az ottani embere-
ket középre. „Akkor most mindenki
egyszerre fölfelé világítson!” Csillag-
szórók gyúlnak a Szeged D betûjé-
ben és izgatott tekintettel vizsgáljuk a
kivetítôt. Egyre többen mondják:
„igen … igen, ez ô, hasonlít, ez való-
ban Einstein!” Taps, az egybegyûlt tö-
meg tapssal ünnepel. Ünnepli a kö-
zös munkálkodás eredményét.

A gyengécske hangosbemondóban
alig hallhatóan megköszönik Szeged
polgárainak, a diákoknak, tanároknak
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hogy eljöttek, a tanároknak a szervezést. Ismét taps, a
2–3 ezer ember együtt örül. Fantasztikus volt, igen sike-
rült! Eljött több ezer ember, itt volt 4 tv-csatorna, a helyi
napilap, több internetes újság, egyetemi lapok. Ez az este
a fizikáról szólt Szegeden a Dóm téren. …

Csiszár Imre, Szeged

Igyekeztünk mindenhova eljuttatni ennek a rendez-
vénynek a hírét, segítségül vettük a helyi rádiót, akik
naponta 3-szor beolvasták a felhívást, illetve ezenkívül
fôleg az iskolákat célba véve, plakátokat küldtünk ki, és
személyesen is mindenhol hirdettük. A Staféta estéjén
elôadást tartottunk, melyben röviden ismertettük Ein-
stein életét, munkásságát, a relativitáselméletet nagyon
leegyszerûsítve, illetve ezek mellett általános kísérlete-
ket mutattunk a jelenlévôknek. 25000 fôs városunk vé-
gül 50 fôvel kezdte a rendezvényt. Közben elkezdett
szakadni az esô, így nem is várhattuk el, hogy részt ve-
gyen mindenki az utcai világításban. Mikor szétosztot-
tuk az embereket, 25 fô vállalta a zuhogó esôben is a
részvételt. Ez pont elég volt a fôutca végigállásához.
Ezen a környéken lekapcsolták a közvilágítást, így tény-
leg hatásos volt a fény áthaladása. A városi TV felvételt
készített, amelyet le is adtak mûsorukban, illetve egy
riportot is összehoztunk a rádióban.

Vígh Viktória, Hajdúszoboszló

Bajára a fény lézeres átvitellel érkezett Szegedrôl. A Bajai
Csillagvizsgáló munkatársai az ólomhegyi geodéziai to-
ronynál vették át fényt, majd egy 30 mW teljesítményû
hélium–neon lézerrel lôtték meg a bajai Ferences temp-
lom tornyát. Onnan kézi halogénreflektorral világították
meg a bátai mikrohullámú átjátszó épületét, innen ismét
kézi halogénreflektorral világították meg a véméndi ga-
bonatároló tetejét. Innen lézeres átvitellel, egy 50 mW
teljesítményû argonlézerrel, két irányba ment a fény. Egy-
részt a pécsi tv-toronyba, másrészt a mohácsi víztorony
oldalára.

A pécsi tv-toronyból a fô térre érkezett a fény, ahol
4000 ember várta. A fény városházára való beérkezése
indította el azt az erre az alkalomra tervezett lézershowt,
amelyet sokáig emlegetni fognak a pécsi lakosok. Termé-
szetesen a fény megérkezése elôtt a téren felvezetô ese-
mények zajlottak 18 órától, ahol fizikai kísérletek bemu-
tatására került sor, interjúk hangzottak el pécsi fizikusok-
kal, lehetôség nyílt Einstein nagyméretû fényképe elôtti
fényképezkedésre, fizika témájú vetélkedôk zajlottak az
erre a célra felállított sátorban, továbbá lehetôség volt
különbözô formák, fôleg fizikai összefüggések gravíroz-
tatására is.

Ez a rendezvény igazán a fizikát népszerûsítette, ez a
nap Pécsett valóban a fizika, a fény napjává vált.

Kotek László, Pécs

Dunaújvárosban a Bánki Donát Szakközépiskola tanulói
és tanárai építettek ki háztetôkön megfigyelô és közvetí-
tôbázist, innen figyelték a Soltról fellôtt rakétát. A fényt
Perkátára adták tovább, ahol a helyi általános iskola diák-
jai és szüleik alkottak láncot, és továbbították a fényt Sza-
badegyházára, ahol szintén az általános iskolások adták

tovább Seregélyesre a Mûszaki Szakközépiskola diákjai-
nak. Ôk a többemeletes kollégium adta lehetôséget ki-
használva adták tovább a fényt a székesfehérvári Árpád
Szakközépiskola diákjainak.

Innen tûzijáték-rakéta segítségével jutott tovább a
fény. A Lánczos Gimnázium diákjai lámpáról-lámpára
adva a fényt juttatták el azt a gimnázium udvarára. Itt már
körülbelül egy órája tartott a program. Kísérleti bemutatót
tartott az iskola fizikatanára, ezen körülbelül 200 diák
vett részt. A bemutatón követ törtek a diákok hasán, Van
de Graaff generátorról töltötték fel az önként jelentkezô-
ket, lézerfénnyel közvetítettek zenét, porszívóval hajtott
légpárnás kiskocsin lehetett utazni. Az elôadás után a
nézôk, a fény közvetítôi elfoglalták helyüket a városban,
és mindenki várta a továbbítandó jelet.

Amikor a fény az iskola udvarába érkezett, aki ott volt,
mindenki rávilágított egy fényérzékelôre (Einstein képe
alatt), s ez beindított egy He–Ne lézert, amelyet a szem-
közti tízemeletes ház tetején lévô másik fényérzékelôre
irányítottak. Ez utóbbi bekapcsolt egy villogó-forgó sárga
lámpát, amely elég messze világított.

A fényt innen átvették a Jáky József Szakközépiskola
és Munkácsy Mihály Általános Iskola diákjai, akik száznál
is többen alkottak láncot a város széli magasházig. A ma-
gasház tetejérôl egy diszkóstroboszkóppal adták tovább
a jelet Csórra.

Csóron a Mátyás Király Általános Iskola diákjai éjsza-
kai, zseblámpás akadályverseny keretében várták a fényt,
és egy rakétával továbbították Várpalotára, a szomszéd
megye elsô állomására.

A fénystaféta végül is igen jól sikerült. Mintegy 1500–
2000 diák, szülô, érdeklôdô vett részt, foglalkozott egy
ideig a fizikával. Hírek, beszámolók jelentek meg a helyi
televízióban, beszámolt a fehérvári eseményekrôl az RTL
Klub Fókusz címû mûsora és a helyi újság.

Ujvári Sándor, Székesfehérvár

Úgy tûnik, Várpalotán végül nem látták a csóri jelet, de a
vészidôpontban fellôttek egy rakétát. Ott a Thuri Gimná-
zium diákjai vettek részt a stafétán. A Légierô Parancs-
nokságtól kértem 3 jelzôrakétát. Nagyon készségesek
voltak. Várpalotára a gimnáziumhoz és Herendre két
hegyre küldtek katonákat a rakétákkal. Még színt is lehe-
tett választani. A várpalotai rakétát a Veszprémtôl délke-
letre levô Látó-hegyen a Lovassy László Gimnázium diák-
jai látták. Az igazgató odaszervezett egy tûzoltókocsit.
Annak a reflektorát tisztán láttuk a másik lovassys csapat-
tal a Csatár-hegyi kilátóból. Ezt erdô veszi körül, így a
sötét környezetben jól látták a herendiek a fényképezô-
gép vakuját. Itt készítettek csoportképet is.

A herendi egyik hegyrôl a másikat látták, és a másik
hegy rakétáját nagyon jól látták Kôrishegyen a pápai Re-
formátus Kollégium Gimnáziumának a diákjai, akik állí-
tólag még ugráltak is örömükben. Az ô jelüket (valószí-
nûleg reflektort) a másik csapatuk látta a pápai katonai
reptéren. Ôk meg továbbadták Vas megye felé. A helyi
sajtó is támogatott a szervezésben: a veszprémi Naplóban
elôtte, utána cikket közöltek, a Séd TV, a Veszprémi TV
és Jam Rádió buzdított a jelentkezésre, részvételre.

Palágyi Gábor, Veszprém
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Szombathelyen a fôiskolásokon kívül egyetlen általános is-

Ha köd és esô állja útját a fénynek, segít a mobiltelefon

kola egy tanárnôje mozgósította a gyerekeket, fénylánc
volt a C épületünk tetejétôl, a Csillagvizsgálótól a fôbejára-
tig, ahol az Einstein-kép is volt. Nagykanizsáról kaptuk a
jelet, s továbbítottuk az Írottkôre, ahol nem látták ugyan az
esô s a köd miatt, de telefonon többször beszéltünk, s még
egy visszavillantásukat láttuk is. Szépen írt az eseményrôl a
Vas Népe napilap, tudósított a szombathelyi kincstári és a
kereskedelmi rádió valamint a szombathelyi városi televí-
zió. Éljen a Fizika, no meg az érdeklôdô diákok, s tanárok!

Kovács László, Szombathely

A szervezés során kiderült, hogy a szülôk hatalmas segít-
séget jelenthetnek. Rajtuk keresztül vezetett az út a tûzol-
tó-parancsnokságra, ahol egy tûzoltóautót biztosítottak

számunkra a kérdéses idôpontban. (Egy kicsit aggódtam,
mi lesz majd, ha történetesen éppen akkor lobban fel
valami hatalmas tûz a környéken…) Ennek erôs reflekto-
rával tudtunk jelzéseket leadni a fertôrákosi kikötôbôl
Nezsider irányába. Egy másik szülô révén a GySEV-tôl
kaptunk kölcsön ugyancsak nagyteljesítményû reflekto-
rokat és aggregátort a mûködtetésükhöz. Az egyiket a
Szent Mihály templom tornyába cipelte fel egy szülô, míg
a másikat a fertôrákosi kôfejtô tetejére telepítettük. Ezzel
a nagy léptékû lánc kialakult: a templomtoronyban figye-
lik a Fertôdrôl érkezô jelet, villantanak, azt észlelik a kô-
fejtônél és továbbítják a kikötô felé, ahol a tûzoltóautó áll
készenlétben. (Mint megtudtuk, Nezsiderben is a tûzoltó-
ságot vonták be, ott egy 30 méter magas daru tetején állt
egy tûzoltó ôrszem, és figyelt Fertôrákos irányába.) Most
már csak azt kellett elintézni, hogy Sopronig eljusson a
jel. Szerencsére a megyében több kolléganôben/kollégá-
ban él még a virtus, így velük összefogva sikerült a Gyôr–
Csorna–Kapuvár–Fertôd útvonalon biztosítani a fény to-
vábbhaladását. Csornán Kovács Ilona és Szilágyiné Pol-
gár Éva vállalták el a szervezés nem túl hálás feladatát,
Kapuváron Schiffer Gyula, míg Fertôdön Pápai Gyuláné
voltak társaim az akcióban. Ezeken a helyeken is a temp-
lomtornyok jutottak fôszerephez: innen figyelték távcsô-
vel az elôzô láncszemet, és jeleztek reflektorral. Mind-
egyik helyen csatasorba állították a diákokat is a város
egyik végétôl a másikig, Fertôdön például a templomtól a
diszkóig; itt ugyanis a diszkó üzemeltetôjét sikerült meg-
nyernünk az ügynek.

Lang Ágota, Sopron

VÉLEMÉNYEK

MEGJEGYZÉS EGY RELATIVITÁSELMÉLET-ÉRTELMEZÉSHEZ

A relativitáselmélet logikai–filozófiai irodalma azonkívül
hogy terjedelmes, nem tartozik éppen a könnyû olvas-
mányok közé, de én is azok közé tartozom akik újra és
újra próbálják megérteni, és nagyon hálás vagyok, ha
egy fizikus vagy matematikus, aki a terület szakérôje,
megpróbál ebbôl elmagyarázni annyit, amennyit lehet.
Viszont zavarban vagyok akkor, amikor jön egy másik
szakértô, és azt mondja nekem, hogy amit a többiek
mondanak tévedés. Kinek higgyek, merjek-e ellentmon-
dani, mikor könnyen lehet, hogy meg sem értem vagy
félreértem amit mond? Pedig nem kell az elméleti fizika
rejtelmeibe bonyolódjunk, hogy ne értsük egymást. A
minap helyettem feleségem vitte vissza a kollégiumba lá-
nyomat, és ezért elmagyaráztam neki az utat autós szem-
mel. „Fordulj az Irinyi József útról jobbra az Október 23.
útra, majd onnan az áruház elôtt egy másodszori jobbra
fordulással a Bercsényi utcába.” Miután hazaért, össze-
szidott, hogy miért mondtam, hogy kétszer kell jobbra

fordulni, amikor valójában csak egyszer kellett? Hüle-
dezve hallgattam, és próbáltam meggyôzni, hogy bizo-
nyára elôször kis ívben fordult jobbra a Budafoki út
után, majd másodszor is jobbra a kollégium utcájába.
„Nem-nem” – volt a válasz – „rosszul emlékszel, csak
egyszer kell jobbra fordulni, mert a kollégium utcájáig
egyenes az út”. Jövô héten mérgemben én vittem vissza
a lányomat, feleségemet pedig magam mellé ültettem az
autóba. Mikor éppen elhagytam a Budafoki utat, és elô-
ször kezdtem jobbra kanyarodni, megkérdeztem, látja-e,
hogy a kormányt folyamatosan jobbra tekerem. „Az nem
számít” – volt a válasz – „mert nem indexelsz”. Ekkor
megértettem, hogy közöttünk szemantikai diszkrepan-
cia van (húsz évi házasság után), mást ért egyenesen, il-
letve jobbra forduláson, mint én. Szerencsére ebben az
esetben a „jobbra fordulni” referenciája azért kifürkész-
hetônek tûnt, ô a KRESZ szerint értelmezte a jobbra for-
dulást, míg én geometriai értelemben. Ez jutott eszembe,
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amikor elolvastam az E. Szabó Lászlóval készült beszél-
getést, melynek címe önmagáért beszél: Semmiben nem
nyújt új vagy más leírást a térrôl és az idôrôl a speciális
relativitáselmélet, mert arról van szó.1 Megismétlem, azt

1 E. Szabó Lászlóval a relativitáselméletrôl beszélgetett Balázs László
Kristóf, Beszélô, 2004. január, 76. o. http://beszelo.c3.hu/04/01/10leszabo.
htm. E. Szabó koncepcióját Hraskó Péter bírálja fizikus szemmel: http://
www.hrasko.com/peter

állítja: semmiben. Ha semmiben, akkor az érthetôségben
sincs különbség, de akkor miért értik meg az elôbbit
sokkal könnyebben az emberek, mint az utóbbit? Miért
vitatkozunk mi itt errôl és nem a régi fizikáról? Biztos tö-
kéletesen mást ért „újdonság” alatt, ha szerinte a speciá-
lis relativitáselmélet semmi újat nem tartalmaz a klasszi-
kus fizikához képest. Nyilván éppen olyan jól tudja,
mint én, hogy a klasszikus fizika és a speciális relativitás-
elmélet más-más modellt használ. Einstein ezt egy mára
klasszikussá vált vonatos példával világosan elmagyaráz-
za. A klasszikus fizika így számol, míg a relativitás úgy, a
kettô nyilvánvalóan nem azonos. Mondhatjuk-e ezek
után mégis, hogy ennek ellenére a két modell, melynek
folyománya a két eltérô formula, valójában azonos? Mit
jelent itt ez a „valójában”? Csodálkozásom csak fokozó-
dott, amikor ezek után a cikket olvasva a következô
részhez értem: „Tehát a lényeg, és ez az, aminek a meg
nem értésébôl az a sok »bizsergés« fakad, hogy Einstein a
relativitáselméletben más fizikai mennyiséget nevez »tá-
volságnak« és »idônek«, mint a klasszikus fizika.” De ha
ez így van, akkor miért mondja, hogy semmi új nincs eb-
ben az elméletben, hisz legalábbis az alapvetô terminu-
sok „idô, távolság” jelentése eltér? Mondhatja, hogy neki
ellenszenves ez a felfogás, sôt azt is, hogy jogosulatlan,
mert ezek jelentése már rögzített a köznapi nyelvben,
aztán mondhatja, hogy célszerûtlen, túl bonyolult, vagy
túl egyszerû, vagy akár azt is, hogy elfogadhatatlan me-
tafizikai elôfeltevéseket implikál. Egyetlenegy dolgot
nem mondhat: egy létezôrôl nem állíthatja, hogy nem lé-
tezik mikor az létezik; azaz, ha van itt valami új, akkor
nem mondhatja, hogy nincs. Ez azonban nyilvánvaló el-
lentmondás volna, amit feltehetôleg ô is átlát, ezért biz-
tos, nem így gondolja, amit gondol, és én értem félre.
Azért gondolom, hogy a most fölvázolt értelmezésem-
ben hibának kell lennie, mert különben önellentmon-
dást tartalmazna E. Szabó gondolatmenete. Mivel ez nem
valószínû, tehát el kell vetnem a saját értelmezésemet,
amely ide vezetett. De akkor mire gondolhat? Szerencsé-
re elmagyarázza, legalábbis megpróbálja. Azt javasolja,
ne fogadjuk el Einstein terminus-használatát, nevezzük
másképp azt, amit Einstein idôn és távolságon ért, és ak-
kor rá fogunk döbbeni, hogy nincs itt semmi új a régi
mechanikához képest. Szerinte ugyanis a relativitáselmé-
let idôfogalma más, mint a klasszikus fizikáé, amiben
igaza van. Meggyôzôdése szerint talált olyan leképezést
a klasszikus és a relativitáson alapuló tér–idô modell kö-
zött, hogy az összefüggések izomorfok lesznek. (Két
szerkezet izomorf, ha a benne lévô elemek és kapcsola-
taik kölcsönösen egyértelmû viszonyba hozhatók.) De
mit jelent pontosabban ez az izomorfia? Mit jelent jobbra
kanyarodni?

Még ennél is sokkal többet állít E. Szabó. Azt állítja,
hogy a speciális relativitáselmélet önellentmondásos. Ezt
írja: „…mit is jelent magyarul az, hogy az órák lelassulása
és a méterrudak megrövidülése »kimagyarázza« a Michel-
son–Morley-kísérlet eredményét? Ez azt jelenti, hogy ha a
méterrudak megrövidülése stb. fennáll, akkor a Michel-
son–Morley-kísérlet eredményébôl az következik, hogy a
fény sebessége nem ugyanaz minden inerciarendszerben
(hanem c+v, c−v, ahogyan azt a klasszikus fizika gon-
dolja). Mármost a relativitáselmélet két alapelve közül az
egyik az a tézis, hogy a fény terjedési sebessége minden
inerciarendszerben azonos. Mint bármelyik standard tan-
könyvben elolvasható, e két alapelvbôl rövid úton követ-
kezik, hogy a méterrudak megrövidülnek stb., amibôl
viszont következik – a Michelson–Morley-kísérletben
tapasztaltak alapján –, hogy a fény terjedési sebessége
nem azonos minden inerciarendszerben. Ez logikai el-
lentmondás, amely indirekt módon azt bizonyítja, hogy a
relativitáselmélet két alapelve közül az egyik nem lehet
igaz.” Szellemes érvelés, de érvényes-e? Vizsgáljuk meg
alaposabban. Ez a következtetés azon alapul, hogy E.
Szabó szerint a relativitáselméletben némelyik esetben a
merev testek lerövidülnek: „…nem pontosan ezt mondja
az Einstein-féle, vagyis a ma általánosan elfogadott relati-
vitáselmélet, hogy a mozgó méterrúd megrövidül, éppen
az említett mértékben, és a mozgó óra lelassul, éppen
úgy, ahogyan azt Fitzgerald és Lorentz feltételezték?”
Nem, Einstein nem ezt mondja. A relativitáselmélet arról
beszél, hogy a méterrudak hossza mindig adott vonat-
koztatási rendszerben értendô. (A „vonatkoztatási rend-
szer” és „koordináta-rendszer” kifejezéseket egymás szi-
nonimáinak tekintem.) A merev test önmagához rögzített
koordináta-rendszerében nem változik a rúd hossza, de
egy hozzá képest mozgó másik inerciarendszerben már
igen, onnan mérve más a test hossza. Nem igaz, amit E.
Szabó állít, hogy a mozgó rúd megrövidül csak úgy álta-
lában véve, valójában a mozgó rúd hossza egy másik,
hozzá képest mozgó rendszerben mérve rövidül meg.
Így, mivel ez az állítása hamis, az egész érvelése össze-
omlik. Érdekes, hogy nem merül föl E. Szabó Lászlóban,
mint bennem az ô szövege értelmezése során, hogy talán
nem jól értem, amit olvasok, azért látok ellentmondást.

Vegyük elô ismét az egyik klasszikus szöveget, amely-
re E. Szabó is hivatkozik, és elfogulatlanul, ráhagyatko-
zással olvassuk újra. Higgyük el, akar nekünk mondani
valamit, valamit, ami nem egyszerû, nem könnyen érthe-
tô, de mégis minket kézen fogva, lépésrôl lépésre vezet-
ve fölvisz olyan magasságba, ameddig mi szerény mate-
matikai ismeretekkel fölvértezve követni tudjuk. Ezt írja
Einstein: „Nincs tehát »önmagában vett« pályagörbe
(olyan görbe, amelyen a test mozog), hanem csakis meg-
határozott testhez viszonyított pályagörbérôl lehet beszél-
ni.”2 Novobátzky Károly megjegyzése ehhez: „Ezt a tényt

2 Albert Einstein, A speciális és általános relativitás elmélete, ford.
Vámos Ferenc, Gondolat, Bp. 1973, IV. kiadás. 20. o. A szöveget az
eredetivel egybevetette és szakmailag ellenôrizte Károlyházi Frigyes. A
könyvet Novobátzky Károly látta el magyarázó, kiegészítô jegyzetekkel.

így szokás kifejezni: a pályagörbe nem abszolút, hanem
relatív fogalom. Két különbözô koordináta-rendszerben a
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pályagörbe más és más.”3 A következô passzusban ismét

3 i.m. 20. o.
4 i.m. 35. o.

figyeljünk föl arra, hogy Einstein mindenütt viszonyokról,
relációkról beszél. Ezt mondja az idôrôl: „Miután azon-
ban az az idô, amelyre egy bizonyos történésnek a vonat-
hoz viszonyítva szüksége van, az imént közölt meggon-
dolások szerint nem lehet egyenlô ugyanennek a törté-
nésnek a töltésre vonatkoztatott tartalmával, nem állíthat-
juk tehát, hogy a vasúti kocsiban járkáló utas a pályatest-
hez viszonyítva a w útdarabot olyan idô alatt teszi meg,
amely – a töltésrôl nézve – egy másodperccel egyenlô.”4

Újra csak viszonyokról beszél a relativitáselmélet megal-
kotója, és nyilvánvalóan innen van az elmélet elnevezése
is! Vajon hogyan gondolkozik a távolságról? Valóban
úgy, ahogy E. Szabó László értelmezi? Ez fontos kérdés,
mert mint említettem, több következtetése ezen az értel-
mezésen alapul. Ehhez egy kis kitérôt kell tegyünk.

Fontos, hogy megkülönböztessünk egymástól egy
elméletet, egy szellemi alkotást – a relativitáselméletet –
és azokat a kísérleteket, megfigyeléseket melyek magya-
rázatára ez az elmélet született. Az elmélet – jelen eset-
ben a speciális relativitáselmélet – értelmezése éppúgy
fölvet kérdéseket, értelmezéssel kapcsolatos vitákat, mint
a kísérletek, mérések értelmezése, röviden, a valóság
értelmezése, magyarázata. Einstein szövege, mint sok
más szöveg, néha többértelmû, egymással ellentétes ér-
telmezéseket is megenged. Ennek ellenére próbáljuk
meg megérteni, mit gondolt Einstein, és ez nem azonos
azzal a kérdéssel, hogy igaza volt-e, vagy nem volt igaza,
avagy lehet-e másképp is magyarázni azokat a jelensége-
ket, amelyeket ô magyaráz. A most forrásértékûnek te-
kintett szélesebb nagyközönség számára írt könyvecské-
ben Einstein többször is beszél a távolságok megrövidü-
lésérôl, kérdés azonban, hogy pontosan hogyan érti azt?
Így ír ezzel kapcsolatban egy fontos helyen: „Lorentz és
Fitzgerald azzal a feltevéssel mentette ki az elméletet a
zavarból, hogy az éterrel szemben végzett mozgás ered-
ményeképpen a test a mozgás irányában összehúzódik;
ennek az összehúzódásnak kellett eltüntetnie az elôbb
említett idôkülönbözetet. A 12. fejezetben mondottakkal
összehasonlítva láthatjuk, hogy ez a megoldás a relativi-
táselmélet szempontjából is helyénvaló volt. A tényállás-
nak a relativitás szerinti felfogása azonban összehasonlít-
hatatlanul kielégítôbb. (Ezek szerint a relativitás másképp
értelmezi a rövidülést! A.F.) Mert eszerint nincs a többiek
között kitüntetett szerepet játszó olyan koordináta-rend-
szer, amely az éter fogalmának bevezetésére okot adna;
és így nincs »éterszél« sem; olyan kísérlet sincs, amelybôl
ennek létezése következnék. A mozgó testek összehúzó-
dása itt minden különösebb hipotézis nélkül az elmélet
két alapelvébôl következik; mégpedig erre az összehúzó-
dásra nem a magában vett mozgás mérvadó, (kiemelés
tôlem) melynek nem tulajdoníthatunk értelmet, hanem
mindenkor a választott vonatkoztatási testhez viszonyít-
va végzett mozgás (kiemelés tôlem). Így tehát Michelson
és Morley tükrös testje a Földdel együtt mozgó rendszer-
bôl nézve nem rövidül meg, de igenis megrövidül a Nap-

hoz képest nyugvó rendszerben.”5 Világos beszéd, a rövi-

5 i.m. 58. o.
6 i.m. 37. o.
7 Albert Einstein, Válogatott tanulmányok, Gondolat, Bp. 1971, 69.o.
8 i.m. 42. o.

dülés relatív és nem abszolút. Az, hogy valami relatív,
azaz relációs logikai szerkezetû, nem azt jelenti, hogy
szubjektív, az elmérôl vagy az érzékelésrôl szóló kijelen-
tés. A falban lévô egyik vezeték elektromos feszültsége
egy adott ponthoz képest 230 V, míg egy másik ponthoz
képest 400 V. Ha valaki azt kérdezné ezek után, hogy
„igen, de mennyi valójában?”, ezzel azt fejezné ki, hogy
nem értette meg eme tény relációs (viszony) jellegét. Fi-
gyeljünk föl erre, amikor Einstein a „magában vett moz-
gás” fogalmának értelmetlenségérôl beszél, és helyette a
„választott vonatkoztatási testhez” viszonyított mozgásról
beszél a testek, a távolság megváltozásával kapcsolatban.
A könyv egy korábbi helyén két axiómát fogalmaz meg,
amelyek részei a klasszikus fizikának, de az új elmélet-
ben nem alkalmazandók:

„Az utóbbi három fejezet megfontolásai azt mutatták,
hogy a fényterjedés törvénye és a relativitás közti látszó-
lagos ellentmondás a 7. fejezetben oly meggondolások-
ból adódott, amely a klasszikus mechanikából két, egyál-
talán nem indokolt feltevést vett át. E feltevések:

1. Két esemény idôköze független a vonatkozó test
mozgásállapotától.

2. A merev test két pontjának térbeli távolsága függet-
len a vonatkozó test mozgásállapotától.

Ha elejtjük e feltevéseket, úgy a 7. fejezet dilemmája
megszûnik, …”6

Itt most a második kijelentés elvetése az érdekes szá-
munkra. Azt mondja, hogy a térbeli test két pontjának
távolsága a vonatkoztató test mozgásállapotától függ.
Csakhogy több vonatkoztató test is lehetséges, és ezért az
egyik esetben a távolság ennek, a másik esetben pedig
annak adódhat. Ez azért nem ellentmondás, mert a kü-
lönbözô számok különbözô vonatkozásokban értendôk.
Éppen ebben van a távolság fogalmának relációs jellege
a relativitáselméletben. Nézzünk további szöveghelyeket.
Nevezetes 1905-ös cikkében írja: „Az olyan merev test
tehát, amely nyugalmi állapotban gömb alakú, mozgó
állapotban – a nyugvó rendszerbôl szemlélve – forgási
ellipszoid alakú …”7 Ismét csak azt mondja, a rövidülés
relatív és nem abszolút. Van olyan hely is, ahol Einstein
valóban a rúd megrövidülésérôl beszél:

„K-hoz képest a méterrúd azonban v sebességgel mo-
zog. Tehát egy hosszirányban v sebességgel mozgó
merev méterrúd hossza csak méter. Azaz a1 v 2 /c 2

mozgó merev rúd annál rövidebb, minél gyorsabban mo-
zog.”8 Novobátzky Károly azonban felhívja a figyelmün-
ket a szerinte helyes értelmezésre. „A rúd rövidülésével
kapcsolatban felmerül az az érdekes kérdés, történt-e a
rúddal valamilyen belsô objektív változás? Felelet: a rúd-
dal nem történt semmi. A bizonyítás nagyon egyszerû.
Feküdjék a rúd nyugalomban a töltésen. Hossza ott le-
mérve legyen 1 méter. Most vonat halad el mellette v
sebességgel. A vonatról mérve a hossza . Ha1 v 2 /c 2
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egy párhuzamos vágányon ugyanakkor egy másik vonat
halad el mellette nagyobb V sebességgel, onnan mérve a
hossza adódik, vagyis kisebbnek. Ha tehát a1 V 2 /c 2

rúd megrövidülése objektív valóság volna, egyszerre két
különbözô hosszúsággal kellene rendelkeznie, ami kép-
telenség. A helyes értelmezés a következô: a rúddal tény-
legesen nem történik semmi, de hosszának mérôszáma
különbözônek adódik aszerint, hogy a (vonaton levô)
mérôszalag más-más sebességgel mozog hozzá képest.
Feltétlen el kell vetnünk azt a tévedést, mintha a rúd nyu-
galmi hossza az igazi hosszúság volna. A vonaton levô
megfigyelô számára a rúd hossza az általa megállapított
mérôszám.”9 (Ez utóbbi mondatot vitathatónak tartom.

9 i.m. 43. o.
10 Albert Einstein, Válogatott tanulmányok, Gondolat, Bp. 1971, 59.o.
11 i.m. 37. o.

Miért ne lehetne kitüntetett szerepe egy merev test önma-
gához rögzített koordináta-rendszerben mért jellemzôi-
nek? Ez szerintem definíció kérdése.) Ellentétben E.
Szabó Lászlóval, úgy vélem Novobátzky Einstein szelle-
mében fûzte ezt a megjegyzést az eredeti szöveghez. (A
könyvet Károlyházi Frigyes lektorálta szakmailag. Így aki
Novobátzkyt leszólja, Károlyházit is megszólja.) Az az
értelmezés tehát, hogy egy tárgy alakja önmagában meg-
változik a mozgás következtében, és nem csak a gyorsí-
tás alatt, hanem utána is, amikor már állandó sebességgel
halad, bár különös, de talán lehetséges értelmezése a
kísérleteknek, viszont nem annak, amit Einstein ír.

Melyek a speciális relativitáselmélet alapelvei? Alapel-
ve-e a fénysebesség állandósága minden inerciarendszer-
ben? E. Szabó itt is meglep bennünket: „Ez a tézis nem
azonos azzal, amit hallani szerettél volna, hogy a fény
sebessége azonos minden inerciarendszerben. Mert az nem
igaz. És azt a relativitáselmélet sem mondja. (Nem gondo-
lom, hogy ennek jelentôsége van, csak érdekességképpen
jegyzem meg, hogy ez az állítás nem is szerepel Einstein
1905-ös cikkében.)” – írja. Nézzük, mit írt Einstein 1905-
ben A mozgó testek elektrodinamikájáról címû cikkében:
„Az alábbi fejtegetések a relativitáselven és a fénysebesség
állandóságának elvén alapulnak. A két elvet az alábbiak
szerint definiáljuk:…”10 Majd a nagyközönségnek írt mun-
kájában így fogalmazza meg az új teória feladatát: „Ho-
gyan kapjuk meg egy eseménynek a vonathoz viszonyított
helyét és idejét, ha ismerjük ugyanannak az eseménynek a
vasúti töltésre vonatkoztatott helyét és idejét? Megfelelhe-
tünk-e erre a kérdésre úgy, hogy a vákuumbeli fényterje-
dés törvénye ne ellenkezzék a relativitás elvével?”11 Mint-
ha ez a két idézet cáfolná E. Szabó állítását. Ami a fényse-
besség, illetve általában egy felsô határsebesség létét illeti,
attól is függ, hogy folytonos szerkezetûnek, avagy diszkrét
mennyiségnek feltételezzük a teret és az idôt. Az utóbbi
esetében meg fogom mutatni, hogy a felsô határsebesség
létezése mellett logikai érvek is szólnak.

A világûr egy távoli szegletében távol minden csillagtól
párhuzamos (egyenes) vágányok indulnak a végtelenbe
egy állomásról. A szerelvényeken indulás elôtt ellenôriz-
tük a klasszikus mechanika törvényeit, és különféle, pon-
tosan egyforma órákat helyeztünk el a vonatokon. Van

ezek között felhúzós mechanikus vekker, digitális óra,
sôt még a fényóra is, amely két szembefordított tükör kö-
zött oda-vissza cikázó fénysugárral méri az idôt. (Ahogy
Feynman leírja a Mai fizika címû könyv 2. kötetében.)
Az órák azonkívül, hogy azonos ritmusra járnak, azonos
idôt is mutattak indulás elôtt. A hosszú úthoz képes rövid
gyorsítás után a vonatok különféle állandó sebességet
értek el, és azzal folyamatosan haladtak a végállomásig,
majd onnan visszatértek a kiinduló pontba. Az egyik vo-
natot nem indítottuk el, az helyben maradt. Ennek óráit
összehasonlítottuk a visszatért vonatok óráival, és a kö-
vetkezôt tapasztaltuk: az órák továbbra is azonos ütem-
ben járnak, viszont kiestek a szinkronból, annál jobban
késnek, minél gyorsabban tették meg az utat. Távolságo-
kat is mértünk a vonatokon. Megmértük a szerelvények
hosszát az indulás elôtt, majd a vonatokra fölszállva a
gyorsítás alatt és az utazási sebességen is. A középsô ese-
tet kivéve nem találtunk eltérést, és a visszaérkezett vona-
tok hossza is változatlan. A gyorsítás alatt mértünk elté-
rést, de ez nem meglepô az ismert fizikai törvények isme-
retében. Viszont egy távoli bakterháznál megfigyelôt je-
löltünk ki azzal a feladattal, hogy ô is mérje meg az elôtte
elszáguldó szerelvények hosszát. Érdekes módon ô a
nyugalmi állapotnál rövidebbnek mért minden mozgó
vonatot. Ezzel szemben mi a vonaton nem tapasztaltunk
sem rövidülést, sem az órák deformálódását. Mondhat-
juk-e ezek után E. Szabóval egyetértésben, hogy az idô
egyformán telt a száguldó és álló vonatokon, csak a mé-
résére szolgált eszközökkel történt valami különös? Ein-
stein nemmel válaszolt a kérdésre, mások – köztük a vita-
tott írás szerzôje – igennel. Mondhatjuk-e, hogy azért
mérte a megfigyelô rövidebbnek a vonatot, mert az attól
függôen, hogy milyen gyorsan haladt, megrövidült? Ein-
stein szerint igen, a töltéshez képest, és nem, a vonaton
ülve. Az ellentétes vélemény szerint a vonat miközben
száguld, megrövidül, amit rajta ülve ezért nem veszünk
észre, mert a mérés alapját jelentô méterrúd is rövidebb
lesz. Lehet-e választani a két felfogás között, avagy mind-
kettô helyes? Wittgenstein szerint nemhogy az etalonok
rövidülésének, de még annak a kijelentésnek sincs értel-
me, hogy az etalon 1 m-es rúd 1 méter. Ha egy fémbôl
készült 1 m-es rúd hossza megváltozik melegítés hatásá-
ra, ennek azért tulajdoníthatunk értelmet, mert mellé te-
hetünk egy másik, vele egyforma rudat, amelyet nem me-
legítettünk föl, és láthatjuk az eltérést. Azt is megfigyel-
hetjük, amint a fölmelegített rúd lehûl, és visszanyeri ere-
deti hosszát, újból létrejön a két rúd hosszának egyenlô-
sége. Egy gyorsan haladó rendszerben viszont lehetetlen
egy álló rendszerben lévô rudat a másik mellé helyezni,
így a rudak saját hosszának E. Szabó által feltételezett rö-
vidülése a megfigyelhetetlen jelenségek körébe tartozik.

Kis lépést téve a probléma tudományos megközelítése
felé, miképpen írhatjuk le pontosabban az elôbbi elkép-
zelt kísérletet? A helyben maradt vonatot nevezzük k-nak,
egy mozgó vonatot pedig k′-nek, de miképpen jelöljük a
vonatokon mért helyet és idôt? Nem biztos, hogy ez lé-
nyegtelen. Egy alkalmas jelölés segíthet a világos megér-
tésben, míg egy alkalmatlan egyenesen félrevezethet. A
kísérlet leírására milyen nyelvi keretet válasszunk? Ezek
megvitatása már túlmutat az én hozzáértésemen, de bizo-
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nyos összefüggéseket látni vélek. Két fogalmat vázolok
fel. Az idô értelmezése szoros kapcsolatban áll az egyide-
jûség értelmezésével. Az „egyidejûség” szintaxisa a klasszi-
kus fizikában így fest: x egyidejû y -nal, ezzel szemben
Einsteinnél így: x egyidejû y -nal a k vonatkoztatási rend-
szerben. Mint látható, az utóbbi kifejezés argumentumszá-
ma eggyel több, mind az elôbbié. A klasszikus fizika vo-
natkozó feltevése megfogalmazható a második terminus-
sal: ha van olyan k, melyre x egyidejû y -nal k-ban, akkor
minden k1-re x egyidejû y -nal k1-ben. Ezek alapján beve-
zetve a klasszikus egyidejûségre a „koinc1”, az újra a
„koinc2” kifejezéseket, a kettô kapcsolatának egy lehetsé-
ges megfogalmazása így festhet: koinc1(x,y ) = van olyan
k, hogy koinc2(x,y ; k), ahol k tetszôleges inerciarendszer,
x,y pedig állapotok, események. Mint látható, a relativitás-
elmélet „egyidejûség”-fogalma felülrôl lefedi a klasszikus
„egyidejûség”-fogalmat, hiszen definiálható benne. Ezért a
klasszikus és a relativisztikus „idô”-fogalom között sincs
kibékíthetetlen ellentét, a relativisztikus idôfogalom egy
alesete a hagyományos idôfogalom. Mint jól ismert, ez a
számszerû összefüggésekbôl is látszik, ha a fénysebessé-
get végtelen nagynak képzeljük.

Egy test helye már a klasszikus fizikában is relációs
fogalom, de a hosszúsága nem. A relativitáselmélet egy
merev test hosszúságát mindig egy koordináta-rendszer-
hez való viszonyában értelmezi, míg a klasszikus fizika
felfogása ezt vonatkoztatási rendszertôl függetlennek
tekinti, más értelemben, azonosnak veszi minden koordi-
náta-rendszerben. A logikai szerkezet (szintaxis) szem-
pontjából ez azt jelenti, hogy amíg a klasszikus fizika az
objektumok tulajdonságának tekinti egy merev test
hosszát, addig a modern fizika ezt a fizikai jellemzôt vi-
szonyként (relációként) értelmezi. Ha ebben a relációban
kitüntetjük a merev testek önmagukhoz rögzített vonat-
kozatási rendszerét, akkor az ezekben mért jellemzôt
azonosíthatjuk a klasszikus fizika „hossz”-fogalmával.
Avagy logikai megközelítésben, ha egy kétargumentumú
reláció egyik argumentumát kitöltjük, akkor egyargu-
mentumú predikátumot (tulajdonságot) kapunk. A relati-
visztikus gondolkodásmód itt is felülrôl lefedi a régi fizi-
kát, gazdagabb nála. Ha szabad ilyet mondani, a klasszi-
kus fizika fogalmai kevésbé relációs jellegûek, és így kö-
zelebb állnak a hagyományos logika és a mindennapi
gondolkozás szubjektum–predikátum felfogásához, míg
a modern fizika felfogása erôsebben relációs jellegû. Ein-
stein az eseményeket is relációknak tekinti: „Hogyan
kapjuk meg egy eseménynek a vonathoz viszonyított
helyét és idejét, ha ismerjük ugyanannak az eseménynek
a vasúti töltésre vonatkoztatott helyét és idejét?”12 A pél-

12 i.m. 37. o.

dákból látszik, hogy más az alapvetô mechanikai jellem-
zôk logikai szintaxisa a speciális relativitáselméletben és
más a klasszikus fizikában. Vizsgáljuk meg a kifejezések
szemantikáját, jelentését is. A különbség itt is alapvetô. A
klasszikus fizika a hagyományos filozófiák gondolkozás-
módjához hasonlóan intuitíve nyilvánvalónak tekintette,
hogy mit jelent a távolság és az idô, nem így Einstein:
„Ha minden súlyos aggály és beható magyarázat nélkül a
mechanika feladatát így szögezem le: »A mechanikának

le kell írnia, miként változtatják a testek térbeli helyüket
az idôben«, akkor a világosság szelleme ellen elkövetett
halálos bûnnel terhelem lelkiismeretemet: fedjük fel a
bûnöket. Nem világos, mit értsünk itt »hely«-en és »tér«-
en.”13 Einstein minden esetben a mérésre, megfigyelésre

13 i.m. 19. o.
14 i.m. 29. o.
15 http://ferenc.andrasek.hu

vezeti vissza a fizikai jellemzôk jelentését, és elveti a spe-
kulatív definíciók használatát. A fizika idôfogalmáról
címû részben külön foglalkozik ezzel a kérdéssel: „Vala-
mely fogalom a fizikus számára csak akkor létezik, ha
megvan annak a lehetôsége, hogy adott esetben megálla-
píthassuk, vajon helyes-e a fogalom, vagy sem. Tehát az
egyidejûségnek olyan definíciója szükséges, hogy vele
egyszersmind módszer birtokába jussunk, amellyel a
jelen esetben kísérletileg dönthessük el, vajon a két vil-
lámcsapás egyidejûleg történt-e, vagy sem. Mindaddig,
míg ez a követelésünk nem teljesül, a fizikus (de a nem
fizikus is!) csalódik, ha azt hiszi, hogy az egyidejûség
állításának értelmet tulajdoníthat (mindaddig, míg ez
meggyôzôdéseddé nem vált, kedves olvasóm, ne haladj
tovább).”14 Novobátzky Károly külön felhívja a figyelmet:
„Einstein határozottan kiemeli, hogy egy definíció a fizi-
kus számára értéktelen, ha nem vagyunk olyan módszer
birtokában, amellyel a definícióból eredô folyományokat
kísérletileg ellenôrizhetjük.” Nem azt mondja Einstein és
Novobátzky Károly, hogy csak addig, vagy csak ott és
akkor van egy merev test tömegközéppontjának helye és
sebessége valamely koordináta-rendszerben, ha épp
akkor mérjük, és ha nem méri valaki, akkor nincs, hanem
hogy az igazolás vagy cáfolás módja és eredménye ad
igazságkritériumot és jelentést. Nincs ez ellentétben a
klasszikus fizika szemléletmódjával, de ott talán kevésbé
fogalmazódott meg ilyen világosan. Hogy mennyire nem
áll távol a relativitáselmélettôl a szemantika gondolkozás-
módja, mutatja az is, hogy Einstein könyvében a szeman-
tika egyik alapfogalmával, az igazsággal is foglalkozik,
sôt azzal kezdi a nagyközönségnek szánt könyvét, mi-
képp értelmezhetô a geometriai tételek igazsága.

Ha igaz, ahogy én látom, hogy a relativitáselméletben
használt fizikai jellemzôk mind a logikai szintaxis, mind a
szemantika tekintetében eltérnek a klasszikus fizika fo-
galmaitól, akkor egy, a két elmélet lényegi azonosságát
kimutató érvelés nem lehet helyes, és E. Szabó László
ebben téved.

Excel-táblázatok mûködô modelljeiben összefoglaltam
az eddigieket, amely letölthetô az Internetrôl.15 Figyeljük
meg, hányféle idôt használunk, érzékelünk avagy látunk,
miközben tanulmányozzuk a modellt. Lehetne-e a világ
olyan, ahogy a klasszikus fizika írja le? Igen, ha létezne
végtelen gyors távolhatás és információátadás. Milyen szer-
kezetû a tér–idô, kontinuum sûrûségû, melynek leírásához
a valós számokra van szükségünk, vagy atomos szerkeze-
tû? Einstein válasza egyértelmûen az elôbbi. Ha mégis föl-
tételezzük, hogy a tér és idô atomos szerkezetû – azaz a
leírásához elegendô lenne a diszkrét matematika, és a va-
lós számok használata csak az egyszerû tárgyalásmód kö-
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vetkezménye –, akkor abból érdekes dolgok következnek.
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Egy Zénon-aporián alapuló érveléssel kimutatható, hogy a
véges felbontású tér–idô felfogásból bizonyos kiegészítô
feltevéssel a sebesség felsô határértéke következik.

Tegyük fel, hogy m tömegpont egyenes vonal mentén
A pontból B pontba halad t1 idôpontban indulva és t2 idô-
pontban megérkezve. Természetes az a föltevés, hogy
eközben minden idôpontban van valahol, és minden idô-
pontban egy és csak egy helyen van. Fordítva is igaz, ha a
pont valahol tartózkodik, akkor ahhoz tartozik egy idô-
pont. A vonal pontjai melyen a pont áthalad, sorba rende-
zettek olyan módon, hogy bármely két különbözô hely
közül el tudjuk dönteni, hogy melyik van közelebb a B
ponthoz. A P pont mozgása során minden helyet érint A
és B között, egyet sem hagy ki vagy ugrik át. A következô
feltevés azonban már vitatható. A pont folyamatosan
halad elôre, tehát ha x idôpont késôbbi, mint t1, akkor a
pont x -hez tartozó helye közelebb van B -hez, mint a ko-
rábbi idôpontban lévô helye. Ebbôl az következik, hogy a
pont miközben halad, folyamatosan mozog bármely t1 és

t2 közé esô két idôpontban – t1-et és t2-t is beleértve.
Amennyiben két idôpont nem azonos, akkor a pont hozzá
tartozó két helye is különbözik. Ha most feltételezzük,
hogy a tér és az idô is atomos szerkezetû, akkor a pont t1
és t2 közötti idôtartam alatt csak véges sok idôpont–hely
koordinátaponton halad át. Belátható, hogy ebben az
esetben csak egyetlen sebességgel haladhat a pont, és az
éppen a legrövidebb hossz és idôtartam által meghatáro-
zott maximális sebesség lesz. Tegyük fel ugyanis, hogy
egy idôatom alatt a pont kettô vagy több tératomot halad
elôre. Mivel feltételeztük, hogy a pont nem hagy ki helyet,
és mindig van valahol, diszkrét idôskála alapján nem tud-
hatjuk, hogy hol van a pont, ha egyszerre több tératomot
halad egy idôatom alatt. Valahol lennie kell, de feltételez-
tük, hogy egyszerre több helyen nem lehet. Ez viszont
ellentmond annak, hogy egy idôatom alatt több tératomot
halad. Amennyiben viszont a pont lassabban halad, mint a
maximális sebesség, akkor némelyik két szomszédos idô-
ponthoz egyazon hely tartozik, ami viszont a folyamatos
haladás kikötését sérti meg. Ha ezt elvetjük, akkor a las-
sabb sebességeknek a pont szaggatott elôrehaladása, majd
a sebességtôl függôen hosszabb-rövidebb ideig való egy-
helyben maradása fog megfelelni.16 Ekkor a pont ilyen
sajátos, szaggatott módon a maximális sebességgel, vagy
annál lassabban haladhat. A helyet nem determinisztikus
jellemzôként, hanem valószínûségi eloszlásfüggvényként
értelmezve talán a folyamatos haladásnak is tulajdonítha-
tunk értelmet ebben a diszkrét világban.

András Ferenc
ferenc@andrasek.hu

16 A gondolat kiinduló pontja: Ruzsa Imre, A matematika néhány
filozófiai problémájáról, Tankönyvkiadó, Budapest, 1966, 65–66 o.

A BME KÉMIAI FIZIKA TANSZÉKÉNEK HELYZETE

A Budapesti Mûszaki Gazdasági és Egyetem Kémiai Fizi-
ka Tanszék oktatói évtizedek óta oktatják a fizikát a Ve-
gyészmérnöki Karon. Kutatási területünk a nemlineáris
dinamika és termodinamika. Most a Fizika Intézet igazga-
tója szeretné felszámolni tanszékünket.

Az ezzel kapcsolatos részletekrôl, fejleményekrôl hon-
lapunkon, a http://www.fke.bme.hu címen tájékoztatást

adunk. Ugyanott található egy Petíció is, amelyet eddig
több mint 800-an írtak alá: http://www.petitiononline.
com/kemfizpe/petition.html

Köszönetünket fejezzük ki azon kollégáknak, akik már
aláírták a Petíció t. Egyúttal várjuk a további támogatásokat.

Noszticzius Zoltán tanszékvezetô
Farkas Henrik † tanszékvezetô-helyettes

KITÜNTETÉS AUGUSZTUS 20. ALKALMÁBÓL
A Magyar Tudományos Akadémia elnökének elôterjesztésére augusztus 20-a, Államalapító
Szent István Király ünnepe alkalmából a Sólyom László, Magyar Köztársaság elnöke KARDON
BÉLÁ-nak, a fizikai tudomány doktorának, az MTA Titkársága Nemzetközi Tudományos Kapcso-
latok Fôosztálya nyugállományú fôosztályvezetôjének aMagyar Köztársasági Érdemrend lovag-
keresztjé t adományozta, négy évtizedes kutatói munkássága, valamint a Magyar Tudományos
Akadémia nemzetközi tudományos kapcsolatainak kialakítása és szervezése érdekében végzett
tevékenysége elismeréseként. (MTA hírek)
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