A LAGRANGE-MECHANIKA ALAPJAI

Azzal a célkitlizéssel, hogy a manapsag tanitott analizis és
linedris algebra nyelvezetét 6sszhangba hozzuk a mecha-
nikdban még ma is hasznalatos fogalmakkal és jelolések-
kel, jelen tanulmany keretében a Lagrange-mechanika
newtoni megalapozdsit vessziik nagyitd ala. Ehhez els6-
ként a régi és a jelenlegi matematika néhiny fogalmat
kell tisztaznunk.

Matematikai fogalmak
Halmazok és fiiggvények

A modern matematika alapjat a logika és a halmazelmélet
adja. A halmazelmélet szerepe kettGs. Egyrészt axiomai
biztositjak a legfontosabb objektumoknak, azaz a termé-
szetes (N) és valos (R) szamok halmazanak létezését,
masrészt eszkozeivel lehetévé teszi a matematika szinte
minden dginak a halmazelméleten beliili megfogalmaza-
sat. Az egzaktsag érdekében ezen eszkozoknek egy igen
szik részét mi is hasznalni fogjuk. A logikai eszkozok
kozil a kvantorokat: V' barmely” és 3 ,létezik olyan”,
tovabbd a :=  legyen egyenlG” definiald egyenlGséget.
A halmazokat megadhatjuk az elemeinek felsorolasaval
(A4:=1{1, 2, ..., n}), vagy egy adott A halmaz egy részhal-
mazat (<) képezhetjik valamilyen 7'tulajdonsiggal: B :=
{xe A | T(x)} Itt Bazokat az A-beli elemeket tartalmaz-
za, amelyekre 7 teljesil. Ha A és B halmazok, akkor
Ax B-vel jeloljuk a direktszorzatukat, vagyis az (a,b)
parok Osszességét (itt ae A és be Bértelemszerden). To-
vabba A" jelolje az AXAX... XA (n-szer) halmazt, vagyis
az A elemeibdl képzett rendezett n-esek Osszességét. Ha
A és B halmazok, akkor egy olyan f fliggvényt, amely
A-bol B-be képez f: A~ B-vel jeloljik. Ekkor fértelme-
z€si tartomdnya (Domy) része A-nak, és értékkészlete
Ranf) része B-nek. Ha Domf = A4, akkor / megadisakor
az f: A — Bjelolést haszndljuk. Ezekkel a jelolésekkel a
szokasos értelemben bevezethets az egyvaltozos (R — R)
és a tobbvaltozos (R" = R) fliggvények folytonossiga, dif-
ferencialhatosiga és folytonosan differencidlhatosiga (ez
utobbi azt jelenti, hogy a derivalt fliggvény is folytonos, és
ha van perem, akkor arra folytonosan kiterjeszthet®).

A linedris algebra alapfogalmai

Az R” tér elemei vektorok, melyeket 6ssze tudunk adni,
valos szammal meg tudunk szorozni, tovabba két vektort
egymissal skaldrisan 6ssze tudunk szorozni. Altaliban
egy olyan halmazt, amelyben értelmes ez a harom mtve-
let, €s ugyanazok a muveleti tulajdonsigai, mint R"-ben,
valos euklideszi vektortérnek neveziink. Az a,, a,, ..., a,
vektorok linedris kombindciéjan a o,a, +oLa,+... +oa,
vektort értjlik, ahol ok valos szamok. Az a,, a,, ..., a,
vektorokat linedrisan figgetlennek nevezziik, ha egyik
sem fejezhetS ki a tobbi linedris kombindcidjaként.
R"ben legfeljebb 7 darab linedrisan fliggetlen vektor
adhato meg, és ekkor ezek mar linearis kombinaciokkal
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eldallitjiak a tér 6sszes vektorat. Ilyenkor nevezzik az a,,
a,, ..., a, vektorokat bazisnak. Egy bazis elemeinek a
szama — akdrhogyan valasztjuk is meg azokat — mindig
ugyanaz. Ezt a szamot nevezzik a tér dimenzidjanak
(azaz dimR” = n). Egy adott a,, a,, ..., a, bazisban tehat
elG lehet allitani a tér Osszes v vektorat, azaz a tér minden
vektorahoz hozzarendelheté egy (o, 0, ..., O,) szim
n-es, melyre

n
v=Y oa,.

J=1

Ezt a hozzarendelést nevezziik az adott bazisbeli repre-
zentacionak. Egy A < R” halmazt altérnek neveziink, ha
Vabe AésV o, e Resetén aa+fb e A. Példiul
R3-ben altereket képeznek az origot tartalmazo sikok és
egyenesek. Nyilvin R” minden altere maga is valos euk-
lideszi tér, és két altér metszete szintén altér lesz. Egy A
altér ortogondlis kiegészitGjének az A altér Osszes vek-
tordra merdleges vektorok halmazit nevezziik, és A™-sel
jeloljiik, azaz A" :=fae R" | V b e A esetén ab = 0}. Pél-
daul egy origot tartalmazo sik ortogonilis kiegészitGje
az origot tartalmazo a sikra meréleges egyenes. Kony-
nyen belithat6, hogy A" is altér, és hogy A-nak egy ba-
zisa és A-nek egy bazisa egyiittesen az R” tér egy bazi-
sit adja, azaz dimA+dimA" = n. Ha A altér, akkor min-
den vektor egyértelmten elGall egy A-beli és egy A*-be-
li vektor Osszegeként. Az elébbit nevezzikk az adott
vektor A-ra vett merdSleges vetiiletének, az utobbit az
A*-re vett merSleges vetiiletének.

A differencial értelmezése

A manapsag tanitott standard analizisben mar nem tan-
anyag a differencialok azon klasszikus értelmezése, ame-
lyekre a klasszikus fizika és els6sorban a mechanika sok
fejezete épul. Ezért itt azok jelentését roviden targyaljuk.
ElGszor is tekintsiink egy /: R =R a € R-ben differencial-
hato fuggvényt. Az f grafjahoz az (a, f(a)) pontban meg-
rajzolhatjuk az érint6t. Ezt az egyenest az origbba tolva
kapjuk azt az egyenest, amelyet az f fliggvény a pontbeli
differencidljinak nevezzik, azaz az y = f’(a) x egyenletd
egyenest. Ezt az egyenest egy flggvénnyel is leirhatjuk.
Jelolje ezt a fliggvényt df(a), és a valtozoja legyen b,
vagyis df(a)(h) = (@) h. A g(x) = x identitastiiggvény
deriviltja 1. Igy ha ezt a fiiggvényt g helyett x-szel je-
loljik, akkor a differencial el6bbi értelmében dx(h) = b.
Ezzel viszont az f figgvény a-beli differencialja atirhato:
df(a)(h) = f'(a)dx(h), vagy elhagyva a valtozokat
df(a) = f'(a) dx, még klasszikusabban df(x) = f’(x) dx.
Az utébbi jelolésnél viszont észben kell tartanunk, hogy
x egyrészt jelol egy olyan pontot, ahol f derivalhato, és
jeloli az identitasfuggvényt is. Konnyen meggondolhato,
hogy a derivilison keresztil a differencial megorokli a
miveleti tulajdonsdgokat, st értelmet kap az f'(x) =
df(x)/dx jelolés, és ezaltal pedig a Leibniz-szabaly és a
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lancszabily klasszikusan felirt formulaja is. Tobbvaltozos
figgvény esetén a differencialt érinté terekkel (a grafot
érintG alterekkel) értelmezziik. Legyen f: R” = R differen-
cialhat6 valamilyen x € R” pontban. Ekkor az (x, f(x))
ponthoz tartozo érint§ alteret (2 = 2 esetén érintd sikot)
eltolva az origdba kapjuk azt az alteret, amelyet most dif-
ferencidlnak neveziink. Ennek az altérnek az egyenletét a
df (x) fiiggvénnyel irjuk le, ahol

RElES
5 b

dfx0 () = af;;") b+ aJ; % g

1
Annak igazolasat, hogy a dfix) figgvénynek a grifja va-
loban a keresett altér, az olvasora bizzuk. Ha x;-vel jelol-
juk az i-edik valtozo6 identitasfiiggvényét (azaz x;(a) =
a,), akkor a fenti értelemben — mivel az x; fliggvény deri-
valtja az i-edik koordinatiban 1, a tobbiben 0 — egysze-
rden képezhetjik az x; fliggvény differencialjat: dx,(h) =
b,. Mindezek értelmében a fenti fliggvényt valtozok nél-
kil felirhatjuk

I® L U® Y
P dx, . dx, + ... 3 dx, .

1

afx) =

2 'Xn

A megfelel6 meggondoldsokkal a differencial most is
megorokli a derivalas muveleti tulajdonsagait.

A Lagrange-mechanika axiomai

Vizsgaljunk inerciarendszerbdl egy Nanyagi pontbol allo
mechanikai rendszert. Legyenek a koordinitik r, @,
.., ™V és a tomegek mY, m?, ..., m"™. Vezessiik be a

szokasos atkoordinatazast

X = (x], Xy Xy Xy Xy Xy vy Xy Xy gy xsw)
S — —_— —
r(l) 1.(2) r(;\’)
€s
mx = (m X, m,x, ..., M X,),

ahol m, = m, = my = m™", m, = my = my = m? stb. Keres-
stk a mozgas idejének J < R intervallumat és a mozgas
palyajat leird x : 9 —> R*V kétszer folytonosan differencial-
hato fuggvényt. Ezt a fliggvényt a tovabbiakban a vilto-
z6javal egyttt x(1)-vel jeloljuk.

Fizikai ismereteink

El6szor is ismertnek tekintjiikk a kezdeti feltételeket, azaz
a t = 0 id6pillanathoz tartozo helyeket és sebességeket.
Adottnak tekintjiik a szabadercket, azaz egy F : R*¥*!
R* fiiggvényt, amelyrdl feltessziik, hogy folytonos, és
DomF nyilt halmaz. Tovabba ismertnek tételezzik fel a
kényszerfeltételeket leir6 egyenleteket, azaz egy 0 < k <

3Negész szamot, és V i€ {1, 2, ..., k} esetén a
3N
Yy a,(x, 1) dx;+ b(x, D) dt = 0 €))
j=1

PAPP TIBOR: A LAGRANGE-MECHANIKA ALAPJAI

egyenleteket, ahol @, : R***! — R és b,: R***! — R folytonos
fuggvények. Normailis (holondm) esetben a fenti egyen-
letek helyett az fi(x,t) = 0 egyenletekkel irjuk le a kény-
szerfeltételeket, ahol f;: R*¥*! — R folytonosan differenci-
alhato fuggvény. Kozvetlen geometriai jelentése csak
ezeknek van. A fent megadott egyenletekre Ggy kell gon-
dolni, mint a geometriai jelentést hordozé kényszerfelté-
telek differencialjaira.

A konfigurdcios tér

Az altalanos eset targyalasa elétt tekintsiik a legegysze-
ribb esetet. Legyen N = 1, és legyen egyetlen holonom
kényszer, azaz adott az f(x,t) = 0 egyenlet. Ez az egyen-
let minden ¢ id6pillanatban egy feliiletet ir le a 3-dimen-
zi6s térben, amelyet kényszerfeliiletnek neveziink. Rog-
zitstink most egy ¢ id6pillanatot! A kényszerfeliilet ehhez
a rogzitett iddpillanathoz tartozo alakjanak adott x pont-
hoz tartoz6 érinté sikjat toljuk el az origoba! A kapott
sikot (pontosabban alteret) az adott x helyhez és ¢ id6pil-
lanathoz tartoz6é konfiguracios térnek nevezzik. Ennek
jele Konf(x,#). Konnyd belatni, hogy a Konf(x,#) stknak
(altérnek) az egyenlete differencidlisan

af(x,1) dx, + af(x,1) dr + of(x,1) dx, = 0
X 2 ox. : '

ox, 2 A
—_—— —_— —_—
a,(x,1) a,(x,1) a,(x,1)

Hagyomany szerint a Konf(x,?) sik elemeit virtudlis el-
mozduldsoknak nevezzik, és 0x-szel jeldljik. Vagyis
dx-ek azok a vektorok, amelyeknek a komponenseit ha
beirjuk a dx,, dx,, dx, differencidlok helyére, akkora 0 =
0 azonossidgot kapjuk. Ezek alapjin mar felirhatjuk
Konf(x,t) egzakt definicidjat is. Ehhez vezessiik be az
ax,t) = (a,(x,1),a,(X,1),a,(X,1)) jelolést:

Konf(x,1) := {Sx e R ax,n)8x = 0}.

Ebbdl viszont lathato, hogy az a(x,#) vektor meréleges a
Konf(x,) sikra, azaz a(x,1) € Konf(x,1)". Még egy dol-
got hangsilyoznunk kell. Azzal a feltevéssel éltink, hogy
az adott id6ben és helyen létezik az f térbeli alakjanak
érints sikja, vagyis azt tettiik fel, hogy dimKonf(x,?) = 2,
és jogos az a kovetelmény is, hogy ez minden helyen
és id6ben igaz legyen. Vagyis itt egy — a kényszerfelté-
teleket megszorité — feltevésrSl van sz0, amelynek a
teljestilését a fizikai valosag koveteli meg. Ezek alapjan
mir konnyen megfogalmazhatjuk a megfelel fogalma-
kat és feltevéseket az altaldnos esetben is. Ehhez mar
csak azt kell végiggondolni, hogy tobb kényszerfeltétel
esetén adott helyen és idében mindegyiknek kiilon-
kulon vehetjuk az érint§ terét, ezeket eltolhatjuk az
origdba, igy annyi alteret kapunk, ahiny kényszerfelté-
tel van, a konfiguricios tér pedig ezeknek az alterek-
nek a metszete lesz (azaz csak olyan virtualis elmozdu-
lasokat engediink meg, amelyek mindegyik kényszer-
feltételnek eleget tesznek). Igy most mar egzaktul defi-
nidlhatjuk az (1) egyenletek altal meghatarozott konfi-
guracios teret. Ehhez vezessik be az &, := {1, 2, ..., &k}
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halmazt, és V i € N, esetén az a, := (a;, dy, ..., d;y)
vektort, ahol az (1)-ben meghatarozottak szerint a,:
R — R¥* folytonos.

Konf(x,t) := {dx € R Vie N, esetén
, . ai(X,t) dx =0

Elszakadva mindenfajta geometriai szemléltetéstsl, azt
hogy Konf(x,#) minden helyen és idSben altere lesz
R*-nek, onnan tudjuk, hogy Konf(x,1)-t egy k egyen-
letbdl 4ll6 3N ismeretlenes (k < 3N) homogén linedris
egyenletrendszer megoldasai adjak, melyek alteret al-
kotnak R*™-ben. A Konf(x,) altér dimenzidja nyilvin
helyrél-helyre és id6rél-idSre valtozhat. Tovabba az is
vilagos, hogy ez az altér legalabb 3N- /% dimenzi6ja,
hiszen ebbdl a k szama egyenletbdl, ha adott helyen és
idében 0 < /< kszama fuggetlen, akkor a konfiguracios
tér 3N—/ dimenzi6s. Fizikailag azonban fontos — mint
azt a fenti szemléltetésben lattuk — hogy a konfigura-
cios tér minden helyen és idében azonos dimenzi6ja
legyen, azaz:

Konfigurdcios elv: Megkoveteljik, hogy minden helyen
és idében a konfiguricios tér 3N-k dimenzios legyen,
azazV x e R*™ésV re Resetén

dimKonf(x,t) = 3N- k.

Nyilvan azért a 3N- k dimenziot koveteljik meg, és nem
tobbet, mert foloslegesek az 6sszefliggs egyenletek. Mint
aztlattuk, Vxe R*VésV re Resetén V ie Nraa(x,t) €
Konf(x,t)". A konfiguricios elv tulajdonképpen azzal ek-
vivalens, hogy minden helyen és id6ben ezek az a,(x,1),
a,(x,1), ..., a, (x,1) vektorok a Konf(x,H)" altér bazisit
képezik. S6t a konfiguricios elvbdl az is kovetkezik (il-
letve azzal is ekvivalens), hogy az eredeti (1) egyenlet-
rendszer minden helyen és idSben fiiggetlen egyenletek-
bél all. A 3N- kszam a konfiguracios elv miatt kitiintetett
szerepet kap, hiszen ez a szim mutatja meg, hogy hany
figgetlen irinyban torténhetnek virtualis elmozdulasok.
Eppen ezért ezt a szamot a rendszer szabadsagi fokdnak
nevezziik és f-fel jeloljuk: f:= 3N— k.

A kényszerfeltételek és az x(1) palya

Az N = 1-hez kotott el6z6 pontban targyalt specidlis eset-
bdl azt is végiggondolhatjuk, hogy az anyagi pontnak az
J&x,1) = 0 egyenletd feliilleten kell mozognia. Vagyis a
keresett x(¢) palyanak V t e Jesetén ki kell elégitenie ezt
az egyenletet, azaz V 1 € J esetén f(x(1),1) = 0. Véve
ennek az idG szerinti teljes derivaltjat az

3
~ of(x(D), D) . dfx(1), »)
) (t ’ =0
X 0Ty
egyenletet kapjuk. Ezt mar atfogalmazhatjuk az altalanos
esetre is.

Keényszerelv: Megkoveteljik, hogy a keresett x(#) palya
kielégitse a kényszerfeltételeket, azaz V te 9és V ie N,
esetén
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3N
Yy a,(x(D),1) % (D) + b(x(1),1) = 0.
j=1
Itta V i € W\, feltételt azért kotottik ki, mert csak olyan
megoldast kerestink, amely az 6sszes kényszerfeltételnek
eleget tesz. Ez a kovetelmény k egyenletet jelent a kere-
sett x(¢) 3N ismeretlenére.

Tovabbi egyenletek meghatirozasihoz Gjabb feltevé-
sek sziikségesek. Most mutatunk két ekvivalens feltevés-
rendszert. Az egyiket Newton-féle szemléletnek, a masi-
kat D’Alembert-féle szemléletnek nevezzik. Mindkét
szemlélet felteszi a kényszernek, azaz olyan erének a
létét, amely az anyagi pontokat a ,kényszerfeliileten tart-
ja”. Hogy pontosan mit is jelent ez a mondat, azt az egyes
szemléletek rogzitik.

A Newton-féle szemlélet

A newtoni szemlélet Ggy kozeliti meg a kényszer fogal-
mat, hogy — mivel a pontrendszernek a kényszerfeliileten
kell maradnia, azért — a keresett palya mentén a kényszer-
nek ki kell oltania a szabaderének a kényszerfeliiletre me-
réleges komponensét. Persze az (1) egyenletekbdl a kény-
szerfeltlet altalaban meghatarozhatatlan (ez csak holo-
noém esetben lehetséges), annyit azonban biztosan tu-
dunk, hogy a kényszernek a keresett palya mentén merG-
legesnek kell lennie a kényszerfeliletre. Ezt viszont ki
tudjuk fejezni a konfiguracios térrel is, hiszen a konfigura-
ci6s tér nem mas, mint az adott id6hoz és helyhez tartozo
érintd tere a kényszerfeliletnek, vagyis a kényszer akkor
merdleges a kényszerfeliiletre, ha meréleges a konfigura-
cios térre. Vagyis a keresett palya mentén a kényszernek
merdlegesnek kell lennie a konfiguracios térre.

A virtualis munka elve: 3 K : R®*! » R¥ folytonos és
DomK = DomF fliggvény, amelyre a keresett x(#) palya
mentén V t€ Jés V dx € Konf(x(¥),t) esetén

K&, x(1), ) -dx = 0.

Ezek utdn a kényszerekkel kibévitve felirhatjuk a dinami-
ka alaptorvényét:

A dinamika alaptérvénye: A keresett x(#) palya mentén
V 1€ Jesetén

Fx(),x(0), H) + Kx(), x(D), ) = mX(®@).

Ezek a feltevések mar elegendSek ahhoz, hogy meghata-
rozhassuk a keresett x(¢#) palyat. Ennek igazoldsa el6tt
azonban vizsgaljuk meg a masik szemléletet.

A D’Alembert-féle szemlélet

Az, hogy a keresett palya mentén a kényszer kioltja a
szabader6 kényszerfeliiletre merdleges komponensét,
ugy is megfogalmazhato, hogy a szabaderének a konfi-
gurdcios tér ortogonalis kiegészitGjére vett merdleges
vetiillete a kényszer ellentettjét adja. A D’Alembert-féle
szemlélet attol valt a Newton-féle szemlélettdl fiiggetlen-
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né, hogy a keresett palya mentén a -mX-ot is szabad-
erének tekinti. Ha A < R*" altér, akkor jeldlje @, az A al-
térre merdlegesen vetité operatort. Ekkor a fenti gondo-
lat mindent egybevetve igy irhato:

A D'Alembert-elv: A K : RV R folytonos és DomK =
DomF flggvény, amelyre a keresett x(#) palya mentén V
1€ Jesetén

Py o [ F XD, XD, D) - m%(D)] = -K&(D), %(D), D).

A kovetkezd egyenlet azt fejezi ki, hogy a bdévitett sza-
bader6 a keresett palya mentén merdleges a konfigura-
cios térre. Ez a feltevés azért sziikséges, mert ennyi kell
minimalisan ahhoz, hogy a két szemlélet ekvivalens le-
gyen, és a hagyomany szerint is ez a D’Alembert-elvek
kanonikus alakja.

A D’Alembert-egyenlet: A keresett x(1) pilya mentén V ¢
€ JésV dx € Konf(x(1),!) esetén

[F(x(D), %(D), D) - mX(D)] -8x = 0.

A szemléletek ekvivalencidja

A szemléletekben megfogalmazottak feltevések a kere-
sett x(¢) palyarol, vagyis az ekvivalenciat is a keresett
palya mentén kell igazolni. Igy az alibbi igazolisoknal
tartsuk ezt észben, és akkor nem kell kiirni a fliggveé-
nyek valtozoit.

Newtontol D’Alembert-ig. A dinamika alaptorvényét
atalakithatjuk: F+K—-mX = 0. Megszorozva ezt az
egyenletet dx-szel és felhasznilva a virtudlis munka el-
vét, miszerint K&x = 0, megkapjuk a D’Alembert-egyen-
letet. Vagyis az F— mX benne van a konfigurdcios tér
ortogondlis kiegészitGjében, azaz erre a térre vett merdle-
ges vetiilete bnmagat adja, és tudjuk, hogy F— mx = -K,
azaz igaz a D’Alembert-elv.

D’Alembert-t6] Newtonig. A D’Alembert-egyenlet sze-
rint az F— mX vektor benne van a konfiguricios tér orto-
gondlis kiegészitGjében, vagyis az erre a térre vett meré-
leges vetiilete dbnmagat adja, igy felhasznilva a D’Alem-
bert-elvet az F— mX = —K egyenletet, vagyis a dinamika

alaptorvényét kapjuk. Ha ezt az egyenletet megszorozzuk
Ox-szel, akkor a D’Alembert-egyenletet felhasznalva ado-
dik, hogy K&x = 0, vagyis igaz a virtudlis munka elve is.

Az els6faji mozgasegyenletek

Most megmutatjuk, hogyan lehet elGallitani a keresett
palyat az el6z6 feltevésekbdl. Hasznaljuk a Newton-féle
szemléletet! Tudjuk, hogy 1étezik a K kényszer, és a kere-
sett palya mentén benne van a konfiguricios tér ortogo-
nalis kiegészitGjében. Azt is lattuk A konfigurdcios tér
alfejezetben, hogy az a,, a,, ..., a, vektorok bazisat adjak
ennek a térnek minden helyen és idében (a konfigura-
cios elv miatt), igy a keresett palya mentén K reprezen-
talhato ebben a bazisban, vagyis a keresett palya mentén
K = A a,+A,a,+...+A,a, Ezt viszont be lehet tenni a
dinamika alaptorvényébe, vagyis tudjuk, hogy a keresett
palya mentén fennall az

+A,a

pd, = mXx

F+Aa +Xa, +.. mx
egyenlet. Ez 3N egyenletet jelent 3N+ k ismeretlenre, hi-
szen a Ay, Ay, ..., A, Ggynevezett Lagrange-multiplikato-
rok is ismeretlenek. Ugyanakkor a kényszerelv még biz-
tosit szamunkra k egyenletet, tehat dsszesen van 3N+ k
egyenletiink, vagyis a probléma elvben megoldhato.
Hangsulyozzuk viszont, hogy feltevéseink nem teljesek
abban az értelemben, hogy nem biztositjdk egyértelmi
megoldas létezését, ,csak” annyit tesznek lehetévé sza-
munkra, hogy megoldisi modszereket konstrualjunk.
Erre volt példa a most felirt 3N+ k egyenlet.

Irodalom

MATOLCSI TAMAS: Analizis I. — ELTE Eo6tvos Kiadd, Budapest, 1999

MaTOLCSI TAMAS: Analizis II. — ELTE Eo6tvos Kiadd, Budapest, 1999

CsASZAR AKOs: Valds analizis I. — Nemzeti Tankonyvkiado, Budapest,
1999

ABONYI IVAN, NAGY TIBOR: Elméleti fizika — Tankonyvkiadd, Budapest,
1980

V.I. ARNOLD: A mechanika matematikai modszerei — Miszaki Konyvki-
ado, Budapest, 1985

BUDO AGOSTON: Mechanika — Tankonyvkiadé, Budapest, 1952

NAGY KAROLY: Elméleti mechanika — Nemzeti Tankonyvkiado, Buda-
pest, 1993

FIATAL CSILLAGOK ES KORNYEZETUK KOLCSONHATASALI

A csillagok életutjat és a fejlédésiik kilonbo6z6 szakaszai-
ban megfigyelhetS tulajdonsigaikat egyértelmien meg-
hatdrozza a tomeglk. A legfiatalabb csillagok kivételek.
Fejlédéstik kezdeti szakaszaiban a csillagok még nagyon
szoros kapcsolatban vannak azzal a csillagkozi felhével,

A cikkben ismertetett kutatdsokat az OTKA T34584 és T49082 sz. palya-
zatai timogatjak.

KUN MARIA: FIATAL CSILLAGOK ES KORNYEZETUK KOLCSONHATASAI

Kun Méria
MTA Konkoly Thege Miklés Csillagaszati Kutatéintézete

amelyben sziilettek. MegfigyelhetS tulajdonsagaik jelen-
tGs része a kornyezet fizikai allapotat, valamint a csillag
és kornyezete kolcsonhatisait tikrozi, nem a sziletd
csillag tomegeét és korat. Azt varhatjuk, hogy a kilonb6zé
csillagkeletkezési régidkban felting kiilonbségeket tala-
lunk az azonos tomegd és kora csillagok megfigyelhetd
tulajdonsagaiban. Ebben a cikkben ezekre a kiilonbsé-

gekre mutatok be néhany példat.
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