Végezetil remélem, hogy e példa betekintést nyijt a
mikro-ionnyalabos analitikai modszerek sokrétd felhasz-
nélasaba, napjainkban szemléltetve azok szerepét.
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MAGNESES INGAK KISERLETI TANULMANYOZASA

Kaotikussd valé mechanikai sikmozgis egy példaja

A kaotikus mozgis lehetGségét elGszor Henri Poincaré
fogalmazta meg, mig a surlodisos rendszerbeli kaotikus
attraktorhoz kapcsolodo viselkedést el6szor Edward N.
Lorenz meteorologus irta le [1, 2]. Arra a kérdésre, hogy
mi is a kdosz, a kovetkez§ valaszt adhatjuk: a kdosz nem
rendetlenség, hanem egy mozgastipus, egyszerd rendsze-
rek bonyolult idébeli viselkedése [3]. Mig a szabilyos
mozgast a periodikussig vagy ismétl6dd jelleg, elGreje-
lezhetSség (hossza tivon) jellemzi, a kaotikus mozgiasra
a szabdlytalansdg, elérejelezhetetlenség jellemzé [4].
Ennek kimutatasara vizsgaltam lézerdioda és fotopapir
segitségével egy erGsen nemlinearis rendszert, a magne-
ses kaotikus ingat. Kisérletileg megvizsgiltam az inga
kvaziperiodikus és kaotikus viselkedését is, majd ered-
ményeimet szamitogépes szimulacioval ellendriztem.

A rendszer leirasa

Kozismert a matematikai ingat megkozelité fonalinga
periodikus mozgasa, amelynek periddusa csak a szil
hosszatol és a graviticids gyorsuldstol fiigg. Készitstink
most egy vastesttel rendelkezd, hossza szala fonalingat,
és tegytink aldja két magnest ugy, hogy ezek kozel legye-
nek a vasdarabhoz, de ne érhessenek hozza [5], és ko-
zéppontjaik egymastol d tivolsigra legyenek, valamint az
inga nyugalmi helyzetben éppen a d tivolsig felénél
legyen, a két magnes kozott (1. dbra)!

A mignesek hatdsa miatt ingank szabad lengései annal
inkabb el fognak térni a fondlinga mozgasatol [6] minél
kozelebb van a két magnes a vastesthez. Meglepd azon-
ban az a tény, hogy ha a kis testet egy kritikus tavolsag-
nal kozelebb helyezzik a magnesek sikjahoz, azonos
kezdeti feltételek ellenére a rezgések idébeli lefolyasa
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kilonbozs, sét a tivolsagot tovabb csokkentve végiil
teljesen Ossze-vissza fog lengeni a test. Azonos kezdeti
feltételek alatt természetesen csak kozel azonosakat ér-
tink, mivel egy inditas feltételeit sosem lehet teljesen
pontosan megismételni a berendezés pontatlansiga mi-
att. (A jelen esetben két azonosnak mondott, egymis
utani inditds koordinatiinak egymastol legfeljebb =1
mme-rel valo eltérését jelentheti.) A jelenség magyarazata
a kovetkezS. A magnesek anndl erGsebben vonzzdk a
vastestet, minél kozelebb talilhatdéak hozza. A felléps
vonzoderdk a vas és magnes kozti tavolsagtol nemlineari-
san fiiggenek. Az ilyen rendszereket adott kezdeti alla-
potbdl inditva, azonos idGintervallumok eltelte utin, eré-
sen eltérd végallapotokban taldljuk, ugyanis a parinyi
kezdeti feltételkilonbségek a mozgas soran hamar és
nagymértékben elhatalmasodnak.

Megjegyzem, hogy mig a hirommagneses inga ismert,
tanulmanyozott modell [7], a kétméigneses ingat még nem
1. dbra. Magneses kaotikus inga mérési elrendezése: /=2 m, d = 0,14
m, a magnesek sugara 2,5 cm.

lezer
vasgyUrikkel
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a)

2. abra. Két jellegzetes palya képe: a) az ingatest magasabban van a
magnesek felett, b = 2,1 cm; b) az ingatest kozel van a magnesekhez
bh=1,45cm.

tanulmanyoztak az altalam ismert irodalomban, tovabba
az alabbiakban leirt mérési modszer sem szerepel a szak-
irodalomban.

A fonal hosszat kisérleteim soran valtoztattam, s ezzel
az 1. abran b-val jelolt tavolsagot is: ez a nyugalomban
levé inga és a fotopapir kozti tavolsig. Minél kisebb b
értéke (a lézer és a rajta levd vasgytrtk kozel vannak a
laphoz és ezzel a mignesekhez is), annil inkdbb erdso-
dik a magnesek hatdsa az ingara. Egy bizonyos b érték-
nél kisebb értékeknél az inganak két nyugalmi helyzete
kovetkezik be(!): majdnem a két magnes felett. (b na-
gyobb értékeire egy nyugalmi helyzet 4ll be: a magnesek
kozott). Kisérleteim soran b sokkal kisebb, mint [, ezért /
= 2 m, a kitérések pedig ehhez képest igen kicsik. Ennek
megfeleléen magnesek nélkil az inga lengéseinek frek-
vencidja (g/D"?*(2m)™" = 0,35 rezgés/s értékd.

Az inga palydjanak kirajzolasahoz a kisérletek alatt
lesotétitettem a szobat, és fotopapirt helyeztem a magne-
sek folé. Az inga fonalira erGsitett testként pedig egy
lézert haszniltam, melyre vasgytrtket htztam. A 1ézert
bekapcsolva és elengedve a mar kitéritett ingat, a lézer-
sugar ,rarajzolja” a fotopapirra az inga palyajat, a fekete-
dés pedig a sebességrdl ad értékes informaciot. Az inga-
test ,elengedése” az azt tartd cérnaszil elégetésével tor-
tént, s igy valamennyi mozgast kezdSsebesség nélkul,
kozel azonos koordindtikrol indithattam.

Egy id6 utdn, vagy a lengG lézer egyik magnes folott
bekovetkezd megillasa utin letakartam a fotopapirt, és
elGhivtam a képet. A 2.a és a 2.b abran két jellegzetes
palyat lathatunk.

Eredmények

Kvaziperiodikusnak nevezziik az inganak azt a fajta moz-
gasat, mely soran az inga mozgasaban, palyajiban nem
torténnek hirtelen er6s valtozasok, azaz az inga mozgasa
soran hasonl6 jellegi gorbék felett mozog, melyek csak
kicsit tolodnak el egymashoz viszonyitva. Meg kell je-
gyeznem, hogy a dolgozatom soran kvaziperiodikusnak
nevezett mozgasok a légellenallas miatt lényegében nem
teljesen kvaziperiodikusak. A kvaziperiodikus elnevezés
hasznalatat ezekre a mozgasokra egyrészt az egyszertsitG
jellegiikkel, masrészt pedig azzal indokolom, hogy a kva-
ziperiodikusnak nevezett mozgisok esetén viszonylag
rovidnek tekintem a megfigyelés idejét, és ekkor a 1ég-
ellenallas hatdsa nem tdl erds.

Kaotikusnak nevezzik az inganak azt a fajta mozgasit,
mely sordn az inga mozgasaban (palyajaban) hirtelen val-
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3. dbra. a) a 2.a dbran lathat6 kviaziperiodikus mozgas palyaja alapjan
készitett Poincaré-diagram (a feketedésértékek az y koordinatak szerint
abrazolva a visszatérési pontokban). b) a 2.b abrin lathato kaotikus
palyagorbe alapjan készitett Poincaré-diagram.

tozasok kovetkeznek be, €s az egyes palyaszakaszok nem
ismétlddnek. Az ilyen kaotikus mozgas végtelen sok ideig
tart, ha nincs kozegellenillasi er§ vagy valamely kulsG
kényszer, amelyik az ingat megallasra vagy periodikus
mozgas kovetésére készteti. A valosigban fellépé surlodas
miatt azonban tranziens (véges ideig tartd) kaoszrol be-
széliink, azt a pontot pedig, amelyikhez a kiilsé kényszer
miatt az inga tart, egyszerd attraktornak nevezziik [3].

Az emlitett fényképeket szkennerrel szamitogépre
vittem, és egy programmal egyes megjelolt kis pontok
feketedését mértem. Ekkor a palyagorbe egyes pontjai-
nak a lézer okozta feketedése egyenl§ az illetd pont és a
hattér feketedését jellemzé érték kiilonbségével. Nyilvan-
valo, hogy a 1ézer okozta feketedést jellemzé érték fordi-
tottan ardnyos az inga sebességének abszolut értékével
az adott pontban. Az inga impulzusa pedig egyenesen
aranyos az inga sebességével. Ha az inga impulzusat ab-
razoljuk a helykoordinata fliggvényében, fazistér-diagra-
mot kapunk, ez pedig visszavezethetd a feketedés (x, y)
koordinatdinak fliggvényében val6é abrazolasara. Kaoti-
kus viselkedéstd rendszerek abrazolasara nem a legalkal-
masabbak a hagyominyos kitérés—idS és sebesség—idG
grafikonok. Ezek helyett sokkal célszerGbb kitérés—se-
besség grafikonnal dolgozni. Ezek a hely- és sebességval-
tozok definialjak a fazisteret (egydimenzios esetben ez az
(x, v) sik lenne).

Fazisdiagramunk azonban ebben az esetben négydi-
menzio6s lenne. Ezért a Poincaré-diagramot [3, 8] hasznal-
juk, amely a fazistér egyféle metszete, és amely alatt egy
rendszer impulzusanak abrazolasat értjiikk a koordinatai
fuggvényében, egy meghatirozott feltétel bekovetkezé-
sekor. Nevezzik visszatérési pontnak azt a pontot,
amelyhez hazott érint6 parhuzamos az x tengellyel! Itt a
sebesség y iranyd komponense éppen nulla, tehat csak
az x irdnya sebességkomponens okozza a feketedést.
Vizsgaljuk tehat és dbrazoljuk az inga palyajanak vissza-
térési pontjaiban az inga impulzusat (amely a fentiek sze-
rint forditottan arinyos a feketedés mértékével: p ~ 1/fe-
ketedés) tetszdleges 1éptékd grafikonon az y koordinita
fuggvényében! Ekkor Poincaré-diagramot kapunk. Az y
koordinatdkhoz tartoz6 (programmal meghatirozott)
feketedésértékeket a 2.a dbrdn abrazoltam kvaziperiodi-
kus mozgis esetében. A megfeleld Poincaré-diagram a
3.a dbrdn lathat6.

A 3.a dbrdan levs grafikonon lathatd, hogy egyes
pontcsoportok egy-egy pont kortl sirtisddnek. Ennek az
a magyarazata, hogy kvaziperiodikus mozgis esetén az
inga palyaja csak kis eltolodast szenved, tehat az egyes
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a)

4. dabra. Kvaziperiodikus palyak fényképei. A magnesek kozéppontjat
fekete pontokkal jeloltem (a magnesek sugara 2,5 cm). Az inga indita-
sanak koordinatai: (x, y) = (5,5cm, 4 cm). a) h=255cm, b) h=24 cm,
) h=2cm,d) h=18cm.
gorberészek (egy keringésnek megfelel6 gorbék) csak
kissé tolodnak el, gyakran egybe is esnek egy-egy szaka-
szon, és sebességeik sem kiilonboznek erdsen.
Ugyanigy megvizsgaltam a kaotikus mozgast mutatd
2.b dbra palyajat. A megfelel6 Poincaré-diagram a 3.b
abran lathato. A grafikon also részén levs pontcsoportok
sokkal szétszortabbak, mint a 3.a dbrdn lithatd pontcso-
portok. Ezek a mozgis el6rejelezhetetlenségét, hirtelen,
nem virt valtozast fejeznek ki.

Tovabbi pélyak és a mozgas fliggése
az inga-magnes tavolsagtol

Most tekintsiik és értelmezzik A rendszer leirdsa cimd
részben leirt modon, a fotdpapir segitségével készitett
képeket! A kovetkezd képeken megfigyelhetjik, milyen
mozgast végez az inga a h magassig egyes értékei ese-
tén. A magnesek kozéppontjat a fotopapiron egy-egy
fekete ponttal jeloltem meg (ezeket, mivel a kisérletet
teljes sotétségbe kell végezni, a kisérlet sorin a magne-
sek kozéppontjaba elhelyezett, picit kiallo tikkel tudtam
rogziteni).

Megfigyelhets, hogy a 4. dbrdn lathatdé palyak
(4.a-d) kvaziperiodikusak. Ekkor az egyes palyaszaka-
szok nagyon hasonlitanak egymashoz, csupan kissé
eltolodnak egymashoz képest. A 4.a és 4.b dbrdn latha-
to6 palyak b nagyobb értékeire is hasonl6ak. Léteznek
igen jellegzetes alaka palyak, melyek b jol meghataro-
zott értékeire alakulnak ki. Ezekhez nagyon kozel all-
nak a 4.c és 4.d dbrdn lathatd palyik. Az egyes abra-
kon lathat6 palyak inditasanal csupan a h magassagér-
tékét valtoztattam. h csokkentésével a mozgas azonban
hamarosan kezd nem reprodukilhatova, majd teljesen
kaotikussa valik (5.a-d dabra). Az egyes palyaszakaszok
mar nem ismétlik egymast, az inganak pedig mar két
stabil fixpontja van a magnesek folott, és az origo insta-
billa valt. Ekkor a palyat kovetve gyakran nem vart val-
tozasokra, hirtelen attorésekre talalunk. Két kozel azo-
nos inditasa palya kezdetben hasonl6, majd egyre in-
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5. abra. Kaotikus palyik, az inditas feltételei ugyanazok, mint a 4. dbra
esetén, csupdn a b magassag értékét valtoztattam: a) h=1,7 cm, b) h ko-
zelit6leg 1,7 cm, mint az a) esetben. Latszik, hogy a palyak eleje hasonlo,
majd hamar teljesen kiilonbozévé valik. ) b= 1,45 cm, d) h=1,25 cm.
kabb kulonbozik egymastol (5.a és 5.b dbra). Ennek
oka, hogy a mozgas kaotikus, és az inditasi feltételek
azonossagat nem lehet végtelen pontossiaggal bedllitani.
Mirpedig a kaotikus mozgids palyai igen érzékenyek a
kezddfeltételekre. b= 1,25 cm-nél kisebb magassigérté-
kek esetén mar annyira erés a magnesek hatasa, hogy
elengedés vagy 1-2 lengés utin az inga nem tud elmoz-
dulni mar az egyik magnes folul.

Az allandosult kdosz megfigyelése érdekében gerjeszt-
juk az ingat (6. dbra). A gerjesztést egy kis motor segitsé-
gével oldottam meg, amely egy kar segitségével periodi-
kusan lengetett egy mdanyaglapot a hosszara merdleges
tengelye kortl, azaz az y tengely koril (hasonloan egy
mérleghintdhoz).

A gerjeszté mozgas frekvencidja nagysagrendben meg-
egyezett a kvaziperiodikus mozgas frekvenciajaval (=0,35

6. dbra. Gerjesztett kvaziperiodikus és kaotikus palyak. Az inditas felté-
telei ugyanazok, mint a 4. abra esetén, csupdn a b magassig értékét
valtoztattam, és gerjesztettem a mozgast. A kezdépillanatban a lap min-
dig vizszintes volt. a) b= 24 cm, b) h=21cm, ¢) h=1,7 cm, d) b ko-
zelit6leg 1,7 cm, a ©) esethez hasonldan. A kezdeti feltételek csupan a
berendezés pontatlansiga miatt kilonboztek kicsit a ¢) esettdl.

15



rezgés/s). Kaotikus moz- % 4,1-10" : R 3,610" EEN o 111074

gds esetén az inga igen k- L4010 351074 : S 8100 )

lonosen viselkedett. Egyes , : . N N 61004

. R gy” 3,9:107 | : 3,4-10" 4 K ’ K

id6pillanatokban igen erd- ; | i H 4100 /

sen megnovekedett a len- 3,810 331074 \ 2100

gési amplitaddja a ger- % 37107 L 32107 | P . | |

jesztés miatt, maskor vi- ) B . 200 -100,.406 | % 160 200
36107 311074 g ki R

szont nem mutatott amp- : ) v . Lidod Do

litadonovekedést. Ebben 35307 .- 36109 '.‘(;'106

; Amaths ileal T T T T T T T T YT

a folyamatban nem sike- 0™ 000 o0 00 S0 0 100 200 g

rilt semmilyen torvény- x X

szerlséget, periodicitast
talalnom. Az allandosult
kdosz tehat ugyanolyan
jellegl, mint a tranziens kdosz, csupan végtelen hossza
ideig tart. Azt is megfigyelhetjiik, példaul a 6.c és 6.d
abra esetében, hogy kozel azonos inditasa két palya is
igen hamar teljesen kiillonbozévé valik.

furkacioé pontja, ¢) b =20 mm.

A mozgas jellege és a potencidl kozti kapcsolat

Az inga viselkedésének jobb megértése érdekében tanul-
manyozzuk az inga potencidlis energiajat (V)! Tekintsiik
nulla szintnek a magnesek sikjat (merélegesen a gravita-
cios térre) és a magneses erGket k/7* alakGaknak (ahol r
az ingatest tivolsaga a magnestdl, kpedig a mignes erGs-
ségét jellemzi)! Feltételezziik, hogy az inga kitérései ki-
csik a szal hosszahoz képest €s igy az inga vizszintes sik-
ban mozog. Az ingit tehdt harmonikus oszcillatornak
tekinthetjiik (g/D"? frekvencidval. Ekkor az m tomegd
test helyzeti energidjat a
2 2

X2+ly +mgb—

Vix,y) = mg

2
(d+x +y2+]gz (@D)

Do

k

2
(d—x +y2+/9z

Osszefliggés adja meg, ahol g a nehézségi gyorsulas.

A 7. dabrdn az ingatest potencidlis energiajat abrazol-
jak. Ha b értéke nagy, a 7.a dabran lathato, jellegzetes
gorbe érvényes, amelyen egy potencidlvolgy talalhato
egy ,domindns” minimumponttal: ez az origdban talalha-
td. A magnesek hatdsa itt igen kicsi, mivel az inga magas-
saga a magnesek sikjahoz képest nagy. E minimumpont

! kértékét elére kimért rugalmassagi egyUtthatojiu rugok segitségével

mértem meg. Kozelitve a magneshez az ingat azonban igen erésen nétt
a vonzderd (kiillonbozs rugok kellettek). Ennek ellenére sikertlt 4
értékét legalabb durva kozelitéssel megbecsiilnom. Igy & = 30 m?g/s?.
Abbol a meggondolasbol, hogy a valésigban a magnes kozel sem te-
kinthetd pontszertinek, mint elméleti megfontoldsaimban, a szimula-
ciok sordn k értékét egy nagysagrenddel nagyobbnak tekintem: k& =
300 m®g/s’.
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7. abra. Az (1) osszefiiggés alapjan, kilonboz6 paraméterértékekkel készitett potencidlgorbék. A kozos para-
méterek: /=2 m, m=45g, g=9,81 m/s*, k=3-10°m*g/s?, d =160 mm. a) h =90 mm, b) h = 79 mm, ez a bi-

x tengely menti értéke az inga egyensulyi helyzetét jeloli
(ez az origbban, a magnesek kozt van).

Amennyiben csokkentjik b értékét, a 7.c dbrdan latha-
t6 bonyolultabb gorbe lesz érvényes, melynek két poten-
cidlvolgye van. Mindegyik egy-egy minimumponttal ren-
delkezik, és ennek megfelelen az inganak két egyensu-
lyi helyzete van. A nyugalmi helyzetek (x koordinatai)
kissé eltérnek a magnesek helyzetének megfelel§ pon-
toktol, mivel mindkét magnes hat a vasgytrikre (szuper-
poziciorol beszéliink). Az orig6 itt mar instabilnak mutat-
kozik. Megjegyzem, hogy az origd stabilitisa jelentSs
mértékben figg a magnesek kozéppontja kozti d tivol-
sagtol is.

Lényegében az torténik, hogy b kis érékeire a magne-
sek folott stabil fixpontok keletkeznek, a koordinita-
rendszer origbjaban pedig egy instabil fixpont alakul ki.
Az inga tehat instabil allapotok sorozatin megy at, és
tranziens kdoszt — azaz véges ideig tartd kaotikus moz-
gast — mutat a légellenallas miatt. A magnesek tehat egy-
szery attraktorok.

Az Jattérést” e két, kilonbozd jellegl potencial kozott
bifurkacionak nevezzik, h-nak azt az értékét pedig, ahol
ez az attérés megvalosul, bifurkacids pontnak nevezziik
(7.b abra).

A kisérletek sordn b = 17 mm értéknél a magnesek
hatasa mar kell6en erGs, és barmely b < 17 mm esetén a
mozgas kaotikus lesz. Amint ezt részletesebben a Nu-
merikus szimuldcio cimd részben targyalom, a szimula-
ciok soran erre az értékre b = 37 mm adodott. Az eltérés
féleg azzal indokolhat6, hogy az elméleti leirds esetén a
magneseket — a valosagtol eltéren — pontszerinek te-
kintettem.

Numerikus szimulacid

Hasonl6 eredményeket kaptam az altalam irt mozgasszi-
mulaldé program futtatdsa soran is. Ezek leirdsa el6tt
azonban tekintsitk meg, hogyan is irhat6 le pontosan a
magneses inga mozgasa matematikailag.

Feltételezziik, hogy az inga kitérései kicsik a szl
hosszahoz képest, és igy az inga vizszintes sikban mo-
zog. Az ingét tehat (g/D"? frekvencidji harmonikus osz-
cillatornak tekinthetjik. Az (1) Osszefiiggés alapjan, deri-
valassal kiszdmolhatjuk az ingara hat6 erét. Ennek x és y
menti komponensei:
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A mozgasegyenletek:

. x eredé - [ FV eredd
o= reddgg = L2 (5)
m m

A (5) torvények alapjan irtam meg a magne-

8. dbra. a) surlodasmentes kaotikus mozgds palydja. Paraméterek: b = 25 mm, k =
3+10* m’g/s’. b) surloddasmentes kaotikus mozgas Poincaré-diagramja a 8.a abra pa-

lydja alapjan. A diagramon levé pontok erds szordst mutatnak.

b) 17

9. dbra. a) strlodasos kaotikus mozgas palyaja. Paraméterek: b = 25
mm, R=3-10°m*g/s*, o = 0,009 kg/m, B = 0,09 kg/s esetben. b) sarl6-
dasos kaotikus mozgds Poincaré-diagramja az a) abra palyaja alapjan. A
diagramon levs pontok erds szordst mutatnak.

F = A és F = —a—V.

x ox 4 dy

Legyen a kozegellenallasi er6 x és y tengely menti
komponense F,, €s F,:

F —oyi+te -Bo,
xe x y “x x
2 2
oo+ -
Fve oy vy Uy Uy Byy'

Itt az Osszegek elsd tagja a nyomdsi ellendllds, amely a
test mogott keletkezs orvényektdl szarmazik, mig a ma-
sodik tag a levegd belsé surlodasibol szarmazo sarlodasi
ellendllds [9]. Az eredd erdk tehat:

(2

3

F

x eredd

= Fx + er és Fy eredd = Fy + er' (4)

10. dbra. A vonzasi tartomanyok. A szimulacio kdzos paraméterei: m =45 g, =2 m, d = 160 mm,
k=300 m’g/s*, o= 0,009 kgm, B = 0,09 kg/s, dr=0,0001. a) b =40 mm, b) b= 30 mm.

a) b)

BIRO ISTVAN: MAGNESES INGAK KISERLETI TANULMANYOZASA

ses inga mozgasat szimuldlod és Poincaré-dia-
gramot készité programomat, a pontossag
érdekében negyedrendd Runge—Kutta-mod-
szert hasznaltam.

Akdrcsak méréseimnél, itt is megfigyelhetd,
hogy az atmenet kvaziperiodikus mozgasbol
kaotikusba nem akkor kovetkezik be, amikor
a magnesek képesek a kis kornyezetiikon
belil levs, sebesség nélkiili ingdt maguk fe-
lett tartani, hanem akkor, mikor a koordinata-rendszer
kozéppontja megfelel6 mértékben instabilla valik. A szi-
mulacidk sordn a kvaziperiodikus mozgast a kaotikus b =
37 mm-nél viltja fel, ha eltekintek a légellenallastol. Meg-
figyelhetd, hogy a szimulacidim sordn figyelembe véve a
légellenallast is, a mozgas h = 37 mm-nél nagyobb érté-
keire is kaotikussa vilik.

Kaotikus mozgas esetén (a palyat a 8.a dbra mutatja)
a Poincaré-diagramon, melyen az y koordinita figgvé-
nyében abrazoljuk a sebesség v, komponensét — mikor a
sebesség v, komponense éppen 0 — lathato, hogy egy
adott koordindtihoz igen sok és eltérd sebességérték
tartozik, a grafikonon levé pontok szordsa nagy. A moz-
gds sordn az inga tehat hirtelen mozgasbeli valtozasokat
szenved, és az origd itt mar instabil fixpont (8.0 dbra).

Surlodasos kaotikus mozgas esetén a mozgis véges
ideig kaotikus (tranziens kdosz), a két magnes pedig egy-
egy egyszerl attraktor (a palya a 9. dbrdn lathatd). A
Poincaré-diagramon pedig lathat6, hogy a pontok szora-
sa eleinte igen nagy, ami kaotikus jellegre utal, majd a
sebesség 0 felé, a koordinatik pedig az egyik egyszerd
attraktor koordindtaihoz tartanak (9.b dbra).

A kaotikus mozgis egyik jellemz&je, hogy igen érzé-
keny a kezddfeltételekre. Igy tapasztalhato, hogy az ingit
két, egymastol csak igen kicsit eltérd pontbdl inditva,
annak mozgdsa kilonbo6zd attraktorokhoz tart, tehat az
inga ktlonboz6 magnesek felett all meg. Ekkor igen ér-
dekes lenne a teret feltérképezni, hogy a tér egyes pont-
jaibol inditva az ingat, az hol all meg. Ezt kisérletileg saj-
nos nem tudtam megvaldsitani a kisér-
let id6- és fotopapir-sziikséglete miatt.
Ezért irtam egy programot, amely a tér
egy, a magnesek koruli részének koze-
li pontjaibdl inditott inga mozgasat
szimuldlja, feltérképezve ezt a térbeli
tartomdnyt. A program minden egyes
térbeli inditdsi ponthoz azt a szint ren-
delte hozz4, amelyet annak az attrak-
tornak feleltettem meg, amelyik felé az
inga mozgasa tartott és amelynek hata-
sabol a magnes egy id6 utin mar nem
tudott kitérni (Iégellenallds miatt). Igy
kaptam a 70. dbrat, amelyen a kozép-
tajon lathatd legsotétebb tartomany a
tér azon részét jeloli, ahonnan az ingat
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inditva az a magneseket 0sszekots szakasz felezGpontja-
ban all meg. A vildgos pontok a tér azon részeit jelolik,
ahonnan az ingit inditva az a baloldali magnes folott 4ll
meg, végul a sotétebb pontok azt jelzik, hogy az onnan
inditott inga a jobboldali magnes felett all meg.

MegfigyelhetS a 10. dbrdn, hogy a fent leirt moédon
készitett képeken az egyes egyszerd attraktorokhoz tarto-
z6 tartomanyok a magnesektdl tavolabbi térrészben erc-
sen egymasba vagnak. Ezeket a hatarvonalakat fraktal-
vonzasi hatiroknak nevezzik [3, 7, 10]. Ebbdl is lathat-
juk, mennyire érzékeny a rendszer az inditas kezddfelté-
teleire. A 70. dbrdan mutatott kép ugyanis a b magassag
olyan értékére késziilt, amelynél az inga mozgisa kaoti-
kus. Nyilvin magnesek nélkul vagy b igen nagy értékeire
a teljes tér egy arnyalata (ez esetben sotét) lenne.

Megjegyzem, hogy a kilonb6z6 arnyalatd tartoma-
nyok szélérdl inditott mozgasok hosszabb ideig tartd
kaotikus mozgisok. Tobbszor megfigyeltem, hogy ez
esetben az inga hosszabban mozog egyik magnes felett,
majd kitor ennek kornyezetébdl és a masik magnes felett
ill meg. Erdekes, hogy a leghosszabb mozgisi idével
azok a palyak rendelkeznek, melyeket az y tengely men-
tén inditottam (x = 0).

Vizsgaljuk meg, miként egyeznek a szimulaci6 ered-
ményei a mérési eredményekkel! A 77. dbrdn a méré-
sekkel kapott palyak mellett a szimulicioval készilt
palyak lathatoak. Az egyes palyak jellegben igen jol
hasonlitanak.

Osszefoglals

A magneses kaotikus inga viselkedését j6 minGségben
megkaphatjuk a palya lézeres kirajzoldsaval, majd ennek
feketedését szamitogéppel elemezve. A feketedés jellem-
zi ugyanis az inga adott helyhez tartoz6 sebességét és igy
az impulzusat. A mérések helyességét a numerikus szi-
mulacioval kapott, jellegben igen jol egyezé eredmények
is igazoljak.

Kaotikus mozgas esetén — ha nincs légellenallas — az
inga végtelen hosszua ideig kaotikus mozgast folytat, azaz
permanens kdoszrol beszéliink, mig légellenallas jelenlé-
tében csupin véges ideig kaotikus az inga mozgasa, ez a
tranziens kdosz. A mozgas ebben az esetben egyik egy-
szerd attraktorhoz fog tartani (egyik magneshez vagy
igen ritkdn az origbhoz).

Dolgozatom sordn sikerllt belatni, hogy a kaotikus
mozgas igen érzékeny a kezddfeltételekre, és ennek
megfelelGen igen kis kezddfeltétel-valtoztatas a mozgas
végkimenetét teljesen megvaltoztathatja.

Azt is megfigyelhettiik, hogy kaotikus mozgids csak
akkor alakul ki, ha az inga legalabb kétdimenzios térben
mozog. Csupan az x tengelyen torténé mozgis sosem
lesz kaotikus, hiszen egy szabadsagi fokt rendszerekben
nem jelentkezhet a kdosz [3]. A magneses inga vizsgilata
tehat jol mutatja, hogy csupan a rendszer szabadsagi
fokai szamanak novelése is a kdosz megjelenéséhez ve-
zethet, mikdzben minden mis paraméter alland6é marad.

A fentiekben a kaotikus mozgas jellegzetességeit ta-
nulminyozhattuk egyszer(, konnyen megvalosithato esz-
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11. abra. Néhany igen jol egyezd, fotopapiron rogzitett, illetve szimula-
ci6 soran kapott kvaziperiodikus palyagorbe.

kozokkel, konnyen értheté médon. Ez alkalmas eszkoz-
z€ teszi a magneses ingat a kaotikus mozgas szemlél-
tetésére akdr a kozépiskolai fizikatanitas keretén beliil
is [11].
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