A FIZIKA TANITASA

KVANTITATIV PROBLEMAMEGOLDAS

MINKOWSKI-DIAGRAMON

A specialis relativitiselmélet alapvets Osszefliggései ma-
tematikailag igen egyszeriek. Példaul egy tetszdleges
esemény kilonbozé vonatkoztatasi rendszerekben meg-
figyelhets tér- és idSkoordinatait dsszekapcsold (egydi-
menzios) Lorentz-transzformacio:

X =vy[x-Bcn],

(D
ct’ = y[—Bx+(ct)},
illetve az inverz Lorentz-transzformacio:
x=v|xX+B(ct)|,
[+ B (ct))] o
ct=v[px+ctH]
ahol:
1 . v
Y = Fﬁz €s ﬁ = . 3
A Lorentz-transzformaciobol levezetheté tovabbi

Osszefliggések (mint pl. a sebesség-Osszeadddas torvé-
nye, a hosszkontrakcio, az idédilatacié és a Doppler-ef-
fektus stb.) sem bonyolultak, de hétkoznapi szemléle-
tiinkt6l idegenek, nehezen érthetSk. Mint sok mas eset-
ben itt is igaz, hogy a szemléltetés megkonnyitheti a
megértést és eziltal a problémamegoldast is. E célra a
relativitdaselméletben a Minkowski-diagramot haszndl-
Juk, amely egy abran jelenit meg két (vagy t6bb) vonat-
koztatasi rendszert, igy az anyagi vilag eseményeibez
rendelbelé fizikai tulajdonsdgok kiilonbozé vonatkozia-
tasi rendszerekben mérbeto értékeit egyszerii (a megfele-
16 koordindtatengelyre valo) vetitésekkel olvashatjuk le. A
valasztott ,nyugalmi” rendszerhez képest mozgd tovabbi
vonatkoztatdsi rendszerek koordinatatengelyei az dbrin
torzulnak: mind a szogek, mind a léptékek megvaltoz-
nak. A tengelyek felvétele a relativ sebesség, illetve egy
tetszGleges esemény mindkét vonatkoztatasi rendszerben
mért adatainak ismeretében konnyen elvégezhets (lisd
az Egy kidolgozott példa fejezetet). Gondot jelent azon-
ban a tengelyek léptékeinek kalibrilasa.

Az alabbi idézet (az egyik legjobb relativitiselméleti
tankonyvnek tekinthetd) [1] konyvbdl szarmazik: Kalib-
riljuk a K’ vonatkoztatasi rendszer tengelyeit! Rajzoljuk
meg a *—x?* hiperbolat! Azon a helyen, ahol a hiperbola
metszi a K rendszer ¢ tengelyét (ahol x=0) =1 m. De a
*=x* mennyiség invaridns, ezért ugyanekkor t”—x" =
1. Igy azon a helyen, ahol a hiperbola metszi a K’ vonat-
koztatdsi rendszer t” tengelyét (ahol x” = 0), ott ' = 1 m,
tehat megkaptuk a K’ vonatkoztatasi rendszer 1éptékét.”
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Mindez igen vildgos, a kérdés csupan az, hogy miként
rajzoljuk meg azt a bizonyos biperbolat pontosan?! To-
vabbgondolva a dolgot a valasz persze az, hogy valoja-
ban nem rajzoljuk meg a hiperbolat, a fenti megfogalma-
z4s csak egy lebetséges definiciot ad a léptékre vonatko-
z6an. Ezek utan a didaktikus lépés az lenne, hogy egy-
szerl és gyakorlati utasitast adjunk a skalazds manualis
elkészitésére. Furcsa, hogy ezen a probléman a tankony-
vek atsiklanak, pedig e nélkil a pontos rajz nem készit-
het6 el, s igy a Minkowski-diagram kvantitativ informa-
ciok kinyerésére alkalmatlan. Tobb mint egy tucat tan-
konyvet, jegyzetet, valamint tobb sziz (a Google keresG
altal ,Minkowski-diagram” kulcsszora talalt) internetes
anyagot atbongészve sem leltem erre vonatkoz6 konkrét
javaslatot. Nyilvanvalo pedig, hogy a K’ vonatkoztatdsi
rendszer tengelyeinek léptéke a relativ sebesség altal
meghatdrozott. Léteznie kell tehit egy, a tovabbiakban
n-val jelolt skalafaktornak, amely megadja, hogy a ,nyu-
galmi” rendszer léptékéhez képest hianyszorosira kell
nyGjtanunk az Gj tengelyek 1éptékét, és hogy ez csak a
relativ sebesség fiiggvénye: n(PB). Végul Hrasks Péter
nagyszerd, Gj konyvében [3] talaltam egy feladatot, amely
erre vonatkozott, de a Minkowski-diagramon vald prob-
lémamegoldast & sem vitte tovabb.

A skalafaktor meghatarozisa

Készitsiik el egy egydimenzios mozgis Minkowski-diag-
ramjat a szokasos modon! A K vonatkoztatasi rendszer
vizszintes tengelyén az idét (pontosabban a ¢# mennyisé-
get), a fuggdleges tengelyén pedig a tavolsigot (az x
mennyiséget) vessziik fel, a két tengely léptékét va-
lasszuk azonosnak (1. dbra).

Keressiilk meg most az dbrinkon a K’ vonatkoztatdsi
rendszer x” tengelyét! Ezt konnyen megtehetjiik, ha ész-
revesszilk, hogy az x’ tengely nem mas, mint a ¢’ = 0
pontok mértani helye, tehat az (1) Lorentz-transzforma-
ci6 misodik 6sszefliggése alapjan az

X = i(ct)

B

egyenletre jutunk, amely a diagramunkon egy

1

tan® =

B
meredekségl egyenest jelol ki (most az altalinossag
megszoritdsa nélkil a két vonatkoztatasi rendszer origo-
jat azonosnak vessziik fel, az Egy kidolgozott példa rész-
ben bemutatjuk, hogy miként kell dolgozni, ha a két
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1. dbra. A K rendszer Minkowski-diagramja

origd nem esik egybe). Jegyezzik meg, hogy a legutobbi
osszefliggésinkbdl kovetkezik, hogy:

sin ¥ = ot (4)

A kérdés az, hogy milyen kapcsolat van a vesszGtlen
tengelyek U léptéke és vessz8s tengelyek U’ 1éptéke
kozott a Minkowski-diagramon. (Szemléltetésil az 1.
abran megrajzoltuk a hiperbolat, de a levezetésben nem
tamaszkodunk ra.) Vegyiink fel az x” tengelyen egy tet-
szGleges L” (At" = 0) szakaszt, majd tekintstk ezen sza-
kasz x tengelyre vetitett L hosszat!

A két vonatkoztatasi rendszerben mérhetS hosszadatok:

L r

Ax=L & ax =1L
ersx’U, )

A hosszadatok kozott a (2) elsé 6sszefliggése teremt kap-
csolatot:

Ax =7y Ax, ©)

mivel ¢ = 0. Olvassuk még le az abrar6l azt az egyszerd
trigonometriai kapcsolatot, hogy:

L= 1I"sin®. @
Az (5), (6) és (7) felhasznilasaval:

L , r L/sin®
Z = Ax=vA = =
U rErvaAx =y U v v

azaz:

v=Y vU=nU
sin® N

ahol (3) és (4) felhasznalasaval a keresett skalafaktor:

Yy _ | 1+P° ©)
sin® 1-p*

Ez utobbi eredményiink azt az egyszerii és praktikus
utasitdast jelenti a Minkowski-diagram készitbje szamara,
hogy a K’ vonatkoztatdsi rendszer tengelyein a K rend-
szer tengelyein haszndll Iépték n-szorosdt kell felvenni,

n:
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igy minden tovabbi szerkesziés szamszeriien pontos
eredményeket szolgaltat.

1. megjegyzés: a skalafaktort természetesen levezet-
hetjik a hiperbola és a tengely metszetére vonatkozd
definicio alapjin koordinatageometriai szdmoldssal, de
didaktikusabbnak tdnik a fenti Gt, amely a Lorentz-
transzformaciobol indul ki.

2. megjegyzés: a (8) skalafaktort sokkal révidebb (de
sokkal kevésbé szemléletes) teoretikus Uton is levezet-
hetjuk: a Minkowski-diagramon a léptéktorzulas tulaj-
donképpen annak a kovetkezménye, hogy téridé hiper-
bolikus geometriajat ,erészakoljuk bele” a diagram eukli-
deszi geometridjaba, igy lényegileg a hiperbolikus geo-
metria [(cAD)*— Ax?] metrikajat skalazzuk 4t az euklideszi
[(cAt)*+ Ax?] metrikaba, azaz:

N2[(cAD? - Ax] = (cAD? + Ax?,

tehat:
n - (cAt)’ +Ax* _
(cAD?-Ax?
(vY
! (] _|1ep
L[] NP
C
Egy kidolgozott példa

Gondor virosa folott kétely és félelem csiingott.
Uruk meghalt, megégett, Rohan kirdlya ott fektdt
holtan a Fellegvarban, s a kirdly, aki eljott hozza-
juk egy éjszaka, reggelre elvonult, hogy megvivjon
a sotét és rettentd hatalommal, azt pedig nincs erd,
nincs vitézség, ami legy&zhetné. (Tolkien)

Napjaink egyik mozislagere Tolkien remekmivii meséje a
Gyiiriik Ura. A torténet helyszine, Kozépfolde kilonos vi-
lag, talan egyik legkiilondsebb vondsa — melyet Tolkien
nem emlit, [évén nyelvész és nem fizikus —, hogy a fény
terjedési sebessége minddssze 100 km/h. Trufa, a torténet
egyik fGszereplGje csodalatos lovat kap Rohan (Lovasvég)
kiralyatol, e taltos vardzslatosan gyors, 75 km/h sebesség-
gel (a fénysebesség hiromnegyedével!) képes szaguldani.
A dont6 csataban — melyet a GyUlr{ Szovetsége vivott meg
a Sotét Urral Minas Tirith falai alatt — Trufa az 4ll6 Lidérc
Kiraly mellett elvagtatva tindérkardjaval levagja annak fe-
jét (nevezzik ezt profan egyszertiséggel A eseménynek).

a) Rajzolja fel a Lidérc Kirdlyhoz rogzitett K vonatkoz-
tatdsi rendszer Minkowski-diagramjat gy, hogy mindkét
tengelyen [100 km] = [45 mm] léptéket hasznal! Abrizolja
ezen a diagramon a vagtatd Trufihoz rogzitett K” vonat-
koztatasi rendszer tengelyeit léptékhelyesen, ha tudjuk,
hogy A esemény K (Lidérc Kirdly) Orja szerint 7/9 6rakor,
K’ (Trufa) 6raja szerint pedig 100/85 d6rakor tortént!
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2. dbra. A K’ origbjanak meghatarozisa

b) A Lidérc Kiraly halila (4 esemény) utin nem sok-
kal, Trufa 6rdja szerint pontosan 0,9 6raval, 0sszeddlt —
legyen ez a B esemény — Minas Morgul (a Gy(rdlidércek
Tornya), amelynek K rendszerbeli helykoordinataja x; =
=50 km. A Lidérc Kirly 6rdja szerint mennyi idé telik el a
Lidérc Kiraly halala és a torony osszeomldsa kozott? (Sza-
molassal és szerkesztéssel is!)

c) Kozépfolde népe persze meg van gy6zédve arrol,
hogy a Lidérc Kiraly haldla okozta Minas Morgul Ossze-
omlasit. Onnek mi a véleménye err6l?

d) A csataba igyekezvén Trufa kénytelen volt 4tvag-
tatni a Halottak Volgyén. Trufa sajat ordjat éppen a volgy
bejaratanal inditotta, amely szerint pontosan 10 perc alatt
ért at a volgyon. Milyen hosszu valojaban a Halottak Vol-
gye? (Szamolassal és szerkesztéssel is!)

e) Milyen szintlinek latta Trufa a Lidérc Kiraly vérvoros
szinl pajzsat, mikor felé vagtatott? (Szdmolassal és szer-
kesztéssel is!)

Megoldas
a)

S N
B - Z) Y

i
i

1+p2 25
= = = 1.89:
n 1 7B2 7 ) 9’

L’ = 1,89x 45 mm = 85 mm a lépték.

= 1,512;

Tehat a K’ vonatkoztatdsi rendszer idStengelye B = 3/4
meredekségt, és athalad az (x = 0; t = 7/9) koordinatik-
kal adott A4 ponton (lasd a 2. dbrdn). A K’ vonatkoztata-
si rendszer origojat abbol az informaciobol hatarozhatjuk
meg, hogy az abran felvett A pont idSkoordindtija K’
szerint 100/85 6ra, tehat a mar kiszadmolt 1épték birtoka-
ban az id6tengelyen visszamérve a 100/85 egységet (azaz
jelen esetben 100 millimétert), megkapjuk a keresett ori-
goOt, melyen keresztiil pedig meghuzhatjuk az 1/B = 4/3
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meredekségl x” tengelyt. Ezzel a Minkowski-diagramon
pontosan dbrazoltuk a két vonatkoztatasi rendszer tenge-
lyeit, készen allunk arra, hogy tetszéleges informaciot
leolvashassunk az abrankrol.

b) Ax = =50 km; At = 0,9 6ra. A Lorentz-transzformacio
(D) képlete szerint: At’ = y[—=(v/c?) Ax+At], amibdl: As =
0,22 oOra.

Masrészt a Minkowski-diagramon (lasd a 3. dbrat) az
xz = =50 km (ct tengellyel parhuzamos) egyenes és a
ty = t,/+0,9 6ra (x” tengellyel parhuzamos) egyenes
metszéspontjaval adodoé B pontot a ct tengelyre vetitve
A és B események K vonatkoztatdsi rendszerben mért
idskiilonbségére (a cttengelyen megvastagitott szakasz
hossza = 10 mm) At = (10 mm)/(45 mm) -(1 6ra) = 0,22
ora adodik.

©) A Minkowski-diagramon jol latszik, hogy az A és B ese-
ményeket Osszekots szakasz meredeksége abszolat ér-
tékben nagyobb egynél (kb. =2,25 érték). Igy a két ese-
mény kozott nem lehet ok-okozati kapcsolat (mivel a
fénysebességnél gyorsabb hatdsnak vagy informacionak
kellene 6sszekapcsolni a két eseményt, melyet viszont a
specialis relativitaselmélet nem enged meg), tehat csupan
ezek alapjan kijelenthetjiik, hogy Lidérc Kiraly haldla sem-
miképpen sem okozhatta Minas Morgul pusztuldsat.

d) Trufa vonatkoztatasi rendszerében a megtett tavolsag:
Ax" =1/6 6ra - 75 km/6ra = 12,5 km, de ez a volgy valodi
(K-beli nyugalmi) hosszanal kisebb, mivel a hosszkont-
rakcio jelensége szerint: Ax’/7y, amibdl: Ax = 18,9 km.

Masfelsl a Minkowski-diagramon a megoldas rop-
pant egyszerd. A feladat megfogalmazasa szerint felvé-
ve a VE (Volgy Eleje), illetve VV (Volgy Vége) esemé-
nyeket (természetesen mindkét pont a ct’ tengelyen
van, hiszen Trufa helyét jelolik, a VE pont id6koordina-
tija t’ = 0, a VV ponté pedig " = 10 perc = 1/6 6ra =
1/6 -85 mm = 14,2 mm), az intervallumot az x tengelyre
vetitve (a megvastagitott szakasz) Ax = 8,5 mm. Amibél
(8,5 mm)/ (45 mm) -(100 km) = 18,9 km adodik.

3. dbra. Az A és Biddkulonbségének meghatirozisa

X 2

g =1t +0,90dra
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e) A Doppler-effektus relativisztikus képlete szerint a
hullimhossz (és vele azonosan a periodusidd) torzuldsa:
X o= A -B)/(A+P)V? = 0,378, igy ha a vorods szin hul-
lamhossza 700 nm, akkor mintegy 280 nm értéket kapunk,
tehat kevéssel alatta van a lathato tartomanynak.

Az abrar6l ugyanezt az arinyt példaul a kovetkezskép-
pen olvashatjuk le. Tekintsiik a K vonatkoztatdsi rendszer-
ben a fény periddusidejét egységnyinek (ezt megtehetjiik,
hiszen tgyis csak az ariny érdekel benniinket)! Vegyiik
fel az idStengelyen periodusidényi tavolsigban két fényjel
(az abran f; és f, pontozott egyenesek) viligvonalat (ezek
—1 meredekségtiek, hiszen Trufaval szemben kell haladni-
uk), és keresstik meg ezek metszéspontjat a K’ vonatkoz-
tatasi rendszer idStengelyével! A metszéspontok tavolsiga
(a ct’ tengelyen megvastagitott szakasz) a K’-ben mért
periodusidd, ami jelen esetben (32 mm)/(85 mm) = 0,377-
szerese az egységnek, tehat ez a torzulds ardnya.

Gyakorl6 feladat

A Roxfort Boszorkdny- és Varazsloképz Szakiskola sza-
munkra sok tekintetben kiilonos vildg. Sok egyéb furcsa-
sag mellett a mi szempontunkbol fontos, hogy az iskola
tertiletén példaul a fény terjedési sebessége csak 100 m/s.

Most éppen kviddics-mérk&zés zajlik, a Griffendél-
Mardekar rangad6. Madam Hooch a mérkézés jatékveze-
t6je a palya kdzéppontja felett lebeg, amikor kdzvetlentil
mellette (pont a nézSkkel zsafolt lelatd irinyaban) elhtz
az aranycikesz (az egyik labda, melynek elkapasa 150
pontot ér), szorosan a nyomaban — Madam Hooch 6rdja
szerint csupan fél masodperc hatrannyal — Harry Potter
szaguld csaknem lelokve a seprijérdl szegény repiilés-
tantandrt. Madam Hooch szerint az aranycikesz sebessé-
ge 60 m/s, mig Harry Potter Tdzvillam seprije a 80 m/s
végsebességével halad, igy Harry hamarosan elkapta a
cikeszt. Nevezziik ezt a tovabbiakban A4 eseménynek!

a) Készitse el a Madam Hoochhoz rogzitett K vonatkoz-
tatasi rendszert és a Harry Potterhez rogzitett K” vonatkoz-
tatasi rendszert abrazol6 Minkowski-diagramot! A K vonat-
koztatasi rendszer 1éptéke legyen 100 m = 30 mm, az egy-
szerlség kedvéért Madam Hooch 6rdjat inditsuk abban a
pillanatban, amikor az aranycikesz elhalad mellette, Harry
Potter ordjat pedig a cikesz elkapasanak pillanatatol.

b) Az A esemény utin kevéssel — Harry 6rdja szerint
pontosan 1,5 masodperccel — a lelaton Ul6 Piton pro-
fesszort meglti a guta (B esemény). Madam Hooch sze-
rint a B esemény 250 méterrel tavolabb tortént hozza
képest, mint az A esemény (tehat Harry még a lelato eldtt
250 méterrel kapta el a cikeszt). On szerint lehetséges-e,
hogy Piton professzort (aki kdztudomasilag ki nem all-
hatja Harry Pottert) azért titotte meg a guta, mert Harry
elkapta az aranycikeszt? Szamolassal és szerkesztéssel is
vilaszoljon a kérdésre!

¢) Mekkora az aranycikesz sebessége Harry szerint?
Szamolassal és szerkesztéssel is valaszoljon a kérdésre!

Osszefoglalds

A (8) osszefiiggéssel adott skalafaktor meghatirozasa
lehet6vé teszi barmilyen, a specialis relativitiselmélet
keretei kozott megvialaszolhatd egydimenzids probléma
pontos szamszerd megoldasat a Minkowski-diagramon
valo abrazolassal tulajdonképpen egyetlen tovabbi kép-
let ismerete nélkiil, csupan geometriai szerkesztéssel
(az igy elkészitett Minkowski-diagram szerkezetébe
,bele van kodolva” a Lorentz-transzformacié és ezen
keresztiil minden, abbol szairmaztathatd 6sszefiiggés). A
kidolgozott példa sorin nem keriilt bemutatisra, de
természetesen a sebesség-Osszeadodisi probléma is ke-
zelhet6 (a mozgd objektum vilagvonalat az egyik vonat-
koztatasi rendszerben abrizolva leolvassuk a meredek-
ségét a masik vonatkoztatasi rendszerben), illetve tet-
szOleges dinamikai probléma is (az idStengelynek az
energiatengelyt, a tivolsagtengelynek pedig az impul-
zustengelyt feleltetve meg).

Mindez didaktikai szempontbdl kettGs haszonnal jar:
egyfelSl megkonnyiti a specidlis relativitiselmélet megér-
tését, masfel6l minden problémit két teljesen eltérd
modon oldhatunk meg (képletekkel, illetve szerkesztés-
sel), igy az d\nmegerdsités (egy didk szimara igen fontos)
lehet&ségét nyuijtja.
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Az egyes tantargyak népszerdsitésében, szinvonalinak
megbrzésében nagy szerepik van az iskolak kozotti
megmérettetéseknek, éppen ezért sajndlatos, hogy a ta-
nulmidnyi versenyek lebonyolitisa az utobbi idében
anyagi forrasok és timogatdsok csokkenése miatt egyre
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tobb nehézségbe ttkozik. Igaz volt idS, amikor — egye-
sek szerint — nagyon megnétt a szamuk, de mara a verse-
nyek versenyében kevesen maradtak talpon.

Jelen cikkben, a megyénkben rendezett, nem orszigos
szervezésu fizikaversenyekrdl készilt Osszeallitas. A fel-
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