A RUGALMAS FONALU INGAROL — MAI SZEMMEL

— Vermes Miklos emlékezetére

A kaotikus mozgasok meglepd és megkapo tulajdonsaga,
hogy rendkivil egyszerd modon is 1étrehozhatok. Elég
példaul két, a kozépiskolasok szamara is jol ismert egy-
szer( rendszert Osszecsatolni. Egy merev szard ingara
fliggesztett masik merev szard inga mozgasa mar elvezet-
het kaotikus viselkedéshez.

A kaotikus jelenségek okait altalaban valamilyen nem-
linearitasban kell keresntink, ami a mozgast vezérlé moz-
gasegyenletekben lép fel. Az egyik legegyszeribb példa
erre a rugalmas fonalt inga (roviden: rugds inga) mozga-
sa. A Fizikai Szemle 1986. évi 10. szamdban jelent meg K.
Luchner és R. Worg cikke [1], melyben részletesen tar-
gyaltak ezt a jelenséget. Karl Luchner (1929-2001) a
miincheni Ludwig Maximilians egyetem fizikai didaktika
tanszékének akkori vezet&je az 1987-ben Balatonfiireden
tartott nemzetk6zi konferencian is beszamolt a kaotikus
rezgésekkel kapcsolatos kutatdsaikrol. A mincheni pro-
fesszor természetesen nem tudhatta, de a Fizikai Szemle
szerkesztGinek figyelmét is elkertilte, hogy 1966 januar-
ban mar megjelent egy cikk: A rugalmas fonali ingarol,
Vermes Miklos és Wiedemann Ldszlo tollabdl [2]. A ko-
vetkez$ évben, 1967-ben Vermes Miklos a Magyar Fizi-
kai Folyoiratban kozolt egy tanulmanyt (3] ezzel a cim-
mel: Rugalmas fonalii inga lengése. Miért foglalkoztatta
Vermes Miklost annyira ez a probléma?

Egy 1965-0s versenyfeladat torténete

Idézziik a Fizikai Szemlében megjelent cikk bevezetdjét
(lasd 1. abra):

,Az 1905. évi Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Ver-
seny masodik fordul6janak 1. feladata igy szolt:

Felftiggesztett L hosszusaga, elhanyagolhatd tomegi
rugdra kisméretd testet akasztunk. A rugot a testtel egytitt
vizszintes helyzetbe hozzuk (a rug6 akkor nyujtatlan alla-
potban van, hossza L) és elengedjiik. Ismeretes a rugé D
allandoja, amely szerint a rugalmas eré arinyos az x
1. dbra. A feladat vazlata: a) L hossztsaga, D rugdallandoja, elhanya-
golhato tomegd idedlis rugora akasztott m tomeg testre hato erdk, b) a
rugot a testtel egytitt vizszintes helyzetbe hozzuk, a kezdeti hossza f, =
L, majd elengedjtik. (A testre esés kozben a G nagysagi nehézségi és
az F nagysagu rugoerd hat, a rugd pillanatnyi megnyuldsa: /- L. Meg-
nyajtott rugd esetén az Ferd negativ, az origé felé mutat.)
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megnyulassal: F = —Dx. Mekkora a rugd megnyulasa,
amikor a test éppen a felfiiggesztési pont alatt halad at?

A feladat paraméteresen lett feladva, és csak késGbb
dertlt ki, hogy — az m, D, L paraméterek gyakorlatilag
tetszGleges értékei esetén — a megadott kezddfeltétellel
bizony egészen kiilonleges mozgisok jonnek létre.

A tobb mint 40 évvel ezelStti OKTV Bizottsaghol ma
mar csak Wiedemann Laszl6 emlékezetére timaszkodha-
tunk, ha a feladat kittizésének kortlményeit akarjuk fel-
idézni. Eszerint a Bizottsag akkori elndoke Vermes Miklos
(1905-1990), tagjai pedig Bodd Zaldn (1920-1990), Nagy
Laszlo(1931-1987), Pdarkanyi Ldszlo (1907-1982) és Wie-
demann Laszlo (1931-) voltak. A feladatot Parkanyi Lasz-
16 hozta és a tobbiek — valamennyien gyakorlott feladat-
kitizsk és -megoldok — figyelmét elkertlte a feladatban
rejt6z6 ,idézitett bomba”, amelyet csak a versenyzdk
dolgozatainak atnézése kozben vettek észre. Szerencsére
volt még egy optikai és egy elektrodinamikai-termodina-
mikai feladat is a dontén, igy f6leg ezek alapjan — a me-
chanikai feladatra adott megoldasi probalkozasokat ki-
sebb sullyal véve figyelembe — sikertilt megallapitani a
verseny nyerteseit. ElsG helyezett lett Jjuvancz Gabor, a
budapesti Fazekas Gimnazium tanuldja (a tehetséges,
igéretes karrier elé néz§ fiatal fizikus nem sokkal az
egyetem elvégzése utan repiilGszerencsétlenség aldozata
lett), masodik Béres Ldszlo az Istvan Gimnaziumbol (or-
vos lett késébb), harmadik Tuittd Istvdan az Arany Janos
Gimnaziumbol, jelenleg a KFKI SZFKI sikeres kutatdja,
meghivott eléad6 az ELTE-n. Mindhdrman budapestiek
és IV. osztalyosok voltak 1965-ben.

Az eltelt sok évtized bizony elmoshatja az emlékeket:
Titts Istvain ma mar ugy emlékszik, hogy a versenyt Lovdsz
Ldszlo nyerte meg. Igaz, Lovasz Laszl6 — akkor még csak
III. osztalyos — szintén indult a dontén, de nem ért el he-
lyezést. (A kovetkezd évben viszont G nyerte meg a fizika
OKTV-t, valoszintleg ez maradt meg TiittS Istvan emléke-
zetében.) Lovasz Laszl6 akadémikus memoridja érdekesen
Grizte meg az elsG feladattal kapesolatos problémat:

,---ha az ember feltette, hogy szimmetrikus a palya,
akkor konnyt volt, de semmi ok nem volt feltenni, hogy
ez igaz, ezért aztin nem is csinaltam meg a feladatot...”

Vermes Miklost nyilvan zavarta a Bizottsag melléfogisa,
s mindenképpen utdna akart jarni a fizikai problémanak.
Utolag valoszintleg kisérletileg is megvizsgalta a jelensé-
get, kiillonboz6 rugokkal és kiilonbozé tomegd testekkel.
Azutan nekitlt, és fairadsigos munkaval, sok-sok oldalnyi
kézi szamitassal, a szukcessziv approximacié modszeré-
vel, specidlisan megvalasztott rugdallandok és tomegek
mellett meghatirozott néhany palyat. Kozos cikkiikben
Wiedemann LiszI0 tobbek kozott azt mutatta meg, hogy
milyen elhanyagoldsok esetén lehet a palya olyan egysze-
rl és szimmetrikus, ahogyan eredetileg elképzelték.
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A verseny eredményhirdetésén
ott volt Lovasz Laszlo: ,Az ered-

ményhirdetésen az el6add — va-
l6szintleg Vermes Miklos — olyas-
mit mondott, hogy elfogadtik, ha
valaki feltette a szimmetriat, de
megemlitette, hogy igazdbol a
palya legalacsonyabb pontja nem
kozépen van... Abban biztos va-
gyok, hogy kaotikus palya lehet6-
ségérdl nem volt sz6...”

Miért is lett volna? Henri Poin-
caré (1854-1912) elmélete a fizi-
kdban évtizedekig aludta ,csip-
kerdzsika-almat”, mig végre a 80-
as években a fizikusok kedvenc
,vadaszteriletéveé valt”.

Vermes Miklos minden bizonnyal megsejtette a fizikai
probléma fontossagat, ezért nem elégedett meg sajat sza-
mitasi eredményeivel. Felkereste a Magyarorszagon akkor
legmodernebbnek szamit6 Ural 11. szamitogép' ,gazdajat”,
Szelezsan Janost az MTA Szamitastechnikai Kozpontjaban.
Megkérte, probdlja meg a géppel kiszamittatni a palyakat.
Ez kerllt azutan be a Magyar Fizikai Foly6iratban kozolt
tanulmanyba, melynek végén illén koszonetet is mondott a
kapott segitségért. ,En csak beprogramoztam azt a felada-
tot, amire Vermes Miklos megkért” — haritja el magatol az
érdemeket ma Szelezsian Janos. Azt még megemliti, hogy
Vermes is kacérkodott akkoriban (60 éves koraban) azzal a
gondolattal, hogy megtanul programozni.

Most, negyven év utan, érdekes és egyben megtiszteld
feladat a mai szamit6gépekkel megoldani a Vermes altal
kitdzott feladatokat. Ezt probaltuk meg, s kdzben a prob-
léma szépsége altal lenyligozve sikeriilt megragadnunk
néhiny olyan kapcsolodo problémait is, melyek minden
bizonnyal Vermes Miklos tetszését is elnyernék.

Vermes Miklos szamitogépes szimuldcioja

Vermes Miklos 0Osszesen hét kiillonbozé palyat (a rugora
akasztott test fliggSleges sikbeli palyajat) kovetett szami-
togépes szimuldcioval, a mozgds néhany misodpercéig.
A rugd nyugalmi hossza L = 0,5 m, a rugdillandé D = 2
N/m, a kezd&sebesség nulla, a rugd indulasi helyzete
pedig vizszintes volt az dsszes esetben.? Az elsé harom
abrajanal, az eredeti kozépiskolai feladatnak megfele-
16en, nytjtatlan rugéval inditotta a mozgast m = 0,034 kg,

' Az Ural IL. szamitogépet 1959-ben a Szovjetunioban fejlesztették ki,

majd gyartottdk 1959-1964 kozott, dsszesen 139 példanyban (Magyaror-
szagra 3 darab kertilt). Elektroncséves gép volt, ennek megfelelen elhe-
lyezése 90-100 négyzetméteres helyiséget igényelt, fogyasztisa pedig 30
kW volt. Atlagosan 5000-6000 mivelet elvégzésére volt képes masodper-
cenként. (Tovabbi informaciok: www.hszk.bme.hu/pictures/ural2.html)

* Vermes eredeti cikkében a paraméterek és kezddfeltételek termé-
szetesen még CGS mértékrendszerben voltak megadva, mi a manapsag
szokasos SI-t hasznaljuk.

3 A Newton-egyenletek: ma, = —=D(I- L)sing = =D(I= L) x/ (2% + )2,
ma, = +D(I-L)cos@—mg = —D(-L) y/(x*+)»)"* = mg.

*  Megjegyezziik, ha Vermes az dtlagokat tette volna a lépések x, y ki-
indulépontjava, akkor az eredménye sokkal pontosabb lehetett volna.
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2. abra. Két, Vermes altal numerikusan meghatarozott palya: At= 0,01 s, a paraméterek: a) m = 0,034 kg
és b) m=0,102 kg. A rugd kezdeti hossza mindkét esetben 1 m, a kis karikak a tomegpont helyzetét mu-
tatjak 0,05 s idékozonként [3].

0,068 kg, 0,102 kg tomegekkel. A misik négynél azonban
mar eltért a feladattol, s kezdShelyzeteknek az [, = 0,75 m
és 1 m hosszisagu (nyujtott) rugdkat vette (1.b dbra). A
mozgasokat azzal a feltétellel targyalta, hogy a rugd 6sz-
szenyomdaskor is koveti a megnyulasra érvényes erGtor-
vényt. Masrészt a kezddfeltételek csak fliggSleges sikmoz-
gist tesznek lehetGvé.

A numerikus megoldas azt jelenti, hogy kis A¢id&lépé-
seket véve  felgongyolitjiik” a megoldast. Az x(¢) hely- és
a v(1) sebességkoordindta és a Newton-egyenletbdl leol-
vashat6 gyorsulas® alapjan ugyanis ki lehet szamolni az
x(t+AD), v(t+Ab) értékeket, majd, ismételve a szamitast,
tetszGleges hosszusagig meghatirozhatok a palyak.

Vermes Miklos a szamitogépbe az alabbi, kozépiskola-
sok szdmdra is érthets, egyszerd képleteket programozta
(vesszdvel jeloltiik a (1+Af)-hez tartozd értékeket): v, =
vta At U, = vraAt és X = xtuAt+a /2, ) =
y+o,At+a Ar’/2. Vermes az x’, y" koordinitikat meg-
hatdrozo képleteket alkalmazta Ggy is, hogy v, ,(H-t ki-
cserélte v, (1+A1)-re, vagyis a sebessegdsszetevik ertekeit
nem az intervallum elejérdl, hanem a végérdl vette. A két
modszerrel ellentétes elGjeld hibak keletkeztek, ezért Ver-
mes mind a két eljarassal kiszdmitotta a palyat, s végil a
megfelelS koordindtik szamtani kozepét dbrizolta.*

Terjedelmi okokbol a Vermes Mikl6s altal tanulmanyo-
zott hét mozgasbol csak az utolso kettdt vizsgaljuk részle-
tesen, az m = 0,034 kg és 0,102 kg tomegekkel terhelt [, =
1 m-re nyujtott rugokét. A 2. dbra Vermes Miklos eredeti
rajzait mutatja.

Vermes nem véletlentil kovette a palyakat csupan né-
hany masodpercig. Csak addig szimulalt, ameddig biztos
lehetett abban, hogy a ,valodi” palyatol valo kis eltéréssel
képes megrajzolni a gorbéket. A rendszer konzervativ,
ezért az ellenGrzés viszonylag egyszerl volt: a szimulalas
addig megbizhat6, amig az energia a mozgas soran alig
tér el kezdeti értekétsl.

Szimulacid mai modszerekkel

A szamitogépek és a numerikus modszerek fejlédése
mara lehetévé teszik, hogy a palyakat sokkal nagyobb
pontossiggal hatdrozzuk meg. A témakorben szélesko-
rden elfogadott, tgynevezett negyedrendd Runge—Kutta-
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Az Olvasoban minden bizony-
05 1 nyal felmeriil a kérdés: hosszabb

3. dbra. A negyedrendd Runge—Kutta-eljarassal, Az= 0,01 s lépéskozzel meghatirozott ,pontos” palyak
(folytonos vonalak) és a 2. dbrdn mar bemutatott Vermes-féle gorbék (szaggatott vonalak) az a) és b)

esetben egyszerre dbrazolva.

1=5s »

4. abra. A 2.aés a 3.a dbra mozgasinak (m = 0,034 kg, ;=1 m) egyre hosszabb ideig kovetett palya-

ja. Az egyes képeken leolvashato az eltelt id6. A mozgas kaotikus.

modszerrel [4] Gjra megoldottuk a Vermes-féle feladatot.
A modszerrdl elég annyit tudnunk, hogy egyetlen Az 1é-
pés ~At* pontossigl, azaz egy lépés sordn a hiba legfel-
jebb ~A#® nagysigl. Ezzel az eljarissal a numerikusan
meghatirozott energia még 10° nagysigrend 1épés utin
is legfeljebb csak néhany ezrelékkel tér el a kezdetitdl,
ezért a modszert ,pontosnak” fogjuk nevezni.’

A 3. dbran a ,pontos” palyakat és a Vermes-féle
gorbéket hasonlithatjuk Ossze. A b) esetben végig
nagyjabol egyiitt fut a két gorbe, az a) esetben az utol-
s 0,3 masodpercben viszont mar jelentGs és novekvs
eltérés lathato. Osszességében megallapithatjuk: Ver-
mes jol becsllte meg azt az idStartamot, ameddig a
megrajzolt gorbéi szemmel lathatdan még hiden 4bra-
zoljak a mozgast.

> A Vermes altal alkalmazott eljards viszont — mai szohasznalattal —
csak elsérendd, vagyis az egy lépésben elkovetett hibaja ~A#.

® A rugos ingdnak a tovdbbiakban is csak a sikbeli mozgasarol van szo.

i ; ideig szimuldlva vajon hogyan
X néz ki ennek a két mozgasnak a
palyéja?

A 4. és az 5. dbrakon megad-
juk a két eset palyait egyre hosz-
szabb idéintervallumokban. (Ezek
és a késobbi abrak mar mind
,pontos” szimuldciok.) Els§ riné-
zésre is szembeotlS, hogy hosszi
tavon a két mozgis alapvetGen
ktlonbozik. A 4. abran egy ,0sz-
szevissza”, szabdlytalan mozgist
lathatunk (el6legezzik meg neki
a kaotikus [5] elnevezést), szem-
ben az 5. dbraval, ahol csak”
kvaziperiodikus [5] a mozgas.

ElGzetesen a paraméterekbdl, a
kezddfeltételekbsl, de még a
mozgas néhany masodpercig valo
kovetésébdl sem  sejthettiink a
rendszer hosszi tiva viselkedé-
sébdl semmit. Természetesen Ver-
mes sem tudhatta, hogy az altala
megvizsgalt palydk igazabol mi-
lyen jellegtek. (A hét esetbsl mai
szemmel harom bizonyul kaoti-
kusnak s négy kvaziperiodikus-
nak, koztiik az eredeti feladatnak
megfelels, nyujtatlan kezddfelté-
telhez tartozok.)

Attekint vizsgilat

Maguk a palyak nem adnak min-
dig kielégitd eligazitist a moz-
gastipusokrol. A bemutatott ese-
tekben példaul nem latjuk, hogy
mas kezddfeltételbdl inditva, de
a paramétereket valtozatlanul hagyva milyen mozgisok
alakulnak ki.® Lehetnek-e kaotikusak, kvaziperiodikusak,
netan periodikusak? Ha igen, akkor hanyféle egymastol
fuggetlen kaotikus, kvaziperiodikus és periodikus moz-
gds johet 1étre?

Ha a mozgasfajtak jobb attekintését, rendszerezését és
tovabbi vizsgalatat szeretnénk elérni, akkor — a kdoszel-
mélet tanulsagai szerint — érdemes definidlnunk egy leké-
pezést. A rugobs inga pillanatnyi mozgasallapotat négy
adat hatarozza meg: az x, y helykoordinita és a hozzdjuk
tartoz6 v,, v, sebességek. Ezek a viltozok feszitik ki a
fazisteret, mely most négydimenzios. A fizistér egy pont-
ja egyértelmtien meghatirozza a rendszer mozgasallapo-
tat. A valtozo mozgasallapot egy palyat rajzol a fazistér-
ben, a trajektoriat.

A rugbs inga konzervativ, tehat megmarad az x, y, v,
v, fiiggvényekeént felirhato energia, ezért a négy koordi-
ndta nem figgetlen egymastol, egyik kifejezhetd a masik
harombdl. A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy a négydi-
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menzios fazistérben a trajektoria
egy haromdimenzios, allando

energidju felileten mozog. Ele-
gendé tehat hiarom - immar
tényleg fiiggetlen — valtozo altal
kifeszitett térben dbrazolnunk a
trajektoriat, mely gy képzelhetd
el, mint egy cérnabdl all6 gom-
bolyag. Az tGgynevezett Poinca-
ré-leképezést ugy kapjuk, ha ezt
a gombolyagot egy felilettel
(mondjuk egy sikkal) elmetsz-
szuk, s a metszéspontokat abra-
zoljuk. Gyakorlati okokbol a

mozgast polarkoordinatik segit- o~

(lasd 1. abra), o a szogsebesség,
[ a rugd pillanatnyi hossza (a
rogzitett testnek a felfliggesztési
ponttdl vald tavolsiga), v, pedig
a sugarirdnyu sebesség.

A Poincaré-leképezést a @, m, /
koordinatak altal kifeszitett tér-
ben készitjik el, az /= L sik met-
szésével. Gyakorlatban ez azt je-
lenti, hogy mindannyiszor abra-
zolunk egy pontot a (¢; ®) sikon, )
ahdnyszor a rugd hosszisaga ép- -1 05

ségével kovetjik nyomon ezen- \‘\\\

tal, azaz az x, y, v,, v, valtozok- "v “

rol attérink a @, o= ¢, [, v, =1 / \,/u//\
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5. dbra. A 2.bés a 3.b dbra mozgasinak (m = 0,102 kg, f, = 1 m) egyre hosszabb ideig kovetett palya-
ja. Az egyes képeken leolvashato az eltelt id6. A mozgas kvaziperiodikus.

b) L] o0 °
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pen a nyujtatlan hossz, azaz L. (A
trajektorianak a metsz6 sikon al-
talaban csak az egyik irinybol jo- !
v6 dofését rogzitjiik, miaz [ >0
feltételt valasztottuk.) A 6. dbrdn
az altalunk hasznilt Poincaré-le-
képezés menetét szemléltetjik a
4. dbra példajan. A Poincaré-le-
képezéssel tehat a mozgasrol egy
jol attekinthetS ,ujjlenyomatot”
veszunk.

A mozgas kaotikussiga, ,0sz-
szevisszasaga” itt is megnyilva-
nul: a b) képen a pontok elhelyezkedése, s egymas utani
sorrendje véletlenszerinek tlnik. Természetes modon
vetddik fel a kérdés: nagyon sok pontot leképezve mi
rajzolodik ki a (¢,; ®,) sikon?

A 7. abran bemutatjuk azt az alakzatot, amely a 6.
abran elkezdett leképezés folytatisaként jelenik meg.’
Osszesen 20000 masodpercig kovettiik a mozgast® (azaz

A ¢ viltoz6 2w szerint periodikus, ezért a 7. dbran lathat6 (@,; ®,)
sikot egy henger palastjaként kell elképzelniink.
8 Az emlitett id6tartamok természetesen a rendszer mozgasanak jel-
lemzGi. A szamitogépprogram futtatdsi ideje a processzor sebességétdl
fiigg, €s semmiféle jelentGsége nincs a probléma szempontjabol. (Egy 2
GHz-es processzorral, Turbo Pascal programmal, a 1éptéket At = 0,001
s-nak bedllitva, hozzavetSlegesen masfél percig tartott a 7. dbra elké-
szitése. Szelezsan Janos becslése szerint ugyanekkora munka elvégzése
az Ural 11.-nek akar honapokig is eltarthatott volna.)
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6. dbra. A Poincaré-leképezés szemléltetése. Amikor a rugora akasztott test palyaja beliilrdl kifelé metszi a
szaggatott vonallal megrajzolt /= L kort (a), akkor abrazoljuk az abban a pillanatban leolvashat6 (¢,; ®,)
adatokat (b). Az els6 6t pontot (@;; ®)) ... (¢s5; ®5) tires korokkel jeloltiik, szamokkal jelezve a leképezési
sorrendjiiket. 20 masodperc alatt 6sszesen 25 pont képzédott le. A b) abra az a) palya ,ujjlenyomata”.

tobb mint 6t és fél 6ran keresztil!), mikdozben 22139
pontot kaptunk. A képen egy éles, de tagolt hatarral ren-
delkezd tertlet lathato, a kaotikus tartomdany. (A palyat
kirajzolo 4. dbrdn ilyen hosszu idG utin mar csak egyet-
len nagy fekete foltot latnank!) A kaotikus tartomanyt a
leképezés pontsorozata egyenletesen, ugyanakkor vélet-
lenszerden jarja be.

Ezutdn probaljuk meg kideriteni, hogy az tires ,0blok-
ben” vajon mi lehet! A felderitéshez kézenfekvs a mod-
szer: inditsunk mozgasokat a fehér tartomanybodl vett @,
o, kezddfeltételekkel (természetesen az /= L metszd sik-
roD), de egyébként valtozatlan paraméterekkel. A moz-
gasallapotot négy valtozo jellemzi, tehat egy még szabad.
A negyediket, azaz a test sugaririnyl sebességét (ZU = V)
az energiabol szamitjuk ki ugy, hogy egyezzen meg a 7.
abrdn bemutatott mozgas energidjaval.
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7. dbra. A 6. dabrdn bemutatott leképezés folytatisaként kirajzolodott
agynevezett kaotikus tartomany. Osszesen 22139 pont képzadott le
20000 masodperc alatt.

ElsG gondolatunk az lehetne, hogy a mozgis semmiben
nem fog kiilonbozni a 4. dbrdn bemutatottol, hiszen a pa-
raméterek nem valtoznak, s az dsszenergia is azonos. A 7.
dbrara nézve azonban azt latjuk, hogy olyan kezddfeltéte-
lekbdl inditunk trajektoridkat, amelynek kozelében a 4. ab-

9. dbra. A 8. dabra Poincaré-térképe alapjan néhany periodikus és kvaziperiodikus mozgas palydja. A

bettjelek megfelelnek a Poincaré-térképen talialhatoknak.
2) L 7% T~ b)

v N
4 \

12
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8. dbra. A 7. dbrdn latott kaotikus tartomanyon kiviil tovabbi 20 kez-
ddofeltétellel elkészitett Poincaré-térkép.
ra palyaja tobb mint 6tords mozgdsa sordn sem jart, vagyis
valami alapvetGen kiillonbozG dologrol lesz sz6. A 7. db-
ran latottakon tal tovabbi 20 kezddfeltétellel elkészitett ké-
punk, egy Poincaré-térkép, a 8. dbrdn tekinthetd meg.

Az Gjonnan inditott palyak 1ényegesen kilonboznek a
7. dbra mozgasanak latvanyatol: a leképezésen kiilonalld
pontok és vonalak rajzolodnak
ki. Néhanyukat bettkkel jeloltiik
meg. Az a-val jelolt (egyetlen pa-

y lya) képe két pont. Ez a pilya te-

hat — hossza idé alatt is — a leké-
pezési feltételt csak két (@,,®),

9]

e) f)

90 %0 N

'.’."9:“‘ %
NS

SIS
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'&*?“0"‘

e
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(@,, ®,) szamparral teljesiti, még-
hozza felvaltva ,ugrilva” az
egyikrél a masikra. Konnyen ra-
johetliink: ez egy olyan ismétl6-
dé (periodikus) mozgis, mely
egyetlen periddus alatt kétszer
elégiti ki a leképezési feltételt
(lasd 9.a abra).

A periodikus mozgas pontjit a
fa évgydlrdihez hasonléan zart
gorbék veszik koril. Az a-hoz
tartoz6 legnagyobb gylrit b-vel
jeloltik. Ezekhez kvaziperiodi-
kus mozgisok tartoznak. Minél
tagabb egy gyUrd, az altala rep-
rezentdlt kvaziperiodikus moz-
gds annal inkdbb eltér a hozza
tartoz6 periodikus mozgastol. A
mozgasok palyai a 9. dbrdan te-
kinthetSk meg, a leképezés felté-
telét jelentG szaggatott vonala
korrel egytitt. Az dbran lathato
1 tovabba a c-vel jelolt négy pont
periodikus mozgisanak térbeli
képe és a hozzijuk tartozo legta-
gabb gytrd (d) pilydja. e és f
olyan atfordul6 periodikus, illet-
ve kvaziperiodikus mozgast jelol,

3

g

L\ S<TPSZ /] ] . 2
Nu \‘q‘ftz‘;'l;'l;"';;’ melyeknek a szdgsebessége so-
periodusid6 = 1,4 s SR =30 hasem valt elgjelet, mindig ne-

gativ (ezért esnek a leképezett
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periodusidS = 6,26 s

10. abra. A 8. abrdn b-val jelolt periodikus mozgis palydja. Ez olyan
mozgis, amely egyetlen periddus alatt nyolcszor metszi beliilrdl kifelé
az [ = Lkort.

pontjaik a 8. dbra als6 térfélére). Az e’ és az f* ezeknek
a pozitiv szdgsebességl szimmetriaparjai. A kaotikus tar-
tomanyt g-vel jeldltik.’

Példankon keresztil kezdenek a Poincaré-leképezés
elényei kidomborodni. Egy periodikus mozgas képe na-
gyon egyszer(: egy vagy néhany pont. A kvaziperiodiku-
saké egy zart gorbe, a kaotikusé viszont egy kiterjedt
tartomdny. A tartomanyon belil barmilyen kezddfeltétel-
bdl inditjuk a mozgast, ugyanazt a képet fogja kirajzolni,
ugyanazt a tertiletet fogja bejarni — egyenletesen és vélet-
lenszerten. A kdosz ,0sszevisszasaga” itt gy mutatkozik
meg, hogy a pont egy kétdimenzids tartomanyt jar be,
szemben a kvaziperiodikus esettel, amely egy egydimen-
zi6s vonalra szoritkozik.

Poincaré-térképiinkon talaltunk tehat négy kiilonbozé
periodikus palyat. Vajon tényleg csak ez a négy van? Ha
jobban szemugyre vesszik a 7. dbra kaotikus tartoma-
nyat, akkor a pottyozott tertileten belil nyolc apro kis
lyukat fedezhetiink fel. Mivel a rogzitett energia megen-
gedi (hiszen korbe veszi Gket a kaotikus tartomany), va-
lamilyen mozgasnak tartozni kell azokhoz is. A tisztiazas
érdekében inditsunk egy palyat az egyik kozepébdl!

A 8. abran b-val jelolt pontbdl inditott mozgas képe
nyolc kilonalld pont lett, mindegyik lyukba esik egy
belslik. Eddigi tapasztalataink alapjan sejthets, hogy ez
egy olyan periodikus mozgas, amely egyetlen periodus
alatt nyolcszor elégiti ki a leképezési feltételeket (lasd 70.
abra). Természetesen ezekben a kis lyukakban is 1étez-
nek kvaziperiodikus palydk, melyek a leképezésen b ko-
rili gydrikként jelennek meg (ezeket azonban mar nem
abrazoltuk).

Bar a 7. dbrdn nem latszik, a kaotikus tartomany tele
van tovabbi apr6 lyukakkal, a tartomany hatira és a lyu-
kak széle pedig apro oblokkel. Mindegyikhez tartozik
egy-egy periodikus pilya, s kvaziperiodikus mozgisok
sokasdaga. Minél aprobbak a lyukak és 6blok, anndl na-
gyobb a szamuk, s annal bonyolultabbak a hozzajuk tar-
toz6 periodikus palyak. Szamuk Osszességében a végte-
lenhez tart. Az ily modon kilyuggatott kaotikus tartomany
fraktal szerkezetd [5].

? A Poincaré-térképen a kaotikus tartomédny és a kvaziperiodikus pa-
lydk egytttese altal elfoglalt tertiletnek hatdrozott also és felsé pereme
jelenik meg. Az ezen kiviilre esé tres tertlethez nem tartozik semmi-
lyen mozgis, hiszen a rogzitett energia miatt |®,| nem néhet minden
hataron tal.
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11. abra. Vermes 5. dbrdn bemutatott mozgdsanak Poincaré-metszete.
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12. abra. A 11. dbra kiegészitése Poincaré-térképpé. i-vel jeloltik a
11. abran latott gorbéket, j-vel egy nagy, k-val egy kicsi kaotikus tar-
tomanyt.

Térjink most vissza Vermes mdasik példdjahoz (2.5,
3.b és 5. abra). Korabban megallapitottuk, hogy kvazi-
periodikus mozgassal van dolgunk. De mit mutat a Poin-
caré-metszet? A 11. abrdn valoban egy kvaziperiodikus
mozgas szokdsos, azaz a kaotikusnal joval ,unalmasabb”
egyszeribb képe tinik fel.

El6z6 példank utin mar sejthetjiik, hogy sok kiillonbo-
z6 periodikus és kvaziperiodikus palya létezhet még
ugyanezen paraméterek €s energia mellett, sét, esetleg
még kaotikus tartomany is. Valoban, a Poincaré-térkép
(12. abra) hasonl6 a 8. abrahoz: egy nagy kaotikus tar-
tomany () mellett sok kilonb6zé periodikus és kvazipe-
riodikus mozgas latszik (Vermes palyajat i-vel jelolttik).
Legszembetlinébb kilonbség az, hogy a tartomanyok
nem nyulnak ki a kép jobb és bal oldaldnak szélére. A
magyarazat egyszerl: ennél az (alacsonyabb) energia-
szintnél sem a kvaziperiodikus, sem a kaotikus mozga-
sok nem tudnak ,atfordulni”, vagyis minden esetben @1
<m. A 13. abrdan 80 masodpercig ennek a nem atfordulo,
de kaotikus mozgasnak térbeli palyajat dbrazoltuk.

A térképet alaposabban megnézve azt is észrevehet-
juk, hogy a k-val jelolt ,gdrbe” bizony helyenként  kiszé-
lesedik”, vagyis kvaziperiodikus mozgas nem lehet. Itt
egy Ujabb kaotikus tartomdnyra bukkantunk, mely ku-
l6nbozik a j-tSl!
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13. abra. A 12. dbra jkaotikus tartomanyahoz tartozo palya.

Tanulsagok

Negyven évvel ezelStt Vermes Miklos véletlenszerden
kivalasztotta a rugds inga hét kiilonboz6 inditasi feltéte-
lét, majd szamitogép segitségével, a mozgids elsé né-
hany méasodpercében pontrol pontra kovette a mozgd
test palyajat. Nem tudhatott semmit arrdl, hogy ezek
igazabol milyen mozgisok. Megvalaszoland6 kérdés-
ként a probléma fel sem mertlt. Valészintleg a ,sza-
balytalan” jelzével illette volna &ket, ha valaki kérte
volna erre. Kivalasztottuk a cikkében kozolt hétbdl a
két utolsot, s kicsit tiizetesebben megvizsgaltuk dket.
Kideriilt: az egyik kaotikus, a masik kvaziperiodikus.
Hogy éppen ezek lettek, az a vakszerencsén mault, hi-
szen — mint lattuk — ugyanezen paraméterek és energia
mellett, de mas kezdéfeltételekkel akar mind a ketté
lehetett volna kaotikus, kvaziperiodikus, vagy (hatar-
esetben) egyszerd periodikus (természetesen ez igaz a
Vermes altal vizsgalt masik 6t mozgdsra is). Bar az ere-
deti versenyfeladatnak megfelelS (vizszintes és nyujtat-
lan rugoval elengedett test) mozgasoknal hirombol ha-

rom volt kvaziperiodikus, de ugyanezen rugora példaul
0,08 kg tomeget akasztva a mozgas kaotikus lesz.

Vermes minderrél még semmit sem tudhatott: a kdosz-
elmélet els6 alapcikkei (Poincaré utin, akinek munkait
inkabb csak a matematikusok ismerték) az 1960-as évek-
ben jelentek meg [6, 7).

Ma mar tudjuk, hatékony vizsgalatukhoz leképezést
kell alkalmaznunk, s a kordbban masodpercekig kovetett
mozgasokat orakig kell szimuldlni, méghozza Vermes
modszerénél joval pontosabban. Hogy a kaotikus rend-
szerek tulajdonsigaiba mennyire nem nyujt betekintést a
mozgasegyenlet puszta alakja, az abbdl is kivilaglik, hogy
nemcsak egy Poincaré-metszet megalkotisihoz, hanem
még a felfliggesztési pont alatti els6(!) athaladas kiszami-
tisahoz is szamitogép segitségét kell igénybe venniink.

Hiaba egyszer( tehat egy mechanikai rendszer. Ha a
mozgasegyenletek nemlinedrisak, gyakran kialakul a
kdosz. Ilyen esetben viszont a tulajdonsiagok szines tar-
hazanak felderitéséhez mar nélkiilozhetetlen a szamito-
gép, mellyel a sz6 valodi értelmében ,felfedezés” a fel-
tar6 munka...

Vermes Miklos 1967-es cikke az ebbe az irinyba tett
elsG 1épés volt a magyar fizikiban.
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BESZELGETES A 75 EVES LOVAS ISTVANNAL

Ez év oktober elsején van Lovas Istvannak, az MTA ren-
des tagjanak, a Debreceni Egyetem Természettudomanyi
Kara emeritus professzoranak 75. sziiletésnapja. Ebbdl az
alkalombol kérdezem egykori tandromat, ma kollégamat
és bardtomat életutjarol.

— Hogyan indultdal el a II. vildghabori utani idokben
Gyongydshalaszrol? Mi adta az indittatdst, hogy a fizi-
kusi palyara lépj? Az ember azt gondolnd, bogy kérnye-
zeted inkdabb arra dsziokélbetett, hogy a gazddalkoddast
vagy valamilyen mas, kétkezi mesterséget vilassz.

—1946-ig a gyongyosi Kohary Istvin Gimnaziumba jar-
tam. A habora utols6 esztendeje meg a kamaszodas nem
tettek jot tanulmanyi eredményeimnek. A negyedik osz-
talyban kapott bizonyitvanyban szerepld érdemjegyek

BESZELGETES A 75 EVES LOVAS ISTVANNAL

meglehetdsen egyformak voltak, tobbnyire elégségesek.
Mehettem a kovetkezd osztalyba. Pontosabban mehettem
volna, ha Edesapim nem jut misfajta kovetkeztetésre:
,Te mar nyolc éve jarsz iskolaba. Ez az utols6 év nem sok
oromet hozott. En nem végeztem el tobb osztilyt, csak
egyet. Legyen neked elég nyolc. Vilaszthatsz, vagy bead-
lak autoszerelS inasnak, vagy vesziink még egy lovat, és
azokkal jarsz. Szekeret rakni mar tudsz, és szantani is.
Legjobb lesz, ha itthon maradsz!” Talan igy is tortént vol-
na, ha véletleniil nem kertil a kezembe egy divatjamalt
tankonyv. Egy esGs napon ezt kezdtem el lapozgatni. A
konyv a redlgimnazium elsé négy osztalyanak matemati-
kai ismereteit foglalta 6ssze. Az olvasias nem esett nehe-
zemre, mert ezeket a fejezeteket még a kamaszodas el6tti
években tanultuk, és akkor még nem volt semmi gond. A
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