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AZ EGYSZERU RADIOAKTIV BOMLAS STATISZTIKAJA

A legtobb radioaktivitassal foglalkozo konyvben az
elsé oldalakon szerepel az egyszerd radioaktiv bom-
las egyenlete:

N(l‘) - [VOQ—M,
amit a
dN
AN AN
dt

differencidlegyenletbdl szarmaztatnak. Ennek értel-
mezéséhez rendszerint hozzaftzik, hogy N a bomlo
magok szama, A pedig egy pozitiv valos szam.
Azonban ezzel az értelmezéssel van egy kis gond.
Ugyanis, ha Na boml6 magok szama, akkor N egész
szam, kovetkezésképpen az N(#) fiiggvény nem diffe-
rencialhato, tehat a kiindulasi egyenlet eleve értelmet-
len. Nem beszélve arr6l, hogy a bomlas statisztikus
jellege miatt a boml6 magok sziamara vonatkozoéan
csak valoszintségi megallapitasokat tehetiink.
Természetesen vannak alaposabb konyvek is, ame-
lyek N-et a boml6é magok szamanak vdrbaté értéke-
ként értelmezik. Ekkor viszont joggal vagyunk kivan-
csiak arra a valésziniiségi eloszldsra is, amelyikbdl ezt
a varhato értéket szarmaztatjak. Az sem egészen nyil-
vanvalo, hogy ennek a varhat6 értéknek az idg sze-
rinti derivaltja aranyos magaval a varhat6 értékkel.
Tovabbi gond az a széles korben elterjedt allitas,
hogy a radioaktiv bomlas Poisson-eloszlast kovet. Ezt
konnyen megcafolhatjuk. A Poisson-eloszlds szerint n
szamu esemény bekovetkezésének a valoszintsége

n

P = Mo,

ahol A az eloszlds paramétere. Lathato, hogy ez a va-
16szintség barmilyen n € N esetén nagyobb nullanal.
Tehat adott Nszama bomld mag esetén annak a valo-
szintsége, hogy N+1, 2N vagy akar 100 N mag fog
elbomlani valamennyi id6 alatt, nem nulla, ami nyil-
vanvaldan hibas.
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Hogyan kell hit értelmezniink
a bomlis egyenletét?

Hogy az iménti kérdésekre valaszt kapjunk, tekintsiik
a kovetkez6 gondolatkisérletet. Legyen adva valami-
lyen radioaktiv anyag és két megfigyels, A és B, akik
mindent tudnak a szoéban forgd anyag bomlasarol.

Az A megfigyelS el6veszi a nagyitojat, és megfigyel
egy atommagot. (Ennek a nagyitonak természetesen
magikus tulajdonsagokkal kell rendelkeznie, hiszen az
atommagok nagyitoval nem lathatok.) Azt latja, hogy
még nem bomlott el. Ismeri az atom bomldsi idejének
valoszintiségi eloszlasfiggvényét, p-t. Ertelmezése sze-
rint tehat p(8) = Pl <D, ahol P a valbdszinlséget,
Lomis Pedig a bomlas idejét jeloli. Embertinket azonban
az is érdekli, hogy ha valamely ¢ ideig nem bomlik el a
kiszemelt mag, akkor mennyi annak a valoszinGsége,
hogy a 4-t6l szamitott £, idén belil elbomlik. It feltéte-
les valosziniiségrol van szo, ezért emlékeztetiink a fel-
tételes valoszinlség formuldjara. A g eseménynek az r
eseményre vonatkozo feltételes valoszintsége:

P(qr)
P(r)’

P(g|r) =

ahol P(gr) a q és r esemény egylittes bekovetkezésé-
nek valoszinlsége. Esetlinkben az r esemény az, hogy
a kiszemelt mag # ideig nem bomlik el, a g esemény
pedig az, hogy a #,-t8l szamitott £, idén beliil elbomlik.
Konnyen lathat6, hogy P(gr) = p(t,+t)—p(t), és P(r)
= 1-p(1). A keresett feltételes valoszintség tehat:

p, +6) - p(e)
P(g|r) =) )

Eltelik # idS, és megjelenik a B megfigyels. O is
el6veszi a nagyitojat, és véletlenil ugyanazt a magot
veszi szemuigyre, amit korabban az 4 megfigyelS. Azt
tapasztalja, hogy még mindig nem bomlott el. Mivel &
is mindent tud a megfigyelt mag bomlasarol (és sem-
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mit sem tud az A megfigyel6 ténykedésérdl), azt
mondja, hogy annak valoszintsége, hogy a mag ¢,
id6n belil elbomlik, P(#:s<%) = p(L).

Mivel egyik megfigyel6 sem kovetett el hibat, és a
mag tényleg nem bomlott el ¢ ideig, a fenti két valo-
szintségnek egyenlének kell lennie:

Pt + 1) -pQ)
iy p(t)

minden ¢, £, > 0 esetén. Vezessiik be az s:= 1-p fligg-
vényt. Ez nyilvin R; —[0, 1] leképezés. Ezzel a fenti
egyenlet a kovetkezSképpen irhato at:

st s(t) = st +t,).

Tudjuk, hogy az exponencidlis fliggvény teljesiti ezt
az egyenletet. De vajon kovetkezik-e ebbdl az egyen-
letbsl, hogy s exponenciilis fliggvény?

Konnyen jutunk arra a kovetkeztetésre, hogy a
nemnegativ racionalis szimok halmazin s megegye-
zik az f: R->R, t = s(1)' fuggvénnyel. Ugyanis s(0)
=1-p(0) =1=s(1)°. Tovibba x e Q' esetén létezik n,
m € N ugy, hogy x = n/m. Tekintsiik a kovetkezé
atalakitast:

s[n) = s(n o n] =s(n) =s(1~+.+1)=s(1)",
m m m —
- ndb
m db

amibdl m-edik gyokvonas utin adodik, hogy
s(x) = s(”] = s = s(D~
m

Innen, ha belatjuk, hogy s folytonos, mar az is kovet-
kezik, hogy s megegyezik f-fel a nemnegativ valos
szamok halmazan is. A bizonyitast a folyoirat honlap-
jan megtalalja az érdekl&dé.

Azt kaptuk tehat, hogy minden ¢ > 0 esetén s(f) =
(1" Mivel s(1) < 1, ezért egyértelmden létezik A > 0
agy, hogy s() = e™. Nevezziik A-t bomlasi allando-
nak. Ezek utan p(1) = 1-e™.

Megvan tehat a bomlas idejének valoszinlségi el-
oszlasfiiggvénye. Ahhoz, hogy a valamely ¢ id§ alatt
elboml6é magok szdmanak varhato értékét meghata-
rozzuk, tudnunk kell, hogy milyen eloszlis szerint
zajlik a radioaktiv bomlas. Itt azzal a feltételezéssel
¢élink, hogy a magok fiiggetlenck egymastol, azaz
egymas bomlasat nem befolyasoljak. Figgetlen ese-
mények bekovetkezését pedig a binomidlis eloszlds
irja le. Ha valamely esemény bekovetkezésének valo-
szinlsége p, akkor annak a val6szinlsége, hogy ez
az esemény N fuggetlen kisérletbsl n-szer bekovet-
kezik:

P(n) = (i};)p”(l _p)]\',ﬂ'
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Ismeretes, hogy a binomidlis eloszlas varhato értéke:
n= Np, ennek szorasnégyzete pedig: o*(n) =
Np(1-p). Esetiinkben tehat az N magbdl ¢ idS alatt
elboml6 magok szamanak varhato értéke és szoras-
négyzete:

N=Np(t) = N(1 -e™),
G*(\N) = Np(O[1 - p(D] = Ne™(1 - e™).

Meg kell még emlitentink, hogy a binomialis elosz-
las bizonyos esetekben kozelithets a Poisson-eloszlas-
sal. Ennek feltétele, hogy N> 1 és p(1) < 1. Az elsG
feltétel rendszerint trividlisan teljesiil, az utobbi felté-
tel pedig azt jelenti, hogy At < 1, azaz t < T,,/In2
(T, a felezési idG).

A detektalt betitések statisztikdja

Ezek utdn vizsgaljuk meg azt is, hogy milyen eloszlast
kovet egy mérés soran a detektalt betitések szama.

Minden egyes fotont, amely a vizsgalt mintiban
keletkezik, valamilyen € valdszinlséggel detekta-
lunk. Annak valbszinlsége tehidt, hogy egy adott
atommag bomlasat 7 id6n beldl detektaljuk, P(4, <)
= p(p)e. Ezek utin annak a val6szintsége, hogy N
darab atommagot ¢ ideig mérve k bettést detekta-
lunk, a binomiilis eloszlas szerint szamolhat6, hiszen
az egyes betitések (kis holtidé esetén) fliggetlenek
egymastol:

N k N-k
P = (ool T -pne]

Ugyanerre az eredményre jutunk akkor is, ha tgy
gondolkodunk, hogy n bomlids esetén annak a valo-
szintsége, hogy ebbdl k-t detektalunk,

(Z)e’?(l —e)" R

Ha ezt kiszamoljuk valamennyi lehetséges n-re, és a
kapott értékeket az n bomlas val6szintségével sa-
lyozva 6sszeadjuk, szintén Py (k)-t kell kapnunk (tel-
jes valoszinlség tétele). A levezetés szintén a honla-
pon talalhato.

Itt is meg kell még jegyezniink, hogy a binomiilis
eloszlas kozelithetd a Poisson-eloszlassal, s6t a maso-
dik feltétel (pe < 1) itt még inkabb teljesil, mint az
elSbb, hiszen € rendszerint joval kisebb 1-nél.

Ezek utan a ¢id¢ alatt detektalt betitések szamanak
varhato értéke és szorasnégyzete:

¢ = Np(He = Ng,

6%(c) = Np(Dell-p(nel.

Ez a képlet lehetGséget nyujt € meghatarozasara: vala-
mely ¢ ideig mériink egy ismert aktivitisG mintat,
majd a detektalt beltések szamait elosztjuk a ¢ id6
alatt varhatd bomlasok szamaval.
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