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A kvantummechanika megszületése

A huszadik század elején nagy események kavarták
fel a klasszikus fizika nyugalmas vizeit. Az egyik
ilyen nagy esemény volt 1900. december 14-én Max
Planck elôadása Berlinben a Német Fizikai Társulat-
ban, amelyben azzal a meglepô feltevéssel állt elô,
hogy a feketetest-sugárzás intenzitásának frekvencia
szerinti eloszlása csak akkor írható le a tapasztalattal
megegyezôen, ha feltesszük, hogy a testek csak
diszkrét csomagokban, kvantumokban sugározhat-
nak ki energiát, amely arányos a frekvenciával. Az itt
fellépô arányossági tényezôt hatáskvantumnak ne-
vezte el. Öt évvel késôbb Einstein az új hipotézis
alapján sikerrel magyarázta meg a fényelektromos
jelenség törvényszerûségeit. Arthur Compton klasszi-
kussá vált kísérleteiben megmutatta, hogy a röntgen-
sugarak elektronokon való szóródása ugyanolyan
törvényszerûségeket követ, mint két részecske rugal-
mas ütközése. A kvantumhipotézis tehát néhány
éven belül mind kísérletileg, mind elméletileg szilárd
megalapozást nyert.

1913-ban Niels Bohr Planck hipotézisét kiterjesztet-
te az atomokban kötött elektronok mechanikai ener-
giájára is, és a Bohr-féle atommodell ennek alapján
sikerrel magyarázta meg a hidrogénatom spektrumát,
és reprodukálta a spektrumokat leíró korábbi empiri-
kus formulákat.

1925-ben Louis de Broglie francia fizikus meglepô
interpretációját adta a Bohr-féle kvantumpályáknak az
úgynevezett vezérhullámok („pilot waves”) feltétele-
zésével. De Broglie elképzelésébôl kiindulva késôbb
Erwin Schrödinger dolgozott ki egy elméletet, amely
a hullámmechanika elnevezést kapta. Ezzel egy idô-
ben Werner Heisenberg fiatal német fizikus ugyan-
azon jelenségek leírására egy szokatlan formalizmust,
a nem kommutatív mûveleteken alapuló mátrixme-
chanikát fogalmazta meg, amely ugyanolyan sikere-
sen írta le a tapasztalatot. A két német folyóiratban
párhuzamosan megjelent két látszólag drámaian kü-
lönbözô elmélet alaposan meghökkentette az elméleti
fizika világát mindaddig, amíg Schrödingernek nem
sikerült bebizonyítania, hogy a két formalizmus telje-
sen ekvivalens. A két formalizmus közül a Schrödin-
ger-egyenleten alapuló tárgyalás bizonyult a gyakor-
latban használhatóbbnak, és ez a dominancia a szó-
ráselméletek témakörének kivételével ma is fennáll.

Itt kell megemlíteni Max Born nevét, akirôl igaz-
ságtalanul feledkezett meg az elméleti fizika világa, és
akinek a hullámfüggvény statisztikus interpretációja
köszönhetô. Born számos, Heisenberggel közös pub-
likációban dolgozta ki a kvantumelmélet szigorú ma-

tematikai alapjait, azonban a dicsôséget elsôsorban a
fiatal titán Heisenberg aratta le. Wolfgang Pauli mun-
kássága a híres kizárási elvvel járult hozzá az elmélet
teljességéhez. A koronát a mûre P.A.M. Dirac tette
fel, aki 1929-ben levezette híres relativisztikus hullám-
egyenletét, és végül egyesítette a kvantumelmélet és a
relativisztikus invariancia követelményeit.

Magyar kutatóknak is fontos szerep jutott a kvan-
tummechanika forradalmian új tudományterületének
kimunkálásában. Wigner Jenô, aki a kvantummecha-
nika megszületése idején Németországban tevékeny-
kedett és Göttingenben David Hilbert, a híres mate-
matikus asszisztense volt, hívta fel a figyelmet arra,
hogy a szimmetriák, illetve az azokat matematikailag
precízen tárgyalni képes csoportelmélet milyen fon-
tos szerepet játszik a mikrovilág törvényszerûségei-
nek leírásában. E témából írt Gruppentheorie und
Ihre Anwendung auf die Quantenmechanik der
Atomspektren (F. Vieweg und Sohn, Braunschweig,
1931.) címû monográfiája egyike a legfontosabb ké-
zikönyveknek.

A kvantummechanika precíz tárgyalása kiterjedt és
bonyolult matematikai eszköztárat kíván meg. Így
például a kvantumrendszerek állapotát leíró hullám-
függvények egy végtelen dimenziós vektortér, a Hil-
bert-tér elemei, és a fizikai mennyiségeket e térben
ható operátorok reprezentálják. Ezen a területen az
alapok lefektetése ismét csak magyar kutató nevéhez
fûzôdik: Neumann János Matematische Grundlagen
der Quantenmechanik (Springer, Berlin, 1932.) címû
monográfiája egyike a témával foglalkozó „alapmû-
veknek”. Bár nem ebben az idôben született, azonban
hasonlóan nélkülözhetetlen kézikönyve a szóráselmé-
let mûvelôinek Riesz Frigyes és Szôkefalvi Nagy Béla
(Frédéric Riesz, Béla Sz.-Nagy: Leçons d’analyse fonc-
tionnelle, Akadémiai Kiadó, Budapest, 1952.) munká-
ja, amely a múlt század második felében, a kvantum-
szóráselmélet kiteljesedése idején volt a funkcionál-
analízis kincsestára. Talán magyar sajátosság, de azért
érdemes elgondolkodni azon, hogy mindhárom alap-
mûnek évtizedeket kellett várnia, hogy világsiker után
a szerzôk anyanyelvén is megjelenhessen! Nos, ahogy
mondani szokás: „habent sua fata libelli”.

A következôkben a kvantum-szóráselmélet fejlôdé-
sét, a három- és N-test-probléma formalizmusának
kialakulását tekintjük át, az azok által felvetett nem-
triviális matematikai problémák (pl. Coulomb-köl-
csönhatás, permutációs szimmetria) megoldására irá-
nyuló erôfeszítésekkel együtt. Külön hangsúlyt fekte-
tünk a hazai kutatók által elért eredmények ismerteté-
sére, mivel szerencsés módon az 1960-as évek végétôl
a KFKI-ban egy Budapest group néven emlegetett
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igen sikeres kutatócsoport mûködött (tagjai voltak

Max Born és Ludvig Dmitrijevics Fagyejev

Doleschall Pál, Lovas István, Révai János és a szerzô),
amelynek eredményeit a nemzetközi szakmai körök
nagy figyelemmel kísérték.

Formális szóráselmélet
– a Lippmann–Schwinger-egyenlet

A fizikai alapkutatások egyik legsokoldalúbb és leg-
szélesebb körben használt eszköze a szóráskísérlet,
amelyben különféle részecskék kölcsönhatását tanul-
mányozzák ütközési folyamataikban. Az atommagok-
ra és a szubatomi részecskékre vonatkozó szinte vala-
mennyi információ ilyen kísérletekbôl származik,
amelyekben rugalmas vagy rugalmatlan szórás megy
végbe az ütközésben résztvevô részecskék belsô ger-
jesztésével, vagy az alkotórészek átrendezôdésével.
Ezért alapvetô fontosságú a kvantumelmélet alkalma-
zása a folyamatok leírására. Ennek ellenére a kvan-
tum-szóráselmélet csak a 20. század második felében
indult gyors fejlôdésnek. A fizikai alkalmazások mel-
lett a felmerülô matematikai kérdések vizsgálatával
ma már egy külön diszciplína, a matematikai szórásel-
mélet foglalkozik.

A szóráselmélet alapvetô feladata a kéttest-problé-
ma, amelynél két részecske egy rövid hatótávolságú
potenciállal hat kölcsön, vagyis a rendszer Hamilton-
operátora

ahol H0 a kinetikus energia operátora, V pedig a két-

H = H0 V,

test-potenciál. A szabad, illetve a kölcsönható rend-
szer dinamikáját rendre a megfelelô Schrödinger-
egyenlet írja le:

A kéttest-probléma úgynevezett egycsatornás rend-

i dΦ
dt

= H0 Φ, i dΨ
dt

= H0 V Ψ .

szer, amelynél a teljes rendszer Hamilton-operátora
csak egyfajta módon bontható fel egy szabad rendszer
operátorára és az azt perturbáló kölcsönhatásra.

A kéttest-problémánál a megoldásokra vonatkozó
szórási határfeltétel (aszimptotikus feltétel) a követke-
zôképpen fogalmazható meg:

A szórási határfeltétel valójában azt követeli meg,

lim
t →± ∞

Ψ(t ) Φ(t ) = 0 .

hogy a megoldás közelítsen a szabad mozgást leíró
megoldáshoz mind az ütközési folyamat elôtt, mind pe-
dig utána, amikor a részecskék közötti kölcsönhatás a
rövid hatótávolság miatt elhanyagolhatóvá válik.

Sokcsatornás rendszerek esetén a rendszernek több-
féle kölcsönhatásmentes aszimptotikus állapota létez-
het, ezek a teljes Hamilton-operátor különbözô felbon-
tásainak felelnek meg perturbálatlan rendszerre és köl-
csönhatásra:

A formális szóráselmélet a rendszert jellemzô ope-

H = Ha V a = Hb V b = Hc V c … stb.

rátorokra fontos összefüggéseket állapít meg. Így pél-
dául a rendszerben lezajló összes szórásfolyamatra vo-
natkozó információ jelen van a szórásoperátorban, il-
letve a tranzitoperátorban, vagy ekvivalens módon a
rendszer rezolvens operátorában. A szórást jellemzô
operátorok megfelelô mátrixelemei pedig közvetlenül
szolgáltatják az egyes ütközési folyamatokat jellemzô
fizikai mennyiségeket. Meg kell azonban jegyezni,
hogy a „formális” jelzô nem véletlen, az elmélet ugyanis
nem specifikálja a sokcsatornás rendszerek tulajdonsá-
gait, valamint nem ad útmutatást arra, hogy a hullám-
függvényt vagy a tranzitoperátort meghatározó Lipp-
mann–Schwinger-egyenlet milyen feltételek mellett és
hogyan vezet a probléma teljes megoldásához.

A szóráselmélet széleskörû alkalmazásra talált az
atomfizikai és magfizikai szórásfolyamatok tárgyalá-
sában, azonban ezek szinte kizárólagosan a Born-kö-
zelítésen alapultak, azaz a fizikailag fontos mátrix-
elemek meghatározásánál a releváns Lippmann–
Schwinger-egyenlet megoldását az elsô iterációval
helyettesítették.

A közelítô módszerek alkalmazhatóságát némileg
javították a különféle módosítások, például a torzított
hullámú Born-közelítés (distorted wave Born approxi-
mation,DWBA) vagy a csatolt csatornás Born-közelítés
(CCBA). A lényeges azonban az, hogy valamennyi
módszer „kéttest-módszer”, azaz az erôfeszítések a két-
test-dinamika minél pontosabb figyelembe vételét cé-
lozzák, minden egyéb folyamat, például a legegysze-
rûbb háromtest-folyamat, az ütközô részecskék átren-
dezôdése, csak perturbációként kezelhetô. Ez a helyzet
csak Fagyejev úttörô munkássága nyomán változhatott
meg, amikor lehetôség nyílt a három-, illetve soktest-di-
namika hatásainak figyelembe vételére is.

Háromtest-probléma, a Fagyejev-módszer

A formális szóráselmélet egyik legfontosabb eredmé-
nye, hogy a Schrödinger-egyenletet egy ekvivalens
integrálegyenlettel helyettesíti, amelybe a szórási ha-
tárfeltétel eleve beépítésre kerül. Gondot jelent azon-
ban, hogy kettônél több részecske esetére ez az
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egyenlet nem Fredholm-típusú, azaz magja még
komplex energiáknál is szinguláris, ezért folytonos
spektruma van – más szóval nem teljesül az úgyneve-
zett Fredholm-alternatíva. A mag tulajdonságait iterá-
cióval sem lehet javítani, mivel annak során a szingu-
laritást okozó „disconnected” tagok újratermelôdnek.
Ezek a tagok azért lépnek fel, mert a részecskék közti
kéttest-kölcsönhatások a harmadik részecske energiá-
ját és impulzusát megôrizve a magban szinguláris
δ-függvények megjelenéséhez vezetnek.

A kiutat a matematikai nehézségekbôl Fagyejev
találta meg [1], aki a Lippmann–Schwinger-integrál-
egyenlet magjában a szinguláris tagokat elkülönítve,
azok járulékát invertálva a szingularitást megszüntet-
te. Az eredményként adódó csatolt egyenletek magja
már jól viselkedik és többszöri iteráció után kompakt-
tá válik egy megfelelôen választott függvénytérben.

Az egyenletekrôl Fagyejev monográfiájában kimu-
tatta, hogy ekvivalensek a Schrödinger-egyenlettel,
megoldásaik azonosak, továbbá, hogy az egyenletek
homogén és inhomogén változatának nem lehetnek
egyszerre megoldásai. Fagyejev munkája megtermé-
kenyítette a témakört, az érdeklôdés azonnal megnö-
vekedett a három- és soktest-probléma iránt, és egyre
növekvô számban jelentek meg a témakörrel foglal-
kozó cikkek.

Az a körülmény, hogy Fagyejev eredményei nyo-
mán rendelkezésre álltak a háromtest-probléma meg-
oldását szolgáltató dinamikai egyenletek, gyökeres
szemléletváltást eredményezett a szóráselmélet alkal-
mazása terén is. Míg korábban az ütközések leírásá-
ban szinte kizárólag csak kéttest-módszereket alkal-
maztak, most új lehetôségek nyíltak, és ezek kihasz-
nálásában a magyar kutatók is élen jártak. Beregi Pé-
ter, Lovas István és Révai János kidolgozta a rezonan-
ciaszórás egy egzaktul megoldható háromtest-modell-
jét, Lovas István és Dénes Ervin a küszöbeffektusokat
tanulmányozta egy szintén egzaktul kezelhetô három-
test-modell keretében. Doleschall Pál és Révai János a
háromtest-egyenletek numerikus megoldásának tech-
nikáját, azon belül az iterációs módszer alkalmazható-
ságát vizsgálta.

Ugyanebben az idôben terelôdött a figyelem a hi-
perszférikus függvények, vagy más elnevezéssel a
K-harmonikusok alkalmazására a háromtest-probléma
megoldásánál. Ezek a függvények a gömbfüggvények
általánosításának feleltek meg magasabb dimenziójú
terekben, és igen alkalmasnak bizonyultak sokré-
szecskefüggvények leírására. Nem-triviális technikai
problémát jelentett azonban a bázisfüggvények
transzformációja különbözô Jacobi-koordinátarend-
szerek között. A probléma matematikai megoldása
Révai János és francia kollégája, Jacques Raynal nevé-
hez fûzôdik, akik analitikus alakban megadták a
transzformációs együtthatókat, ezeket a szakirodalom
azóta Raynal–Révai-koefficiensek néven emlegeti.

Doleschall Pál a háromnukleon-szórásproblémára
alkalmazta a Fagyejev-egyenleteket, és a numerikus
megoldás meghatározására egy óriási számítógépes
programot írt (Doleschall code ), amellyel azonnal a

szakterület élvonalába került.Fagyejev munkája nyo-
mán a háromtest-egyenleteket a konfigurációs térben
is megfogalmazták, az eredmény érdekessége abban
rejlik, hogy ezekhez a differenciálegyenletekhez nem
lehetett volna eljutni a probléma Schrödinger-egyen-
letébôl.

A kvantummechanikai N-test-probléma

Fagyejev eredményei nyomán a fejlôdés felgyorsult,
és a következô lépés kézenfekvô módon a módszer
kiterjesztése volt néhánytest-rendszerekre, ami azon-
ban korántsem volt triviális. A Fagyejev-egyenletek
analogonja, amely a kéttest t-operátorokat tartalmaz-
za a kölcsönhatások helyett, már a négytest-problé-
mánál sem küszöböli ki a 6 egyenletbôl álló egyen-
letrendszer magjának szingularitását; a szingularitá-
sok részletesebb osztályozására van szükség. A mód-
szert az N-részecskerendszerre Fagyejev tanítványa,
O.A. Jakubovszkij terjesztette ki [2]. Érdekes módon
az orosz nyelven megjelent munkáról szélesebb kör-
ben csak Fagyejev 1968-as birminghami konferen-
cián tartott meghívott elôadásából értesülhetett a
szakmai közösség.

A szingularitások osztályozásához szükség van a
partíciók és partícióláncok fogalmának a bevezetésé-
re. Az N-részecskerendszer ai, i ≥ 2 partíciója az
N-részecske felosztása i csoportra (fragmentumra,
klaszterre). Ha egy ak partíció úgy jön létre, hogy
csoportjait további részekre osztjuk, akkor fennáll
közöttük a reláció ak ⊂ ai. A partíciók egy αi = (ai,
ai+1, … aN−1) sorozatát partícióláncnak nevezzük, ha
rendelkezik a következô tulajdonsággal ai ⊃ ai+1 ⊃ …
⊃ aN−1. (Közbevetôleg fontos megjegyezni, hogy N
objektum, esetünkben részecskék, partíciói egy két-
mûveletes absztrakt algebrai struktúrát, egy hálót
alkotnak, amelyben a két mûvelet a közös rész kép-
zése és az egyesítés. A háló félig rendezett struktúra,
a rendezési reláció pedig a ⊂ szimbólummal jelölt
tartalmazás.)

Mivel az aN−1 partíció egyértelmûen meghatároz
egy részecskepárt, azok indexelésére is használható.
Hasonló módon a rendszer ai partíciója egy aszimpto-
tikus csatornát határozhat meg, amelyben i kölcsön-
hatásban nem álló fragmentum van jelen. Ezért min-
den partícióhoz hozzárendelhetünk egy N-részecske-
rendszert, amelyben csak a közös fragmentumban
lévô részecskék hatnak kölcsön. Ezen aszimptotikus
csatorna Hamilton-operátora

a kölcsönhatás pedig

Ha = H0 Va ,

A magreakciók elméleti tárgyalásához legjobban

Va =
aN 1 ⊂ a

VaN 1
.

illeszkedô formalizmust Bencze találta meg, az általa
levezetett egyenletek csak a kétfragmentumos csator-
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nák T-operátorait csatolják össze, minden egyéb fo-

1. táblázat

A csatolt egyenletek száma különbözô formalizmusoknál
az N részecskeszám függvényében

N = 3 N = 4 N = 5 N = 6 N = 7 N = 8

R 3 6 10 15 21 28

BRS 3 7 15 31 63 127

CG 4 14 51 202 876 4139

NY 3 18 70 325 651 1764

Y 3 18 180 2700 56700 1587600

N-részecske-formalizmusok:
R: Rosenberg, BRS: Bencze–Redish–Sloan, CG: Chandler–Gibson,
NY: Narogyeckij–Jakubovszkij, Y: Jakubovszkij

lyamat T-operátora az elôbbiekbôl kvadratúrákkal
nyerhetô [3]. Ezek az egyenletek speciális esetként
tartalmazzák a háromtest-probléma AGS (Alt–Grass-
berger–Sandhas) egyenleteit, valamint a Sloan-féle
négytest-egyenleteket. Ugyanezekre az egyenletekre
jutott egy évvel késôbb E.F. Redish is. Az egyenlete-
ket az irodalomban ma Bencze- vagy Bencze–Redish–
Sloan (BRS) egyenleteknek nevezik.

A különbözô N-részecskeegyenletek gyakorlati
alkalmazhatóságát nagy mértékben befolyásolja a
csatolt egyenletek száma. Esetenként azonban a csa-
tolt egyenletek számának meghatározása a különféle
formalizmusokban egyáltalán nem triviális problé-
ma. Az N-részecske-szóráselméletben fellépô kom-
binatorikai problémákat Bencze tárgyalta [4]. Érde-
kességként érdemes megemlíteni, hogy a csatolt
Jakubovszkij-féle egyenletek száma megegyezik a N
objektum partíciói által alkotott partíciós hálóban a
láncok maximális számával, amely korábban nem
volt leszámolva.

Igen tanulságos összehasonlítani a csatolt egyenle-
tek számát N függvényében a különbözô formalizmu-
soknál (1. táblázat ).

Az N-részecske-formalizmus a konkrét alkalmazá-
sok mellett bizonyos szemléletbeli változásokat is
hozott magával. A korábban használt közelítô mód-
szerek az egzakt formalizmus alapján szilárdabb el-
méleti alapokat kaptak, valamint új közelítô módsze-
rek is megszülethettek. Ennek megfelelôen mind a
csatolt csatornák módszere, mind pedig az úgyneve-
zett effektív háromtest-modellek pontosabban megfo-
galmazhatókká váltak az egzakt formalizmusnak kö-
szönhetôen. A mára már jórészt kiépített egzakt for-
malizmusról jó áttekintést ad Fagyejev és Merkuriev a
témakört tárgyaló monográfiája.

A Coulomb-szórásprobléma

A kéttest Coulomb-probléma analitikus alakban meg-
oldható, ezért a precíz matematikai tárgyalás nehéz-
ségei jó ideig nem kaptak megfelelô figyelmet. A
szórási határfeltétel szerint nagy távolságokra a hul-
lámfüggvény aszimptotikus alakjának a beesô síkhul-

lám és a szórt gömbhullám szuperpozíciójához kell
közelítenie:

ez azonban a végtelen hatótávolságú Coulomb-köl-

Ψ(r) →e ikr f (θ) e
ikr

r
,

csönhatás esetén nem teljesül, vagyis érvényét veszti
az az egyszerû, intuitív fizikai kép is, amelyet a
rövid hatótávolságú potenciálon való szórással társí-
tunk. A probléma Schrödinger-egyenletének analiti-
kus megoldásából a következô aszimptotikus kifeje-
zés adódik:

ahol γ a szokásos Colulomb-paraméter, fc (θ) pedig a

Ψc (r) →e ikz iγ lnk (r z ) fc (θ)
e ikr iγ lnkr

r
,

Rutherford-féle amplitúdó. A fizikai kép némi módo-
sításával bevezethetô a szórási amplitúdó és a diffe-
renciális hatáskeresztmetszet, a híres Rutherford-féle
kifejezés. Az a körülmény, hogy a szórási amplitúdó
zérus szögnél szinguláris, valamint nem definiálható
totális hatáskeresztmetszet, már jelzi, hogy lényeges
matematikai különbség van a véges hatótávolságú
potenciálok és a Coulomb-kölcsönhatás fizikai tulaj-
donságai között.
West volt az elsô, aki felhívta a figyelmet arra, hogy

Coulomb-potenciál esetén a kéttest-probléma Lipp-
mann–Schwinger-egyenlete szinguláris, ezért az
egyenlet módosításra szorul. A szinguláris tulajdonság
abban mutatkozik meg, hogy a Coulomb szórási hul-
lámfüggvény a homogén egyenletet elégíti ki, míg a
Green-függvény az inhomogén egyenlet megoldása,
azaz az egyenletre nem teljesül az úgynevezett Fred-
holm-alternatíva. Más szóval az egyenlet nem rendel-
kezik egyértelmû megoldással, és hasonló módosítás-
ra szorul, mint a háromtest Lippmann–Schwinger-
egyenlet a Fagyejev-formalizmusban.

A Coulomb-szórás pontos matematikai tárgyalását
Dollard dolgozta ki az idôfüggô formalizmus kereté-
ben. Legyen Hc a Coulomb kéttest-probléma Hamil-
ton-operátora:

valamint legyen a Coulomb- és a „torzított szabad”

Hc = H0

e1 e2
r

,

propagátor rendre

Nyilvánvaló módon a „torzító tényezôt” úgy kell

Wc ( t) = e iHc t, U (t ) = e iH0c (t ).

megválasztani, hogy a konvergencia feltétele telje-
süljön.

Dollard hasonló módon bizonyította be, hogy sok-
csatornás Coulomb-rendszerek esetére is definiálha-
tók mind a módosított csatorna hullámoperátorok,
mind pedig a sokcsatornás rendszer szórásoperátora.
Sajnos az idôfüggô tárgyalásmód nem teszi lehetôvé
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a stacionárius formalizmusban N-test-integrálegyen-
letek levezetését.

A Fagyejev-egyenletek módosítását töltött részecs-
kék jelenléte esetén elsôként Noble dolgozta ki, aki
kihasználta azt a körülményt, hogy amennyiben csak
két töltött részecske van a háromtest-rendszerben, a
Coulomb–Hamilton-operátor rezolvense (Green-függ-
vénye) analitikus alakban elôállítható. Módosított
egyenletei megôrizték a Fagyejev-egyenletek elônyös
tulajdonságait. Noble ötlete nyomán Bencze a három-
test Coulomb-rezolvens egy csatornafüggô közelítését
felhasználva bevezette a „csatorna torzítás közelítést”
(channel distortion approximation, CDA), és lénye-
gében Coulomb-torzított AGS-egyenletekre jutott. A
CDA-közelítést késôbb a BRS-formalizmus keretében
az N-test-problémára is sikerült kidolgozni.

Azonos részecskék a szóráselméletben

Két részecske akkor azonos, ha összes fizikai tulaj-
donságuk megegyezik, és semmiféle megfigyelés
nem képes megkülönböztetni ôket. Ez a megkülön-
böztethetetlenség a kvantummechanikában egy
többértelmûséget, úgynevezett kicserélôdési elfaju-
lást (exchange degeneracy ) eredményez, ha nem ve-
zetjük be a szimmetrizálási posztulátumot: egy N
azonos részecskét tartalmazó rendszer állapotai
szükségképpen mind vagy szimmetrikusak vagy anti-
szimmetrikusak az azonos részecskék felcserélésével
szemben. Az, hogy adott esetben szimmetria vagy
antiszimmetria valósul meg, a részecske természeté-
tôl (spin) függ. Nyilvánvaló módon az azonos ré-
szecskékbôl álló rendszer Hamilton-operátora, vala-
mint minden megfigyelhetô mennyisége a részecskék
minden permutációja esetén az elôírt szimmetriával
rendelkezik. Ezt a tényt a csoportelmélet nyelvén úgy
szokás kifejezni, hogy az N azonos részecskébôl álló
rendszer minden fizikai állapota az SN szimmetrikus
csoport egydimenziós irreducibilis ábrázolása szerint
transzformálódik. Ez a követelmény természetes mó-
don általánosítható többféle azonos részecskét tartal-
mazó rendszerekre.

Kötött állapoti problémák tárgyalásánál a részecs-
kék azonosságának figyelembe vétele alapvetôn csak
technikai kérdés: a Schrödinger-féle sajátérték-felada-
tot az N -részecske Hilbert-tér megfelelô szimmetriájú
alterében kell megfogalmazni. Ezekrôl a módszerek-
rôl könyvtárnyi szakirodalom áll rendelkezésre, azon-
ban mindegyik módszer a szimmetrikus csoport elmé-
letének kiterjedt használatán alapul.

Szórásproblémáknál ezzel szemben a permutációs
szimmetria figyelembe vétele egyáltalán nem triviális
feladat, mivel a szórási hullámfüggvény aszimptotikus
alakja (szórási határfeltételek) nem rendelkezik a
megkövetelt permutációs szimmetriával az azonos
részecskék változóiban. A hagyományos eljárás sze-
rint ilyenkor a problémát meg kell oldani megkülön-
böztethetô részecskék esetére, majd utólag felössze-
gezni a fizikailag megkülönböztethetetlen csatornák

járulékát („a kicserélôdési tagokat”) az egyes hatáske-
resztmetszetekhez. Világos azonban, hogy ez az eljá-
rás nem oldja meg az alapvetô fizikai problémát, és az
elsô Born-közelítés esetétôl eltekintve a gyakorlatban
nem alkalmazható.

A néhányrészecske-szórás egyes egzakt megfogal-
mazásaiban a permutációs szimmetria beépíthetô a
szórási integrálegyenletekbe. Ennek eredményekép-
pen a csatolt egyenletek – a folyamat fizikai leírásához
szükséges mennyiségek – száma csökken. Ha N kicsi,
az egyenletek szimmetrizálása „nyers erôvel” (brute
force ) is elvégezhetô. Három azonos részecske problé-
májánál Lovelace redukálta a Fagyejev-egyenleteket
egyetlen egyenletre, a négytest-problémánál a 18 csa-
tolt Jakubovszkij-féle egyenletet fáradságos munkával
Harcsenko és Kuzmicsev vezette vissza mindössze két
csatolt egyenletre. N azonos részecske esetében azon-
ban nyilvánvalóan elkerülhetetlen absztrakt algebrai
módszerek használata.

Tetszôleges N számú azonos részecske szórásának
elsô explicit tárgyalását csoportelméleti módszerekkel
Bencze és Redish adta meg a BRS-formalizmus kere-
tében. Mivel azonban a permutációs (exchange )
szimmetria nem dinamikai természetû, explicit tárgya-
lása nem függhet az N-részecske-egyenletek szerke-
zetétôl. Ez a várakozás beigazolódott, Bencze és Re-
dish a módszert kiterjesztve az N-részecske-integrál-
egyenletek egy széles osztályára kidolgozta az azonos
részecske szórás általános algebrai elméletét [5].

A fentebb ismertetett megfontolások azt bizonyítják,
hogy megfelelô csoportelméleti és algebrai módsze-
rekkel a rendszer permutációs szimmetriája a dinami-
kai egyenletekbe is beépíthetô. Mivel ebben az eset-
ben a fizikai állapot jellemzésére kevesebb mennyiség
szükséges, a csatolt egyenletek száma természetes
módon csökken. A csatolt egyenletek számának meg-
határozása azonban ebben az esetben is nemtriviális
kombinatorikai probléma, a feladat az indexhalmaz
ekvivalenciaosztályainak leszámlálása.

A matematikai alapossággal kiépített N-test-szórás-
elmélet tehát soha nem fogja átvenni az atommag-
reakciók tárgyalásánál alkalmazott különféle heurisz-
tikus modellek szerepét. A néhánynukleon-rendsze-
rek tárgyalásánál jelenleg a négynukleon-probléma
vizsgálatára fordítanak nagy energiát, azonban itt
sem lehet korlátlanul továbblépni nagyobb rendsze-
rek felé.

Mindezen nehézségek ellenére fontos alkalmazást
találhat az N-részecske-szóráselmélet a magreakciók
elméleti tárgyalásában. Egy ilyen érdekes lehetôség a
direkt magreakciók témakörében az úgynevezett „ex-
change mechanizmusok” vizsgálata. A hagyományos
közelítô tárgyalásnál (pl. DWBA, CCBA) a kísérleti
adatok interpretálásához szükség van egyes domináns
reakciómechanizmusok figyelembe vételére. Az em-
pirikus számításoknál azonban nem ismeretes az
egyes mechanizmusokat leíró reakcióamplitúdók nor-
málása, illetve relatív súlya a hatáskeresztmetszetben.
Az ilyen esetekben segítséget jelenthet az egzakt el-
mélet és az azon alapuló kombinatorikai megfontolá-
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sok. Az elsô ilyen vizsgálatot Bencze és Chandler [6]
végezték el és megmutatták, hogy a kicserélôdési
effektusok a reakció dinamikai tárgyalásától függetle-
nül tanulmányozhatók.

Összefoglalás

A kvantummechanika kerek százéves története két
részre osztható fel. Max Planck 1900-ban megfogal-
mazott kvantumhipotézisét követôen az elsô fél év-
században megszületett és szilárd alapokat nyert a
kvantummechanika; az új elmélet pedig új szemlélet-
módot követelt meg. Nagy Károly professzor szavait
idézve Max Planck „ajtót nyitott a kvantumok világá-
ra”. A kvantummechanika lehetôvé tette az anyag
szerkezetének feltárását és törvényszerûségeinek
megértését. Az atomfizika és atommagfizika rohamos
fejlôdése szükségszerûen elvezetett az atomenergia
felszabadításához, amelyben kulminált a kvantumme-
chanika száz éves sikertörténetének elsô felvonása.
Az elsô felvonásban lényeges szerep jutott a magya-
roknak. Mint azt korábban már vázoltuk, a kvantum-
mechanika elméleti megalapozásában kulcsszerep ju-
tott Neumann Jánosnak, Wigner Jenônek, majd ké-
sôbb a Riesz Frigyes – Szôkefalvi Nagy Béla párosnak.
A felsorolás azonban itt még nem ér véget, hiszen „az
atomenergia magyar találmány” ahogy azt Alvin
Weinberg, a reaktorfizika nagy alakja megfogalmazta.
Az 1942. december 2-án kritikussá vált – azaz mûkö-
dôképesnek bizomyult – Chicago Pile 1 Szilárd Leó
és Enrico Fermi alkotása. A Washington állambeli
Hanfordban megépült szaporítóreaktort és még sok
más típust Wigner Jenô tervezte. Neumann János és
Teller Ede pedig a Manhattan-project vezéregyénisé-
gei voltak. (Csak zárójelben említjük meg, hogy Teller
Ede mellesleg „a hidrogénbomba atyja” is volt.)

A II. világháború befejezése után a figyelem ismét a
fizika békés felhasználása, az alapkutatás felé fordult,
és az 50-es évektôl kezdôdôen az érdeklôdés egyre
inkább a szóráskísérletekre összpontosult, amelyek
hamarosan a kvantumos effektusok kutatásának leg-
hatékonyabb eszközeivé váltak. Nagy szükség lett
tehát kvantum-szóráselméletre, ezen belül pedig
olyan közelítô módszerekre, amelyek segítségével a
kísérleti eredményeket értelmezni lehetett. Létrejött
az úgynevezett „formális szóráselmélet”, amely meg-
alapozta a közelítô módszerek numerikus alkalmazá-
sát. A Born-közelítés, a torzított hullámú Born-közelí-
tés (DWBA), a csatolt csatornák módszere lassanként
külön iparággá vált, amelyben nagy szerep jutott a
rohamosan fejlôdô számítástechnikának és az egyre
szélesebb körben elérhetôvé vált nagy teljesítményû
számítógépeknek. Az alkalmazott közelítô módszerek
azonban alapvetôen kéttest-szemléletmódon alapul-
tak, mivel, ahogy azt a korabeli publikációk mind-
egyikében mentegetôzésképpen megjegyezték: „a
háromtest-probléma megoldása igen bonyolult”.

Ebbe a viszonylag nyugodt és békés tevékenység-
be robbant be 1959-ben a 25 éves L.D. Fagyejev, aki

kidolgozta a kvantum háromtest-szórásprobléma szi-
gorú matematikai elméletét, és ezzel új lendületet
adott a szóráselmélet kutatásának. Ahogy Fagyejev
munkáját C. Lovelace közvetítése nyomán a nyugati
világ megismerte, lázas munka kezdôdött a három-
test-probléma elmélete és annak alkalmazása terén.
Az 1968-ban Birminghamban rendezett Three Body
Problem in Particle and Nuclear Physics konferen-
cián Fagyejev meghívott elôadásában már új fejlemé-
nyekrôl számolt be a Coulomb-szórásprobléma vala-
mint az N-test-probléma terén.

A fejlôdés ezután felgyorsult, egyre-másra születtek
meg az N-részecske-integrálegyenelek, valamint a
Coulomb-probléma megoldására irányuló egzakt és
közelítô módszerek. A fejlôdésnek ebben az intenzív
szakaszában ismét jelen voltak magyar kutatók, a Bu-
dapest csoport eredményei a fejlôdés minden szaka-
szában figyelmet keltettek a szakmai körökben. E
sikeres tevékenység alapját a kiváló nemzetközi kap-
csolatok fektették le. A magyar kutatók egyaránt meg-
fordultak Saclay-ban a francia Magkutató Központ-
ban, a dubnai Atommagkutató Intézetben, a Helsinki
Egyetem Elméleti Fizikai Kutatóintézetében, a jülichi
Magkutató Intézetben, Los Alamosban és számos
amerikai és kanadai egyetemen. A közös kutatások
anyagi feltételeit a külföldi intézményeken kívül az
MTA és az amerikai National Science Foundation kö-
zötti együttmûködési szerzôdés teremtette meg majd
két évtizedig.

A kvantummechanika száz éves történetének má-
sodik felvonása tehát szintén sikerrel zárult: megszü-
letett az N-test-szórásprobléma tárgyalásának elméleti
eszköztára, a konkrét alkalmazások már a soktest-
probléma szemléletmódjához igazodnak, és lényeges
elôrelépés történt a Coulomb-probléma terén is. Saj-
nos jelenleg még nem létezik minden esztétikai igényt
kielégítô, matematikailag szigorú, valamint a gyakor-
latban könnyen alkalmazható Coulomb-szóráselmé-
let, de az idô majd meghozza ezt is. A fejlôdésnek
azonban nincs vége, hiszen a kísérletek mindig szol-
gálnak valami új eredménnyel, aminek értelmezése
további feladatot jelent a kutatók számára.
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