
A RÁCS-BOLTZMANN MÓDSZER MTA KFKI Atomenergia Kutatóintézet

1. ábra. Részecskék mozgása az elsô rácsgáz modellben. Az üres
kör ütközés elôtti, a teli kör ütközés utáni állapotot reprezentál.

Házi Gábor

1985. november 19-én a Washington Post címoldalon
számolt be arról, hogy amerikai és francia kutatók
egymással karöltve, egy új komputerizált módszert
fejlesztettek ki gázok és folyadékok áramlásának mo-
dellezésére. A cikk nem kevesebbet állított, mint hogy
a módszer segítségével egyszerû számítógépeken
olyan számításokat lehet elvégezni, amelyek abban az
idôben csak szuperkomputereken voltak futtathatók,
és amely felhasználásával az akkori amerikai csillag-
háborús tervek fejlesztései talán felgyorsíthatók. Bár
azt határozottan állíthatjuk, hogy a fent említett mód-
szer, amely a rácsgáz módszer névre hallgat, nem
játszott meghatározó szerepet a hidegháború gyors
lezárásában, az alapmódszer gyökereibôl kifejlôdô
egyik vadhajtás, a rács- Boltzmann módszer, a fizika
számos területén jelentôs eredmények eléréséhez
segítette a módszer alkalmazóit. Az alábbiakban ezt
igyekszünk röviden bemutatni.

Bár az elsô rácsgáz módszer, amelyet folyadékdina-
mikai folyamatok modellezésére szántak francia fejlesz-
tôi a 70-es években, még komoly problémákkal küzdött,
kétségtelenül lefektette az alapokat a további fejleszté-
sekhez. A módszer végtelenül egyszerû volt, így algorit-
musának „receptje” néhány sorban összefoglalható.

Elôször is fektessünk egy szabályos négyszögrácsot
arra a geometriai tartományra, amelyben a folyadék
áramlását modellezni szeretnénk. A rácspontokat ösz-
szekötô rácsélekhez rendeljünk véletlenszerûen ré-
szecskecsomagokat, vagyis egy rácsélen vagy van,
vagy nincs részecskecsomag. A csomagokat minden
egyes lépésben mozgassuk a rácson, a rács alapján
kijelölt irányba. Ha két részecske „frontálisan” ütköz-
ne egy adott rácspontban, akkor és csak akkor irá-
nyuk változzon meg: távolodjanak az ütközési ponttól
addigi irányukkal 90 fokot bezáró szögben (1. ábra ).

Nagyobb térrészeket figyelembe véve, és az abban
található részecskék tömegét, impulzusát összegezve,
makroszkopikus mennyiségeket származtathatunk,
mint például a gáz tömege és impulzusa.

Mivel az nyilvánvaló, hogy a fent vázolt algoritmus
lokálisan megôrzi a tömeget, impulzust és energiát,
így ahhoz, hogy a módszert folyadékdinamikai számí-
tásokra tudjuk használni, a kérdés csupán az: mennyi-
re tér el az algoritmus alapján származtatható mak-
roszkopikus tömeg- és impulzusmegmaradási egyen-
let a folyadékdinamikában jól bevált Navier–Stokes-
egyenletektôl. Ma már tudjuk a választ, miszerint az
eltérés jelentôs, és többek között a származtatás után
kapott impulzusmegmaradási egyenlet feszültségten-
zora nem izotróp. Emiatt a rács elhelyezkedése, és
azon belül az, hogy a rácsvektorok milyen szöget
zárnak be a kérdéses áramlási tartomány peremeivel –
nem kívánatos módon – jelentôsen befolyásolhatják a
szimulációs eredményeket.

Több mint 10 évet kellett várni, amíg a fenti prob-
lémát francia és amerikai kutatók megoldották, és a
Washington Post beszámolhatott az áttörésrôl. A meg-
oldás roppant egyszerû volt: a négyszögletes rács
helyett hexagonálisat kellett alkalmazni. Ez a rács már
rendelkezik megfelelô mértékû forgatási invarianciá-
val, és így a módszer fejlesztése, valamint alkalmazása
a folyadékdinamikai problémák megoldására szárnyra
kapott. Érdekességképpen megemlítjük, hogy a forga-
tási invariancia és az alkalmazható rácsok kérdésével
a Mathematica programcsomag alapjait akkortájt le-
fektetô Stephen Wolfram is igen intenzíven foglalko-
zott. És bár Wolfram a rácsgáz módszerre, mint egy-
fajta sejtautomatára tekintett, egyik dolgozata révén
vált nyilvánvalóvá, hogy mely rácsok felhasználásával
lehet eljutni a kívánt hidrodinamikai egyenletekhez.

Ezt követôen újabb és újabb modellek jelentek
meg. A determinisztikus ütközési szabályokat kiegé-
szítették véletlenszerûséget is alkalmazó sztochaszti-
kus szabályokkal, amelyek természetesen továbbra is
alkalmazták a két ökölszabályt: a tömeget és impul-
zust lokálisan meg kell ôrizni minden ütközés során.
Sztochasztikus szabályok bevezetésével csökkenteni
tudták a módszer alkalmazása esetén megfigyelhetô
úgynevezett gyanús megmaradásokat, amelyek pél-
dául bizonyos determinisztikus szabályok alkalmazá-
sa esetén az impulzus soronkénti, illetve oszlopon-
kénti megmaradásában testesültek meg. A módszer
egyszerûsége, bináris természete, abszolút stabilitása
sokak számára mind a mai napig elég vonzerôt bizto-
sít ahhoz, hogy továbbfejlesszék, alkalmazzák azt.
Ugyanakkor az a tény, hogy a makroszkopikus meny-
nyiségek származtatása során kapott zaj redukciójá-
hoz nagyszámú részecske mozgását kell nyomon kö-
vetni, szinte természetes úton vezetett a 80-as évek
végén egy új módszer kifejlesztéséhez, a rács-Boltz-
mann módszerhez.
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A módszer alapötlete, hogy a részecskék szerepét

2. ábra. A rács-Boltzmann módszer esetén gyakran alkalmazott két-
és háromdimenziós elemi rácsok.
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vegyék át a rácsélekhez rendelt egyrészecske sûrû-
ségfüggvények, az ütközési szabályok helyett pedig
vezessünk be ütközési operátort, amely – akárcsak a
szabályok – gondoskodik a tömeg és impulzus lokális
megmaradásáról.

A módszer alkalmazása során tehát a sûrûségfügg-
vényeket a rácsél irányának megfelelôen mozgatjuk
egy lépésben egy rácséllel odébb, majd az ütközési
operátornak és a pillanatnyi makroszkopikus állapot-
nak megfelelôen az impulzust újra szétosztjuk. A
makroszkopikus mennyiségek, mint például sûrûség
és impulzus, a sûrûségfüggvények megfelelô momen-
tumaiként számolhatók. Vagyis a rácsponthoz tartozó
elemi térfogathoz rendelhetô sûrûség egyszerûen a
sûrûségfüggvények összege, míg az impulzus az adott
térfogathoz rendelhetô rácsélek irányának megfelelô

egységnyi sebességek és a hozzájuk tartozó sûrûség-
függvények szorzatának összege. Az alkalmazható
rács természetesen ebben az esetben sem lehet tet-
szôleges. Két dimenzióban például, az impulzus-
egyenlet rotációs invarianciáját biztosítandó, leggyak-
rabban az úgynevezett kilencsebességes modellt al-
kalmazzuk, nyolc rácsélen mozgó és egy helyben
maradó sûrûségfüggvénnyel. Három dimenzióban
pedig a legjobban elterjedt megközelítések 19 és 27
sûrûségfüggvénnyel dolgoznak (2. ábra ).

A fenti algoritmus röviden a rács-Boltzmann egyen-
lettel írható le:

ahol fi az i -edik rácsélhez rendelt sûrûségfüggvény,

(1)fi (x c i ∆ t, t ∆ t ) fi (x, t ) = Ωi (x, t ),

amely a ci rácsvektor irányában mozog egy adott lé-
pés során, és amely az Ωi ütközési operátor alkalma-
zásán keresztül lép kölcsönhatásba a többi sûrûség-
függvénnyel. f (x,c, t )dxdc tulajdonképpen repre-
zentálja azon molekulák számát, amelyek a t -edik
idôpillanatban az x pont dx környezetében vannak,
és sebességük a c és c+dc sebességintervallumba
esik. Az (1) egyenlet jobb oldalán található ütközési
operátor legegyszerûbb alakja az ütközést, mint egy
egyszerû relaxációs folyamatot írja le (Bhatnagar–
Gross–Krook vagy BGK operátor):

amelynek során a sûrûségfüggvények mindegyike egy

(2)Ωi (x, t ) =
1
τ

fi (x, t ) f eqi (x, t ) ,

adott fi
eq egyensúlyi állapot felé tart.1 Az egyensúlyi ál-

1 A rács-Boltzmann módszer elnevezés helyett gyakran a rács-
BGK elnevezést használjuk, amikor az ütközési operátort ilyen
mértékben egyszerûsítjük.

lapot a Maxwell–Boltzmann-féle eloszlás sûrûségfügg-
vényének megfelelô, egy adott diszkrét sebesség kör-
nyezetében sorfejtett alakja, másodrendig megtartva a
sorfejtés során kapott tagokat. Így az függ a lokális ρ
sûrûségtôl és u sebességtôl, amelyek, mint említettük, a
sûrûségfüggvények momentumaiként számolhatók:

Az ütközés során alkalmazott τ relaxációs paraméter

(3)ρ =
i

fi (x, t ), ρ u =
i

c i fi (x, t ).

határozza meg a modellezett folyadék viszkozitását.
Megmutatható, hogy a rács-Boltzmann egyenletet (1)
megoldva, a megfelelô momentumok (3) közelítik a kö-
zel összenyomhatatlan közegekre vonatkozó Navier–
Stokes-egyenletek megoldását, amelyekben a nyomás
az ideális gáz állapotegyenlete segítségével számolható.
A megoldás hibái, akárcsak más numerikus megoldó
módszerek esetén, a rács finomításával csökkenthetôk.

Érdemes megemlíteni, hogy a sûrûségfüggvények
második momentumaként szintén származtathatjuk az
adott rácsponthoz rendelhetô e energiát:

(4)ρe =
i

c2
i fi (x, t ),
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és a megfelelô módszerrel a

3. ábra. Falról leváló buborék rács-Boltzmann szimulációja.

4. ábra. Kétdimenziós lecsengô turbulencia rács-Boltzmann szimulációja. Bal oldalon a kezdeti sebességmezôhöz tartozó örvényesség
látható. Középen látszik, hogy a sebességgradiensek hatására hogyan válik a kezdeti közel diszkrét spektrumú sebességmezô folytonos
spektrumú mezôvé, az energia és enstrópia (az örvényesség négyzetének integrálja, nem tévesztendô össze az entrópiával) kaszkád követ-
keztében. Jobb oldalon a végállapot felé közeledve fogy az örvények száma, míg végül két egymással szemben forgó örvény marad a rend-
szerben (itt nem mutatjuk).

kapcsolódó energiamegmara-
dási egyenletet. Ahhoz azon-
ban, hogy ez utóbbi a megfe-
lelô alakú legyen, az egyensú-
lyi eloszlás sorfejtése során a
tagokat negyedrendig kell
megtartani. Vegyük észre: mi-
vel a relaxációs folyamatot továbbra is egyetlen para-
méterrel kontrollálhatjuk, így a BGK ütközési operátor
alkalmazása esetén az impulzus- és energiaegyenletek-
ben szereplô transzportegyütthatók (viszkozitás és hô-
vezetési tényezô) inherensen kapcsolódnak egymáshoz,
megnehezítve, hogy a módszert kellô rugalmassággal
alkalmazzuk tetszôleges paramétertartományban. Ép-
pen ezért olyan szituációkban, ahol az energiamegma-
radás figyelembevétele is igény, például hôátadás mo-
dellezése, általában más megoldást alkalmazunk a prob-
léma kezelésére. Egy lehetséges alternatíva, hogy az
energiaegyenletet mint a tömeg- és impulzusegyenlet-
hez csatolt makroszkopikus egyenletet oldjuk meg. Fi-
gyelembe vehetjük például, hogy az energia a folyadék
sebességével terjed, és viszkozitás révén a kinetikus
energia belsô energiává alakul. Ugyanakkor nem várjuk
el, hogy az energia mezoszkopikus szinten, tehát az
eloszlásfüggvények szintjén is megmaradjon.

Bár a rács-Boltzmann módszer a rácsgáz módsze-
rek alapjaiból fejlôdött ki, viszonylag hamar felismer-
ték, hogy a módszer tulajdonképpen a folytonos
Boltzmann-egyenlet egy speciálisan diszkretizált vál-
tozatának is tekinthetô. Mivel a sûrûségfüggvények
mozgását egy rácsra korlátozzuk, továbbá egy lépés
alatt azok csak egy rácstávolságnyit mozoghatnak,
tulajdonképpen a sebességteret diszkretizáljuk. A tér
és idô diszkretizálását pedig magának a rácsnak és a
diszkrét idôlépéseknek alkalmazásával érjük el. Ter-
mészetes tehát, hogy a fizika bizonyos területein,
amelyeknél a Boltzmann-egyenlet alkalmazása sikerre
vezetett, a rács-Boltzmann módszer szintén sikerrel
kecsegtethet, mint a Boltzmann-egyenlet numerikus
megoldó módszere. Éppen ezért az elmúlt húsz évben
a módszert számos fizikai probléma megoldására si-
kerrel alkalmazták.

Véleményünk szerint egyik legígéretesebb alkal-
mazása a többfázisú (pl. víz és annak gôze) folyadék-
dinamikai rendszerek modellezése, ahol más – jel-
lemzôen makroszkopikus – modellezési technikák
rendre csôdöt mondanak. Az alapmódszer többféle-
képpen kiterjeszthetô kétfázisú rendszerek kezelésé-
re, például vonzó és taszítóerôt modellezve a ré-
szecske-sûrûségfüggvények között. Ilyen erô alkal-
mazásával szinte tetszôleges – analitikusan leírható –
állapotegyenlettel rendelkezô folyadék modellezhe-
tô, és az abban elôforduló fázisátalakulás tanulmá-
nyozható (3. ábra ).

A módszer szintén vonzó tulajdonsága, hogy kü-
lönbözô peremfeltételek modellezése egyszerû tech-
nikák alkalmazásával megoldható. Példaként talán a
csúszásmentes falak modellezését érdemes kiemelni,
hiszen talán ez a leggyakrabban fellépô probléma
folyadékdinamikai számítások esetén. Csúszásmentes
falak esetén a fal mellett a folyadéksebesség zérus,
amely könnyedén modellezhetô a rács-Boltzmann
módszer esetén a visszapattanás-szabállyal. Ebben az
esetben a falat elérô sûrûségfüggvényt egyszerûen
visszafordítjuk, és a következô lépésben abba az
irányba mozgatjuk, ahonnan érkezett. Így két idôlé-
pésre átlagolva garantáljuk a fal melletti zérus impul-
zus kialakulását, és jó közelítéssel csúszásmentes falat
tudunk modellezni.

Kétfázisú rendszerek esetén a falak nedvesítése szin-
tén könnyedén modellezhetô, bevezetve egy, a fal és
folyadék között fellépô vonzó-, illetve taszítóerôt.

Az eddig elmondottak alapján kiviláglik a módszer
talán legnagyobb erénye, miszerint olyan fizikai folya-
matok modellezése esetén, amelyeknél a makroszko-
pikus megközelítés alkalmazása nehézségekbe ütkö-
zik, a rács-Boltzmann módszer mezoszkopikus termé-
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szete segíthet innovatív, részecskeszemléleten alapuló
megoldást találni. Másrészrôl, olyan problémák ese-
tén, ahol eddig csak a makroszkopikus mennyiségek
megfigyelésére nyílt lehetôségünk, a rács-Boltzmann
módszer lehetôséget nyújt mezoszkopikus mennyisé-
gek megfigyelésére. A rács-Boltzmann módszerrel
turbulens áramlásokat modellezve például (4. ábra )
nemcsak a hidrodinamikai sebesség és annak külön-
bözô korrelációi, de a sûrûségfüggvények maguk,
azok egyensúlyi és nem-egyensúlyi része és a köztük
megfigyelhetô korrelációk is származtathatók, tanul-
mányozhatók. Reményeink szerint ez utóbbi tény
segíthet olyan folyamatok mélyebb megértésében,
amelyek esetén a tiszta makroszkopikus megközelítés
eddig nem vezetett sikerre.

Végül, de nem utolsósorban, érdemes megemlíteni,
hogy a módszernek ugyancsak nagy elônye az egy-
szerûsége. A 3. és 4. ábrán látható szimulációk pél-
dául egy mindössze 400-500 soros számítógépprog-
rammal megvalósíthatók. A mûveletek mindegyike
lokális, így egy feladat megoldása párhuzamos számí-

tógép-architektúrán is gond nélkül kivitelezhetô. Rá-
adásul a párhuzamosítás rendkívül effektív tud lenni.
Számos gyakorlati esetben például lineáris gyorsulás
érhetô el, vagyis kétszer annyi gépen ugyanaz a fel-
adat feleannyi idô alatt végezhetô el. Ugyanakkor
nem gyôzzük hangsúlyozni, hogy bár maga a mód-
szer egyszerûen megvalósítható, a módszer mögött
rejlô bizonyítás, amely segítségével a makroszkopikus
egyenletekig eljuthatunk, közel sem tekinthetô köny-
nyen emészthetônek. Éppen ezért gyakran találkoz-
hatunk az irodalomban az alapmódszer olyan jellegû
célirányos „megspékelésével”, amely bár elsô ráné-
zésre fizikailag indokoltnak tûnik, egyszerû teszteken
kiváló eredményeket produkál, mégis a módszer rész-
letes analízisén elvérzik. Ennek ellenére úgy gondol-
juk, hogy a módszer bemutatása helyet követel magá-
nak a fizika oktatásában is. Részecskeszemlélete
gyors és könnyû befogadhatóságot, közelsége a
Boltzmann-egyenlethez a statisztikus fizika alapvetô
fogalmainak gyakorlati alkalmazását, egyszerûsége a
számítógépes kísérletezés lehetôségét biztosítja.

NEVEK ÉS HÍRNEVEK
Herzberg, Jahn, Renner, Teller és az elektron–rezgési kölcsönhatások

Hargittai Magdolna, Hargittai István
Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem,

Magyar Tudományos Akadémia

Teller Ede neve nagyon sok, a kémiában és a fizikában
számon tartott „hatásban” szerepel. Példaként említhe-
tôk a BET-egyenlet, a Jahn–Teller-hatás és Renner–Tel-
ler-hatás, a Teller–Redlich-szabály, a Herzberg–Teller-
hatás, vagy a Landau–Teller-modell. Teller hírneve
mégsem elsôsorban ennek köszönhetô. Az ezekben a
kifejezésekben vele társuló nevek viselôi közül néme-
lyikrôl sokat tudunk, másokról alig valamit. Teller a
jelek szerint a BET (Brunauer–Emmet–Teller) egyenle-
tet tartotta közülük a legjelentôsebbnek, amire az is
utal, hogy szerinte ezért az eredményéért kaphatott
volna Nobel-díjat. A BET-egyenletet valóban sokan és
sokat használják, de az eredeti megfogalmazásán kívül
ennek az egyenletnek nem volt mozgalmas „élete”,
noha még maga Teller is foglalkozott a továbbfejleszté-
sével. A Jahn–Teller-hatás [1] ezzel szemben az elmúlt
évtizedek során nagyon sok további kutatásnak lett
tárgya és kiindulópontja. Ezek közül a legjelentôsebb a
magashômérsékletû szupravezetés felfedezése [2]. A
hatás az elektron–rezgési (vibronic ) kölcsönhatások
közé tartozik, amelyek a korszerû molekulafizikában és
szerkezeti kémiában egyre nagyobb szerepet játszanak.
A Jahn–Teller-hatás mellett ide tartozik a Renner–Tel-
ler-hatás is. Feltûnô, hogy Teller ismertsége mellett
Jahn és Renner mennyire ismeretlen maradt. Ezzel a
rövid dolgozattal adózunk emléküknek.

A Jahn–Teller-hatás eredeti megfogalmazása szerint
nemlineáris szimmetrikus elfajult elektronállapotú
(vagyis elektronokkal csak részben betöltött pályák-
kal rendelkezô) molekulák nem stabilak, és ezért
szimmetrikus szerkezetük torzul. A torzulás megszün-
teti az elektronszerkezet elfajultságát és stabil – bár
kevésbé szimmetrikus – szerkezet jön létre. Egysze-
rûbben megfogalmazva, az ilyen molekulákban nincs
összhang az atommag-konfiguráció magas szimmet-
riája és az elektronsûrûség-eloszlás alacsonyabb szim-
metriája között. Ez azt eredményezi, hogy az atom-
magok egy része elmozdul eredeti helyzetébôl és
olyan konfiguráció alakul ki, amelyben az atommag-
konfiguráció és az elektronsûrûség-eloszlás szimmet-
riája már megfelel egymásnak. A molekula így ala-
csonyabb szimmetriájú lesz, mint amilyen szimmet-
riát várhatnánk pusztán a molekula szerkezeti képle-
te alapján.

A Jahn–Teller-hatás a molekula elektronszerkezete
és rezgômozgása közötti kapcsolatot fejezi ki, és ezért
a jól ismert és széles körben érvényes Born–Oppen-
heimer-közelítés a Jahn–Teller-rendszerekre elveszti
érvényességét. A Born–Oppenheimer-közelítés sze-
rint a molekula elektronszerkezete és rezgômozgása
egymástól jól elkülöníthetô annak köszönhetôen,
hogy az atommagok sokkal lassabban mozognak,
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