A RACS-BOLTZMANN MODSZER

1985. november 19-én a Washington Post cimoldalon
szamolt be arr6l, hogy amerikai és francia kutatok
egymassal karoltve, egy Gj komputerizalt modszert
fejlesztettek ki gazok és folyadékok aramlasinak mo-
dellezésére. A cikk nem kevesebbet allitott, mint hogy
a modszer segitségével egyszerd szamitogépeken
olyan szamitasokat lehet elvégezni, amelyek abban az
idében csak szuperkomputereken voltak futtathatok,
és amely felhasznalasaval az akkori amerikai csillag-
haborus tervek fejlesztései talin felgyorsithatok. Bar
azt hatdarozottan allithatjuk, hogy a fent emlitett mod-
szer, amely a rdcsgdaz modszer névre hallgat, nem
jatszott meghataroz6 szerepet a hideghabora gyors
lezarasiban, az alapmodszer gyokereibdl kifejléds
egyik vadhajtas, a rdcs- Boltzmann modszer, a fizika
szamos terlletén jelentés eredmények eléréséhez
segitette a modszer alkalmazo6it. Az alabbiakban ezt
igyeksziink roviden bemutatni.

Bar az elsG ricsgaz modszer, amelyet folyadékdina-
mikai folyamatok modellezésére szantak francia fejlesz-
t6i a 70-es években, még komoly problémakkal kiizdott,
kétségtelentl lefektette az alapokat a tovabbi fejleszté-
sekhez. A modszer végteleniil egyszerd volt, igy algorit-
musanak ,receptje” néhany sorban 6sszefoglalhato.

ElGszor is fektesstink egy szabalyos négyszogracsot
arra a geometriai tartomanyra, amelyben a folyadék
aramlasat modellezni szeretnénk. A racspontokat 6sz-
szekotd racsélekhez rendeljiink véletlenszerten ré-
szecskecsomagokat, vagyis egy ricsélen vagy van,
vagy nincs részecskecsomag. A csomagokat minden
egyes lépésben mozgassuk a racson, a racs alapjan
kijelolt iranyba. Ha két részecske ,frontalisan” titk6z-
ne egy adott ricspontban, akkor és csak akkor ird-
nyuk valtozzon meg: tivolodjanak az titkozési ponttol
addigi iranyukkal 90 fokot bezar6 szogben (1. dbra).

1. dbra. Részecskék mozgiasa az elsé ricsgaz modellben. Az res
kor titkozés eldtti, a teli kor titkozés utani allapotot reprezental.
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Nagyobb térrészeket figyelembe véve, és az abban
talalhato részecskék tomegét, impulzusat Osszegezve,
makroszkopikus mennyiségeket szirmaztathatunk,
mint példaul a gaz tomege és impulzusa.

Mivel az nyilvanvalo, hogy a fent vazolt algoritmus
lokalisan megérzi a tomeget, impulzust és energiat,
igy ahhoz, hogy a modszert folyadékdinamikai szami-
tasokra tudjuk hasznilni, a kérdés csupan az: mennyi-
re tér el az algoritmus alapjin szarmaztathatd6 mak-
roszkopikus tomeg- és impulzusmegmaradasi egyen-
let a folyadékdinamikaban jol bevalt Navier—Stokes-
egyenletektSl. Ma mar tudjuk a valaszt, miszerint az
eltérés jelentSs, és tobbek kozott a szarmaztatds utan
kapott impulzusmegmaradasi egyenlet fesziiltségten-
zora nem izotrép. Emiatt a rics elhelyezkedése, és
azon beltl az, hogy a racsvektorok milyen szoget
zarnak be a kérdéses dramlasi tartomany peremeivel —
nem kivanatos moédon — jelentSsen befolyasolhatjak a
szimuldcids eredményeket.

Tobb mint 10 évet kellett varni, amig a fenti prob-
lémat francia és amerikai kutatok megoldottik, és a
Washington Post beszamolhatott az attorésrél. A meg-
oldis roppant egyszerd volt: a négyszogletes rics
helyett hexagonalisat kellett alkalmazni. Ez a rics mar
rendelkezik megfelel6 mértékd forgatasi invariancia-
val, és igy a modszer fejlesztése, valamint alkalmazasa
a folyadékdinamikai problémak megoldasara szirnyra
kapott. Erdekességképpen megemlitjiik, hogy a forga-
tasi invariancia és az alkalmazhat6 ricsok kérdésével
a Mathematica programcsomag alapjait akkortijt le-
fektets Stephen Wolfram is igen intenziven foglalko-
zott. Es bar Wolfram a rdcsgdz modszerre, mint egy-
fajta sejtautomatara tekintett, egyik dolgozata révén
valt nyilvanvalova, hogy mely racsok felhasznalasaval
lehet eljutni a kivant hidrodinamikai egyenletekhez.

Ezt kovetSen Gjabb és Gjabb modellek jelentek
meg. A determinisztikus titkozési szabalyokat kiegé-
szitették véletlenszeriséget is alkalmazo sztochaszti-
kus szabdlyokkal, amelyek természetesen tovabbra is
alkalmaztak a két okolszabalyt: a tomeget és impul-
zust lokalisan meg kell 6rizni minden Utkozés soran.
Sztochasztikus szabalyok bevezetésével csokkenteni
tudtak a modszer alkalmazisa esetén megfigyelhets
ugynevezett gyanis megmaradasokat, amelyek pél-
daul bizonyos determinisztikus szabalyok alkalmaza-
sa esetén az impulzus soronkénti, illetve oszlopon-
kénti megmaradasiaban testesiiltek meg. A modszer
egyszerlsége, binaris természete, abszolut stabilitasa
sokak szamara mind a mai napig elég vonzerét bizto-
sit ahhoz, hogy tovabbfejlesszék, alkalmazzik azt.
Ugyanakkor az a tény, hogy a makroszkopikus meny-
nyiségek szarmaztatisa soran kapott zaj redukci6ja-
hoz nagyszamu részecske mozgasat kell nyomon ko-
vetni, szinte természetes Gton vezetett a 80-as évek
végén egy UGj modszer kifejlesztéséhez, a rics-Boltz-
mann modszerhez.
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2. abra. A racs-Boltzmann modszer esetén gyakran alkalmazott két-
és haromdimenzios elemi racsok.
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A modszer alapotlete, hogy a részecskék szerepét
vegyék at a racsélekhez rendelt egyrészecske stra-
ségfliggvények, az ttkodzési szabdlyok helyett pedig
vezessiink be ttkozési operatort, amely — akarcsak a
szabalyok — gondoskodik a tomeg és impulzus lokalis
megmaradasarol.

A modszer alkalmazasa soran tehat a striségfiigg-
vényeket a rdcsél iranyanak megfelelGen mozgatjuk
egy lépésben egy racséllel odébb, majd az ltkozési
operatornak és a pillanatnyi makroszkopikus allapot-
nak megfeleléen az impulzust Gjra szétosztjuk. A
makroszkopikus mennyiségek, mint példaul strlség
és impulzus, a strlségfiggvények megfelel6 momen-
tumaiként szamolhatok. Vagyis a racsponthoz tartozo
elemi térfogathoz rendelhetS strlség egyszerlen a
strdségfliggvények Osszege, mig az impulzus az adott
térfogathoz rendelhetd riacsélek irinyanak megfelel$
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egységnyi sebességek és a hozzajuk tartozo slrlség-
fuggvények szorzatinak oOsszege. Az alkalmazhato
rics természetesen ebben az esetben sem lehet tet-
sz6leges. Két dimenzidban példaul, az impulzus-
egyenlet rotacids invariancidjat biztositando, leggyak-
rabban az Ggynevezett kilencsebességes modellt al-
kalmazzuk, nyolc rdcsélen mozgd és egy helyben
marad6 sdrdségfiggvénnyel. Harom dimenzidban
pedig a legjobban elterjedt megkozelitések 19 és 27
strdségfiiggvénnyel dolgoznak (2. abra).

A fenti algoritmus roviden a racs-Boltzmann egyen-
lettel irhato le:

Sl re, At t+AD - flx, ) = Qx, D, (D
ahol f; az i-edik racsélhez rendelt strdségfiiggvény,
amely a ¢, racsvektor irdnyaban mozog egy adott 1é-
pés soran, és amely az Q, titkdzési operator alkalma-
zasan keresztll 1ép kolcsonhatasba a tobbi striség-
fuggvénnyel. flx,c,t)dx dc tulajdonképpen repre-
zentdlja azon molekuldk szamat, amelyek a f-edik
idépillanatban az x pont dx kornyezetében vannak,
és sebességlik a ¢ és c+dc sebességintervallumba
esik. Az (1) egyenlet jobb oldalan talalhato ttkozési
operator legegyszeribb alakja az ttkozést, mint egy
egyszerd relaxdcios folyamatot irja le (Bhatnagar—
Gross—Krook vagy BGK operator):

Qx, 0 = ‘%[ff(x, 1 - [, t)], 2

amelynek soran a striségfliggvények mindegyike egy
adott /%7 egyensulyi allapot felé tart.! Az egyensulyi al-
lapot a Maxwell-Boltzmann-féle eloszlas strlségfiigg-
vényének megfelels, egy adott diszkrét sebesség kor-
nyezetében sorfejtett alakja, masodrendig megtartva a
sorfejtés sordn kapott tagokat. Igy az fiigg a lokdlis p
strségtdl és u sebességtdl, amelyek, mint emlitettiik, a
strdségfiiggvények momentumaiként szimolhatok:

p=Y [0, pu=Ycfan 3

1

Az utkozés soran alkalmazott T relaxacios paraméter
hatirozza meg a modellezett folyadék viszkozitasat.
Megmutathat6, hogy a rics-Boltzmann egyenletet (1)
megoldva, a megfelel6 momentumok (3) kozelitik a ko-
zel Osszenyomhatatlan kozegekre vonatkozé Navier—
Stokes-egyenletek megoldasat, amelyekben a nyomas
az idedlis gaz allapotegyenlete segitségével szimolhato.
A megoldas hibai, akircsak mas numerikus megoldo
modszerek esetén, a racs finomitasaval csokkenthetdk.

Erdemes megemliteni, hogy a strlségfiiggvények
masodik momentumaként szintén szarmaztathatjuk az
adott racsponthoz rendelhet§ e energiat:

pe=) cifx, 0, 4

i

' A rdcs-Boltzmann modszer elnevezés helyett gyakran a racs-

BGK elnevezést haszndljuk, amikor az Utkozési operitort ilyen
mértékben egyszerdsitjiik.
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és a megfelel6 modszerrel a
kapcsolodd  energiamegmara-
dasi egyenletet. Ahhoz azon-
ban, hogy ez utobbi a megfe-
lels alakt legyen, az egyensu-
lyi eloszlas sorfejtése soran a
tagokat negyedrendig kell
megtartani. Vegylik észre: mi-
vel a relaxdcios folyamatot tovdbbra is egyetlen para-
méterrel kontrollalhatjuk, igy a BGK titkodzési operator
alkalmazasa esetén az impulzus- és energiaegyenletek-
ben szerepld transzportegytitthatok (viszkozitds és hoé-
vezetési tényezd) inherensen kapcsolodnak egymashoz,
megnehezitve, hogy a modszert kell6 rugalmassiaggal
alkalmazzuk tetszéleges paramétertartomanyban. Ep-
pen ezért olyan szitudciokban, ahol az energiamegma-
radas figyelembevétele is igény, példaul héatadis mo-
dellezése, altalaban mas megoldast alkalmazunk a prob-
léma kezelésére. Egy lehetséges alternativa, hogy az
energiaegyenletet mint a tomeg- és impulzusegyenlet-
hez csatolt makroszkopikus egyenletet oldjuk meg. Fi-
gyelembe vehetjiik példaul, hogy az energia a folyadék
sebességével terjed, és viszkozitds révén a kinetikus
energia belsé energiava alakul. Ugyanakkor nem varjuk
el, hogy az energia mezoszkopikus szinten, tehat az
eloszlastuiggvények szintjén is megmaradjon.

Bar a riacs-Boltzmann modszer a ricsgdz modsze-
rek alapjaibél fejlédott ki, viszonylag hamar felismer-
ték, hogy a moddszer tulajdonképpen a folytonos
Boltzmann-egyenlet egy specialisan diszkretizalt val-
tozatanak is tekinthet§. Mivel a strdségfliggvények
mozgasat egy racsra korlatozzuk, tovabba egy lépés
alatt azok csak egy rdcstivolsignyit mozoghatnak,
tulajdonképpen a sebességteret diszkretizaljuk. A tér
és idG diszkretizalasat pedig maginak a ricsnak és a
diszkrét idslépéseknek alkalmazasaval érjik el. Ter-
mészetes tehat, hogy a fizika bizonyos tertletein,
amelyeknél a Boltzmann-egyenlet alkalmazasa sikerre
vezetett, a racs-Boltzmann modszer szintén sikerrel
kecsegtethet, mint a Boltzmann-egyenlet numerikus
megold6 modszere. Eppen ezért az elmult hisz évben
a modszert szamos fizikai probléma megoldasara si-
kerrel alkalmaztak.

3. dbra. Falrol levalo buborék racs-Boltzmann szimuldcija.

Véleménytlink szerint egyik legigéretesebb alkal-
mazdsa a tobbfazisa (pl. viz és annak gbze) folyadék-
dinamikai rendszerek modellezése, ahol mas — jel-
lemz6en makroszkopikus — modellezési technikak
rendre ¢s6dot mondanak. Az alapmodszer tobbféle-
képpen kiterjeszthetS kéttazist rendszerek kezelésé-
re, példaul vonz6 és taszitéerGt modellezve a ré-
szecske-strdségfliiggvények kozott. Ilyen erd alkal-
mazdsaval szinte tetszéleges — analitikusan leirhat6 —
allapotegyenlettel rendelkezé folyadék modellezhe-
t8, és az abban el6forduld fazisatalakulas tanulma-
nyozhato (3. dbra).

A modszer szintén vonzo tulajdonsiga, hogy ki-
16nb6z6 peremfeltételek modellezése egyszerd tech-
nikdk alkalmazisival megoldhat6. Példaként taldn a
csuszasmentes falak modellezését érdemes kiemelni,
hiszen talan ez a leggyakrabban fellépS probléma
folyadékdinamikai szimitisok esetén. Csuszasmentes
falak esetén a fal mellett a folyadéksebesség zérus,
amely konnyedén modellezheté a racs-Boltzmann
modszer esetén a visszapattanas-szaballyal. Ebben az
esetben a falat elér§ strlségfliggvényt egyszertden
visszaforditjuk, és a kovetkezS lépésben abba az
irinyba mozgatjuk, ahonnan érkezett. Igy két idslé-
pésre atlagolva garantaljuk a fal melletti zérus impul-
zus kialakulasat, és jo kozelitéssel cstiszasmentes falat
tudunk modellezni.

Kétfazisa rendszerek esetén a falak nedvesitése szin-
tén konnyedén modellezhets, bevezetve egy, a fal és
folyadék kozott felleps vonzo-, illetve taszitderdt.

Az eddig elmondottak alapjan kivilaglik a modszer
talan legnagyobb erénye, miszerint olyan fizikai folya-
matok modellezése esetén, amelyeknél a makroszko-
pikus megkozelités alkalmazasa nehézségekbe titko-
zik, a raics-Boltzmann modszer mezoszkopikus termé-

4. abra. Kétdimenzios lecsengé turbulencia racs-Boltzmann szimulacidja. Bal oldalon a kezdeti sebességmezGhoz tartozd Orvényesség
lathat6. Kozépen latszik, hogy a sebességgradiensek hatdsiara hogyan valik a kezdeti kozel diszkrét spektrumi sebességmezé folytonos
spektrumit mez6vé, az energia és enstropia (az 6rvényesség négyzetének integrilja, nem tévesztends 6ssze az entropiaval) kaszkad kovet-
keztében. Jobb oldalon a végallapot felé kozeledve fogy az drvények szdma, mig végiil két egymassal szemben forgd 6rvény marad a rend-
szerben (itt nem mutatjuk).
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szete segithet innovativ, részecskeszemléleten alapulo
megoldast talalni. Masrészrdl, olyan problémak ese-
tén, ahol eddig csak a makroszkopikus mennyiségek
megfigyelésére nyilt lehet&ségiink, a rics-Boltzmann
modszer lehetGséget nyGjt mezoszkopikus mennyisé-
gek megfigyelésére. A racs-Boltzmann modszerrel
turbulens dramlasokat modellezve példaul (4. dbra)
nemcsak a hidrodinamikai sebesség és annak kiilon-
b6z6 korrelacioi, de a suriségfliggvények maguk,
azok egyensulyi és nem-egyensulyi része és a koztik
megfigyelhetS korrelaciok is szarmaztathatok, tanul-
manyozhatok. Reményeink szerint ez utébbi tény
segithet olyan folyamatok mélyebb megértésében,
amelyek esetén a tiszta makroszkopikus megkozelités
eddig nem vezetett sikerre.

Végiil, de nem utolsésorban, érdemes megemliteni,
hogy a modszernek ugyancsak nagy elénye az egy-
szerlsége. A 3. és 4. dbrdn lathato szimulaciok pél-
daul egy minddssze 400-500 soros szamitdgépprog-
rammal megval6sithatok. A muveletek mindegyike
lokalis, igy egy feladat megoldasa parhuzamos szami-

NEVEK ES HIRNEVEK

togép-architektaran is gond nélkil kivitelezhets. Ra-
adasul a parhuzamositas rendkiviil effektiv tud lenni.
Szamos gyakorlati esetben példaul linearis gyorsulds
érhet6 el, vagyis kétszer annyi gépen ugyanaz a fel-
adat feleannyi id6 alatt végezhetSé el. Ugyanakkor
nem gy6zzik hangstlyozni, hogy bar maga a mod-
szer egyszerien megvalosithatd, a modszer mogott
rejlé bizonyitas, amely segitségével a makroszkopikus
egyenletekig eljuthatunk, kozel sem tekinthets kony-
nyen emészthetének. Eppen ezért gyakran talilkoz-
hatunk az irodalomban az alapmodszer olyan jellegl
céliranyos ,megspékelésével”, amely bar elsé rané-
zésre fizikailag indokoltnak tinik, egyszerd teszteken
kivalo eredményeket produkal, mégis a modszer rész-
letes analizisén elvérzik. Ennek ellenére Ggy gondol-
juk, hogy a modszer bemutatasa helyet kovetel maga-
nak a fizika oktatdsiban is. Részecskeszemlélete
gyors €s konnyd befogadhatosagot, kozelsége a
Boltzmann-egyenlethez a statisztikus fizika alapvets
fogalmainak gyakorlati alkalmazasat, egyszertisége a
szamitogépes kisérletezés lehetGségét biztositja.

Herzberg, Jahn, Renner, Teller és az elektron—rezgési kolcsonhatasok

Teller Ede neve nagyon sok, a kémidban és a fizikiban
szamon tartott ,hatisban” szerepel. Példaként emlithe-
t6k a BET-egyenlet, a Jahn-Teller-hatas és Renner—Tel-
ler-hatas, a Teller—Redlich-szabaly, a Herzberg-Teller-
hatds, vagy a Landau-Teller-modell. Teller hirneve
mégsem elsGsorban ennek koszonhets. Az ezekben a
kifejezésekben vele tarsul6 nevek visel6i kozil néme-
lyikr6l sokat tudunk, masokrol alig valamit. Teller a
jelek szerint a BET (Brunauer—-Emmet-Teller) egyenle-
tet tartotta kozulik a legjelentGsebbnek, amire az is
utal, hogy szerinte ezért az eredményéért kaphatott
volna Nobel-dijat. A BET-egyenletet valoban sokan és
sokat hasznaljak, de az eredeti megfogalmazasan kiviil
ennek az egyenletnek nem volt mozgalmas ,élete”,
noha még maga Teller is foglalkozott a tovabbfejleszté-
sével. A Jahn-Teller-hatas [1] ezzel szemben az elmult
évtizedek sorin nagyon sok tovabbi kutatisnak lett
targya és kiindulopontja. Ezek kozil a legjelentGsebb a
magashémérsékletli szupravezetés felfedezése [2]. A
hatas az elektron-rezgési (vibronic) kolcsonhatasok
kozé tartozik, amelyek a korszerd molekulafizikiban és
szerkezeti kémiaban egyre nagyobb szerepet jatszanak.
A Jahn-Teller-hatas mellett ide tartozik a Renner—Tel-
ler-hatas is. Felting, hogy Teller ismertsége mellett
Jabn és Renner mennyire ismeretlen maradt. Ezzel a
rovid dolgozattal adoézunk emlékiiknek.

HARGITTAI MAGDOLNA, HARGITTAI ISTVAN: NEVEK ES HIRNEVEK

Hargittai Magdolna, Hargittai Istvan

Budapesti Mliszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem,
Magyar Tudoményos Akadémia

A Jahn-Teller-hatas eredeti megfogalmazasa szerint
nemlinedris szimmetrikus elfajult elektronallapota
(vagyis elektronokkal csak részben betoltott palyak-
kal rendelkez$) molekulak nem stabilak, és ezért
szimmetrikus szerkezetlk torzul. A torzulds megsziin-
teti az elektronszerkezet elfajultsigat és stabil — bar
kevésbé szimmetrikus — szerkezet jon létre. Egysze-
ribben megfogalmazva, az ilyen molekulakban nincs
Osszhang az atommag-konfiguracié magas szimmet-
ridja és az elektronstriség-eloszlas alacsonyabb szim-
metridja kozott. Ez azt eredményezi, hogy az atom-
magok egy része elmozdul eredeti helyzetébdl és
olyan konfigurdcio alakul ki, amelyben az atommag-
konfigurdcio és az elektronstriség-eloszlas szimmet-
ridja mar megfelel egymasnak. A molekula igy ala-
csonyabb szimmetriaja lesz, mint amilyen szimmet-
riat varhatnank pusztin a molekula szerkezeti képle-
te alapjan.

A Jahn-Teller-hatas a molekula elektronszerkezete
és rezgémozgasa kozotti kapcesolatot fejezi ki, és ezért
a jol ismert és széles korben érvényes Born—-Oppen-
heimer-kozelités a Jahn-Teller-rendszerekre elveszti
érvényességét. A Born—-Oppenheimer-kozelités sze-
rint a molekula elektronszerkezete és rezgémozgasa
egymastol jol elkulonithetd annak koszonhetSen,
hogy az atommagok sokkal lassabban mozognak,
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