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,Az ismert dolgok végesek, az ismeretlenek végtelenek; szellemiink egy kis
szigetecskén all a megmagyarazhatatlan dolgok végtelen 6ceanjanak kozepén.
Valamennyi generacionak az a dolga, hogy meghoditson még egy kis szigetet.”

Diakkoriink

Didkkoriink 1999-ben alakult a bajai Szent Liszl6 Al-
talanos Miuvel6dési Kozpontban, Mandelbrot Tudo-
manyos Didkkor néven. ElsS terveink kozé tartozott a
fraktilok megismerése. Késébb a program kib&vilt
tizikai és mas természeti jelenségek szamitogépes
modellezésével. ElsGsorban a természettudomanyo-
kat, matematikat, szamitogépes programozast kedve-
16 tanulok jelentkeznek. A végzett didkkorodseink
nagy része muszaki, tudomanyos palyat valaszt.

Miért hasznalunk numerikus modszereket?

A kozépiskoliban tanult természettudominyos tar-
gyak, koztik elsGsorban a fizika gyakran hasznal dif-
ferencidlegyenleteket a mozgasok, jelenségek idébeli
valtozasanak leirasara. Ha valos problémakkal szeret-
nénk szakkoron, diakkoron foglalkozni, akkor az el-
méleti leirds, de f6leg annak egzakt megoldisa meg-
haladja a kozépiskolaban elsajatithatd6 matematikat.
Még a matematikdban jeleskedd tanulok sem jutnak
tovibb néhiany egyszerd, szeparilhaté kozonséges
differencidlegyenlet analitikus megoldasanal. A diffe-
rencial- és integralszamitas alapjainak elsajatitisa utan
a felsébb éves érdekldds didkok elegendd matemati-
kai és informatikai tudassal birnak ahhoz, hogy né-
hiany numerikus modszer alkalmazasiaval oldjanak
meg a valos életbdl vett természettudomanyos problé-
mat. A kapott eredményeket, grafikonokat célszerd
Osszevetni a tényleges megfigyeléssel, méréssel ka-
pott adatokkal.

Milyen modszereket hasznilunk?

Kozonséges, elsé- és masodrendd linearis (idénként
nemlinedris) differencidlegyenletek megoldasara ki-

A cikk a 2009. augusztus 27-29. kozott a Fizika tanitasa tartalma-
san és érdekesen nemzetkozi konferencian szekcio-elGadasként el-
hangzott Numerikus médszerek a diakkéron (eléado: Jaloveczki Jo-
zsef) alapjan késziilt. A szerzék koszonik Tél Tamds (ELTE, Elméleti
Fizika Tanszék) professzor Gr hasznos tanacsait, Gtmutatasait.
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lonféle numerikus modszerek léteznek. A diakkdron
ezek kozial harom modszert alkalmazunk. Ezeket sze-
retnénk most egyszerd példakkal ismertetni.

Euler-modszer

Ismerve y, érté€két az x, pontban (vagy ¢, pillanatban),
keressuk y,,, értékét az x,,, = x,+ b pontban (vagy ¢,.,
= t,+dt pillanatban), ahol b, illetve dtismert.

Legegyszeriibb megoldasnak a Taylor-sorfejtést
valaszthatjuk és y,,,-et sorba fejtjik az x, pont (%,
pillanat) koril és az els6 két tagot tekintjik:

yn+1 = y(x11+b) =

: o
= e+ by e b T

y;’t+17yn=An+l=by/+O(bz) (2)
ahol O(h™) olyan hibatagot jelent, mely h-ban m-ed
rendd.

Megallapodas szerint m-ed rendlnek nevezzik a
modszert, amennyiben a hibatag O(h™*") tipusi. En-
nek értelmében az Euler-modszer els6rendd. Az egy
lépésben elkovetett hiba h* rendd. Igy az idébeli val-
tozasokat leir6 mennyiségre kapott rekurzios formula:

v, = y(t=0),
€))
yn+1 = yn +Aly/(ln7yn)'

Példa
EjtGernySs mozgasa a graviticios erd és a sebesség-
gel arinyos fékezGers hatasara:

Y F=m-a=F,,-F,, @
a=y=g- ij/- &)

Rekurzios formula a sebességre a (3) alapjan:
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1. abra. Egy 100 m magasbol, kezdGsebesség nélkiil zuhano ejt6-
ernyds” sebessége Euler-modszerrel abrazolva a sebességgel ara-
nyos kozegellenillas esetén, idGlépés: dt = 0,0005 s.

v, = 0,

’ 6)
v,., = v, +a, AL

Analitikus megoldas j-ra, vagyis az ejtGernyGs se-
bességére (5) alapjan:

v = §= mcé’(le,i,f)‘ -

A megfelel paraméterek (¢, m) és a kezdeti felté-
tel megadasaval a sebesség Euler-modszerrel és anali-
tikusan is abrazolhato. A foldre érkezést a sebesség
zérusra csokkenése jelzi. Az (5) mozgisegyenlettel
jellemezhets esés sebességét Euler-modszerrel a (6)
szerint abrazoltuk (1. dbra), az altalunk valasztott
paraméterek: ¢ = 0,5 kg/s, m =1 kg, y(¢=0) = 100 m.

A mozgasegyenlet numerikus és analitikus megol-
dasa ilyen kicsi (dt = 0,0005 s) idSkozoket tekintve
nem mutat jelentds eltérést a mozgas sebességére és a
leérkezés idejére a fenti paraméterek esetén. A sebes-
ségre kapott értékek a szimolas idSlépésének novelé-
sével mar jelentSs eltérést mutatnak a kétféle eljaras-
nal (2. abra).

A modositott Euler-modszer

Az Euler-modszerben a test mozgasat Ggy irjuk le,
hogy az Gj helykoordinita a réginek és a sebesség di-
szeresének az Osszege. A sebességet az intervallum
elején léve értéknél allandonak vettiik. Ehhez képest
pontosabb a modszer, ha az intervallum koézepén vett
értékkel, azaz az idSkozre vett atlagsebességgel sza-
molunk. Ezt a modszert a Nobel-dijas Feynman is
hasznalta a dinamikai egyenletek numerikus megol-
dasanal [1].

x(t+dt) = x(0) + ditx(t+ dit/2),
x(t+ di/2) = x(t-di/2) + dt x(p).

€))

A szamolas elsG és utolso 1€péseként Euler modszerét
alkalmazzuk.

Példa

Lanc lecsuszasa vizszintes asztalrol [2]. Egy sima viz-
szintes asztalrol [ hossza lanc csuszik le. Az egyenlet
felirasakor és megoldasakor egyszerGsitésként ugy
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2. dabra. Az ,ejtSernyGs” sebességének maximalis eltérése az analiti-

kus megoldas és az Euler-modszerrel tortént szamolds kozott, az
id6koz novelésével.

tekintjiik, mintha a lanc egy — az asztal peremére haj-
litott — csGben cstszna. A mozgas kezdetekor a lanc-
nak mar [, hosszi része csuszott le az asztalrol. A
lancra minden idépontban az asztalr6l addig a pilla-
natig lecstuszott x hosszisagh lancdarab sualyaval
egyenlS Ferd hat. Ha az egész lanc silya G, a kovet-
kez& aranyt kapjuk:

©

Ezen kivil hat az asztallal valé sarlodasi erd, ami az
asztalon 1évé rész stulyaval aranyos:

F = k%(lfx)‘

8 10)

Newton II. torvényével allando egyttthatos, ma-
sodrendd (linearis) differencialegyenletet kapunk (9)
és (10) alapjan:

5&—%(1+/€)x+g/e=0. (11)

A mozgasegyenletet a (8) modszer szerint numeriku-
san megoldva abrazoltuk a lanc asztalon [évS részé-
nek hosszat (3. dbra) és a lecsisz6 lanc sebességét
(4. abra) az id6 fuggvényében.

A lanc mozgasegyenletét (11) megoldottuk a (6)
modszerrel is, amikor is az intervallum elején kapott
sebességet vesszik allandonak (Euler-modszer). Az
asztalon 1évG lanchosszakat 6sszehasonlitottuk a (8)

3. dbra. Asztalrol lecstszo lanc hossza az asztalon (dt = 0,00008 s, &
=0,05, /=4 m, [,=0,5m).

3,5+




modositott Euler-eljarassal kapott értékekkel. A lanc-
hosszak maximalis killonbségei a 1épéskoz (di) no-
vekvg értékeivel linedrisan nének, ahogy ezt az 5.
dabra mutatja.

A negyedrendd Runge-Kutta-modszer

A numerikus modszerek szakirodalmaban gyakran
alkalmazott eljards [5]. A modszer lényege segédvilto-
zOkkal kifejezett rekurzids formula az egyenletben
szerepld viltozok idébeli fejlédésének szamoldsara. A
segédvaltozok kifejezésében b a lépéskodz (interval-
lum), és f(x,, ) = y(x,,p,) derivilt:
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Mozgasegyenletek megoldasinal a negyedrendd
Runge-Kutta-modszer alkalmazott formulai az elmoz-
duladsokra [3]:

k =uv At

Iel
kR, =|v,+—|Af

2

=

IeZ
b - (U +]At (13)
k/& = (U;z+k3)At

=x

n+1

= xn+%(le] + 2k, + 2k + k).

A sebességekre:

ky = a(x, v, )At
k

/ez=a[x +—1, + Ly +1]At

2 2" 2

k k -
ko= alx v 20 s 2y 2 AlIAy (14
3 2 2" 2
k= a(x,+k,v, +k,t +A1)At

n+1 = Un +%<kl + 2]@2 * 2k3 * /€4)

Az egy lépésben elkovetett hiba »° rendd [3]. Egy
N-ed rendd eljarasban a hiba kozelitsleg hV*'. A hibak
idében halmozddnak, de ez a halmoz6das nem feltét-
lentl linearis. A Taylor-sorfejtés véges szamua taggal
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sebesség (m/s)
i
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id6 (s)
4. dbra. Asztalrol lecstszo lanc csuszasi sebessége (dt = 0,00008 s,
v, =0m/s, k= 0,05, [, = 0,5 m), a lanc asztalon 1évG részének lecsi-
szasa utan a sebesség természetesen a szabadesési torvényt koveti.

10

maximalis eltérés (mm)
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5. dabra. Az asztalon 1évé lanchosszra kapott maximalis eltérések

alakulasa az intervallum novelésével Euler- és a modositott Euler-

modszerek kozott.

valo kozelitésébdl adodo hiba mellett egy masik hiba-
forras a kerekitési, szimabrazolasi hiba. Ennek teljes
jaruléka né a lépések szamaval, ezért a b idSlépést
talsagosan kicsinek sem érdemes valasztani [4].

Példa
Fizikai (rdd) inga a szogsebességgel aranyos surlo-
dassal:

_3

¢ = lgsmcp RG. (15)

A (15) mozgasegyenlet megoldasakor a szogsebesség-
re a (14), a szogkitérésre a (13) rekurzios formuldkat

6. dbra. Az inga szogkitérése RK4 modszerrel (/=1 m, @, = 60°, k=1,
dt=0,0008 s).

1,5

5z0g (rad)
=)
°

)\

id6 (s)
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szogsebesség (1/s)

64
sz0g (rad)

7. abra. A fizikai inga fazissikja, szogsebessége a szogkitérés fiigg-
vényében (I=1m, @, = 60°, k=1, dt = 0,0008 s).

hasznaltuk. A szogkitérést az id6 fliggvényében abra-
zolva (6. dabra) a jol ismert csillapitott rezgés grafi-
kont kapjuk.

Periodikus mozgasoknal gyakran alkalmazott abra-
zolasi mod a fazistérben valo abrazolas. Ilyenkor in-
ganal a szogsebességet abrazoljuk a szogkitérés fligg-
vényében (7. abra). Az inga ledllasat az origdba befu-
to trajektoria jelzi (fixpont attraktornak nevezzik). Ha
a mozgasnal nem lépne fel surlodas, akkor a fazissik-
beli trajektoria kor lenne.

Osszehasonlitottuk a hdrom modszerrel kapott
szogkitéréseket kilonbozd novekvs  idSkozzel,
ugyanolyan paraméterek és kezdeti feltételek esetén.

¢ Euler-RK4
= Feynman—-RK4

o
38}
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8. dbra. A kilonbozé modszerek maximalis eltérése az inga szogki-

térésére novekvd id6lépés (di) szerint abrazolva.

Szembetlind, hogy mig az Euler-modszerrel szamolt
szogkitérés maximalis eltérése a Runge-Kutta4-mod-
szert6l rohamosan novekszik, addig a modositott
Euler-modszer (8) szerint szamolva az eltérések csak
linearisan nének (8. dbra).
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A XIX. OVEGES JOZSEF FIZIKAVERSENY

ORSZAGOS DONTOJE

Nyitonap — 2009. majus 22.

A XIX. Oveges Jozsef Fizikaversenyt ebben az évben
mar hetedik éve Gydrben és hatodik alkalommal a
Kazinczy Ferenc Gimnaziumban rendeztiik meg. Je-
lentds szerepet vallalt, mint tirsrendezs, GySr-Moson-
Sopron Megye Kozgytlése, Gyér Megyei Jogi Varos
Polgarmesteri Hivatala, Gy&r-Moson-Sopron Megye
Pedagobgiai Intézete és a Kazinczy Ferenc Gimnazium.

A verseny dontGjén 72 hazai és 9 hatarainkon kivili
orszagokban fizikdat magyar nyelven tanul6 diak vett
részt.

Az orszagos dontS a versenyzGk szamara ebben az
évben is téritésmentes volt. Az Oktatasi és Kulturilis
Minisztérium és a szponzorok anyagi timogatdsa, a
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Juhasz Nandor, Szeged, Rékusi Altalanos Iskola
Osz Gyorgy, Acs, Jokai Mor Altalanos Iskola
Vida Jézsef, Eger, Eszterhazy Karoly Féiskola

szakcsoport vezetése, a versenybizottsig és a helyi
kozremikods kollégak hathatos segitsége mind hoz-
zajarult a sikeres, eredményes lebonyolitashoz. Ter-
mészetes, hogy a verseny dontGjét ebben az évben
sem lehetett volna megszervezni az ambicidzus, nagy
hivatastudattal rendelkezé és elkotelezett fizikatana-
rok, az iskolak érdekeit jol 1ato, a tehetséges tanuldk
fejlédését elGsegits igazgatok nélkil.

A gy6ri varoshdaza impozans disztermében zajlo
unnepélyes megnyitoval kezdetét vette a haromnapos
verseny. A nyitéiinnepségen Osz Gy6rgy, a versenybi-
zottsag titkara bemutatta és koszontotte a diszelnok-
ség tagjait és a megjelenteket, majd Kiss Gyula, az
ELFT Altaldnos Iskolai Oktatisi Szakcsoportjanak el-
noke szoOlt a meghivottakhoz, és Frildp Viktorné me-
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