seit mutatjuk, mig pirossal a Spitzer-teleszkop infra-
voros felvétele lathatd. A még pontosabb részleteket
segit megérteni a teljesebb spektrum, ezt mutatjak

v

folil a kulonboz6 Grtavesovek egyesitett képei.

Epilogus

E latvanyos kitér6 utan egy kis 0sszefoglalassal tér-
junk vissza a csillagaszatra. A Kaliforniai Egyetem
asztron6mia, asztrofizika és kozmologia részlegének
bevezetS csillagaszati el6adasaban attekintik az el-
mault évszazadok legfontosabb eredményeit, megem-
litve azt is, hogy milyen felfedezés tette lehetévé ezek
elérését. Roviden ismételjik meg:

e 1609 koril: nem a Fold a centrum (csillagaszati
tavess és Galilei megfigyelései),

e 1814 utan: a Napot és a csillagokat hidrogéngaz
alkotja, és ma mar tudjuk, a faziod fati (spektrograf
felfedezése, Fraunhbofer),

e 1929: galaxisunk nem kozpontja a Viligegyetem-
nek (Hubble és a Mt. Wilson 2,5 méteres 6riastaveso-
ve + nagy formatumu fotdlemez),

e 1965: Big Bang (Penzias és Wilson, radiotelesz-
kop — Grtavesovek igazoljak!),

* 1995-t68l: a bolygdk gyakoriak az Univerzumban
(modern CCD-detektorok, jodcella a pontos sebesség-
mérésre),

e 1998: dontGen a ,sotét energia” (Dark Energy)
tolti ki az Univerzumot (nagy formatuma CCD-detek-
torok, 10 méteres Keck-teleszkop)...

Es most mar tudjuk, hogy ez csak a kezdet — ha
valaki kivancsi, mi késziil az égen, olvassa el Szat-
mdry Karoly és Szabados Ldszl6 Urtdvcsévek cimd
cikkét a Meteor csillagdszati évkdnyv 2009-es koteté-
ben, ha meg arra, hogy mi varhato a foldi csillagaszat-

ban, olvassa el Fiirész Gabor cikkét a kozeljovs leg-
nagyobb tervezett tavcsoveirSl a Természet Vilaga
2009/1-es kulonszamaban (Feltarul a Vildgegyetem).

Befejezésiil ma azt hissziik, hogy nagy val6szint-
séggel tudjuk, hogy mi a Vilagegyetem ,0sszetétele”:

* 4% kozonséges (barionos) anyag — ez az, amit
régota és egyre inkdbb latunk, hiala a CCD-nek is!

e 21% soOtét anyag — ez az, amit indirekt médon a
gravitacié segitségével ,mérhetiink”, hogy mi ez az
anyag, azt keresslik az Gj CERN gyorsitoval és az elemi-
rész-fizika szokasos elméleti és kisérleti eszkozeivel.

e 75% sOtét energia — a Viligegyetem gyorsulva ta-
gul, ezt mérte meg két csoport 1998-ban, és azodta so-
kan, és erre jOk a nagyon régi, tizmilliard éves szuper-
novak, no meg a CCD-k! Hogy ez az ,energia” mi lehet,
arr6l sejtelmiink sincsen, alig merem leirni, de azt is
gondoltak, hogy a gravitacios tér vikuumenergiija ta-
lan — de a becstilt energiastriség 120 nagysagrenddel
nagyobb, mint az Einstein-egyenletekbdl kovetkezik!

Ha egy becslés 120 nagysagrenddel tér el attol, amit
varnank, azt nemigen lehet komolyan venni! Ezért is
hiszem azt, hogy valami nagyon uj tton kell elindul-
nunk, és ez Kicsit tobb lehet, mint a mar emlitett kvan-
tumhipotézis! Arra gondolhatunk, amit a nagy perzsa
filozofus, matematikus, fizikus, csillagisz (szoval poli-
hisztor €s még kolts is), a perzsa naptarreform beveze-
tGje, Omar Khajjam tobb mint 900 éve mondott:

,Gondold meg: ami a viligon van, az nincs.

Fontold meg: ami a viligon nincs, az van.”

(Képes Géza forditisa)

Bizzunk a jové évek Nobel-dijasaiban és a sok ifja
kutatoban, hogy a kolté masik, kozel ezer éves joslata
nem valik valora:

»A Titkok Fatyola mogé embernek nincsen utja.

A Létnek ezt a rendszerét nincs 1élek, aki tudja.”

(Csillik Bertalan forditasa)

HELYFUGGO AMPLITUDOVAL GERJESZTETT HARMONIKUS
OSZCILLATOR KAOTIKUS VISELKEDESE

A Fizikai Szemle tobb korabbi cikke [1-5], valamint
mas folyoiratok [0] is foglalkoztak egy olyan mecha-
nikai mozgasformaval, amely noha gyokeresen eltér
a megszokottdl, el6forduldsa meglepd moédon mégis
nagyon gyakori. Ezek a szokatlan mozgasok a kaoti-
kus jelenségek, amelyek egészen napjainkig, a szami-
togépek megjelenéséig, rejtve maradtak. Az egyetemi
tananyagbol jol ismert, analitikusan megoldhato,
linearis differencialegyenletekkel leirt mozgasok csak
kozelitései a valoésagnak. A valésagos mozgasokban
mindig fellép valamilyen mértékd nemlinearitds, és
az ezt leir6 differencidlegyenleteknek mar nem léte-
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zik zart alakG megoldasa. A mozgas palyajat csak
numerikusan' lehet kiszamolni, ehhez pedig szami-
togép kell.

Ha sikeresen tilestiink a mozgasegyenletek nume-
rikus modellezésének nehézségein, (ami kis segitség-
gel felsébb évfolyamos kozépiskolas diakok szamara
is elérhetd [3, 5, 7)), mar ott is vagyunk a kaotikus

! Jelen cikkben az els6rendd differencidlegyenlet-rendszerré ala-

kitott mozgasegyenletek numerikus megoldasihoz a negyedrendd
Runge—Kutta-modszert [8] valasztottam Az = 0,01 s (a finomabb rész-
leteknél At = 0,001 s) idSléptetéssel.
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mozgasok és a fraktalok csodalatos vilagaban [9, 10],
ahol 1épésrdl 1épésre haladva, Gjabb és Gjabb 6nillo
felfedezéseket tehetink. E cikk a mechanika egy
szUk, de alapvetS szeletét, a harmonikus és anhar-
monikus oszcillaitorokat vizsgilja kilonféle nemli-
nearitisok esetén. ElGszor megnézziik, hogy mi tor-
ténik, ha a harmonikus oszcillatort allando, illetve
helyfliggé amplitadoja erével gerjesztjiik, majd meg-
vizsgaljuk ugyanezt az anbarmonikus oszcillator
esetében is. Vizsgilodasunkat kezdjik az idSben
periodikus erével gerjesztett harmonikus oszcillator-
ral, amely mozgasegyenletének newtoni alakja [11,
12] a jol ismert

ma=F +F_ +F_ .
TUgo surl gerp
rugo = _Dx7 (1)
= -cX

surl

alaku. Itt x az oszcillator kitérése, X a sebessége, D és
¢ pedig allandok. A gerjeszts erét az

E,. = Flx,t) = Amf(x) Cos(z;E t) 2
alakban irjuk, ahol az 4 egy gyorsulds dimenzi6ja
allando, m a tomeg, f(x) pedig a gerjesztési ampli-
tado helyfiiggését megado altalinos, a fiiggvényér-
tékben dimenziotlan fliggvény. A szokdsos ©; = D/ m,
200 = ¢/m jeloléseket alkalmazva mozgasegyenletiink
a kovetkezé alakot olti:

X = wsz(xa'mAf(x)cos(z;tt]. €))

Az egyszer(ibb abrazolhatosag kedvéeért, valamint
tekintettel a késGbbiekben felléps bonyolultabb moz-
gasegyenletekre, dimenzibtlanitsuk a (3) egyenletet a
t' = t/S és ¥ = x/L dimenzibtlan id8, illetve hosszu-
sag bevezetésével. Az S, illetve L tetszGlegesen meg-

valaszthato id6-, illetve hossztsigdimenzioji meny-

1. dbra. Az % = —x—0,6 %+ cos(10 1) mozgasegyenletd, két kilonbo-
26, Xy, = 0,1 (szaggatott vonal) és x,, = 0 (folytonos vonal) kezdeti
dimenzioétlan kimozduléssal, azonos v, = 0,1 dimenziétlan kezd&se-
bességgel inditott harmonikus oszcillator kitérés-idé diagramja.

0,20 -

x (rel. egys.)

T
10 15 20
t(rel. egys.)

(e}
U~
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nyiség, amelyek legyenek a kovetkezsk: § = 1/m,,
L=A/03 At=1t/w,és x=(A0) X értékeket behe-
lyettesitve (3)-ba, valamint bevezetve a

B=—", &= 4)

jeloléseket, majd visszaallitva a fliggetlen és fliggd
valtozo elnevezését ' = (-re és X’ = x-re, megkapjuk
a (3) egyenlet dimenziotlanitott alakjat:

K= -x-2Bx+f x—‘j cos(8 ). &)
0

0

A B és a d fizikai jelentéssel is bir, B a dimenzi6tlan
csillapitasi egytitthato, 8 pedig a dimenziétlan gerjesz-
tési frekvencia (a valodi gerjesztési frekvencia és a
sajatfrekvencia hinyadosa).

Helytdl figgetlen erével gerjesztett
harmonikus oszcillator

El6szor emlékeztetliink a jol ismert allandé amplitado-
ja gerjesztés esetére, amikor is f{x) = 1. Ekkor az

X = -x-2P x+cosd D). )

alaka dimenziotlan mozgasegyenlet analitikusan meg-
oldhato6, és a kitérés-id6 megoldasfiggvény hossza
id6 utan a szinuszfiggvényhez tart [11, 12]. Inditsunk
el kilonbozs kezdeti feltétellel két mozgast, és ha-
sonlitsuk Ossze a kitérés-idé fuggvénytiket. Mivel tud-
juk, hogy esetiinkben hosszu id6 utan ezek mindig a
szinuszfiiggvényhez tartanak, elegendS csak a fligg-
vény kezdeti szakaszat vizsgalni (1. abra).

Ugyanezt a mozgast a fdzistérben (a pillanatnyi
sebesség a kitérés fliggvényében) abrazolva megkap-
juk a 2.a abrdn lathato trajektoria (a mozgas fazistér-
beli palyaja) képét. Hosszu idG utan ez egy ellipszis-
hez tart. Az olyan alakzatot, amelyhez hossza id§
utan a mozgas trajektoridja tart, barhonnét is inditjuk
a mozgast egy bizonyos tartomanyon belul, attraktor-
nak nevezzik [7]. A mi esetlinkben ez egy ellipszis,
ami itt hatdarciklus attraktor, az egyszerd attraktorok
egyik fajtdja.

A gerjesztés miatt a mozgas fazistérbeli dbrazolasa
mar ebben az egyszerd esetben is bonyolultta valik.
Mivel a gerjeszts eré id6ben periodikus, célszertinek
latszik, hogy a kitérés-sebesség fiiggvényt 7' peridodus-
idénként abrazoljuk, amit stroboszkopikus leképezés-
nek hivunk. Ez lathaté a 2.b dbrdn, ahol a pontok
spirdlisan tartanak az allando6sult dllapothoz, amely-
nek ebben az dbriazolasban egyetlen pont felel meg,
ami a leképezés attraktora (fixpont attraktor). E pont
a 2.a abra ellipszisének stroboszkopikus leképezése.
A stroboszkopikus leképezés elénye, hogy a térben
kigyozo trajektoriabol periodusidénként mintat véve
a megszokott x—v sikban dbrazolhatjuk a mozgast,
ami azonban mar nem folytonos, hanem egy pontso-
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2. abra. Az %= —x—0,6 %+ cos(10 1) mozgasegyenletd (x;, = 0,1, ¢, =
0,1) harmonikus oszcillator egyszer( attraktora. a) az x—v sikon (el-
lipszis), és b) stroboszkopikus leképezéssel (pont). A b) dbrin a sor-
szamozott kis nyilak a leképezés elsé néhany pontjanak az attraktor-
hoz valo kozeledését jelzik, az 1. pont a kezdGpont.

rozat. (Ezért kapta a nevét a stroboszkoprol, amely
szaggatott megvilagitast ad.) Stroboszkopikus leképe-
zéskor? az alakzatok dimenzioja eggyel kisebb, mint a
teljes fazistérben (példaul pont lesz ellipszisbsl) [7].

Parabolikus helyfiiggé erével gerjesztett
harmonikus oszcillator

Most pedig nézziik meg, hogyan modosulnak ezek a
képlettel leirhato, szabalyos, periodikus gorbék, vala-
mint hatarciklus attraktoruk kilonb6z6 nemlinedris
hatasokra. ElsG 1é€pésben tegytink az alland6 amplita-
do6 helyébe parabolikus alakot: f(x) = (1-v %), ahol v
egy nemlinearitisi paraméter. Ekkor a dimenziétlan
mozgasegyenlet a kovetkezd alak lesz:

K= -x-2B %+(1-vx)cos@0). @

Nézzik meg e mozgas kitérés-ids fliggvényét is. Arra
mar az elsé probalkozasok utin rajohetink, hogy

A gyakorlatban nagyon egyszertien megkaphatjuk a stroboszko-
pikus leképezést, ha az idSlépést a periodusid6 szazadrészének
vessziik, és csak minden szdzadik 1épést jelenitiink meg.
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3. abra. Az %= —x—0,4 x+(1-16,636 x%) cos(0,688 1) mozgasegyenle-
td (x, = 0,05, 4, = 0,35) harmonikus oszcillator kitérés-idé (x—¢) diag-
ramja a) a = 0-60, és b) a t = 60-600 idSegység intervallumban.
mig az allandé amplitadoja gerjesztésnél teljesen
mindegy volt, melyek a rendszer paraméterei, hossza
id6 utdn mindig szinuszfliggvényhez tartott a kitérés-
idé6 fuiggvény, itt a megoldas erésen fligg a rendszer
paramétereitSl. Vizsgaljuk meg alaposabban a kovet-
kezs, konkrét paraméterértékekkel rendelkezs osz-
cillatort:

&= —x-0,4%+(1-16,636 x%) cos(0,688 ). (&)

Ha ranézlink a 3. dbran lathato kitérés-idé fuggvény-
re,’ semmilyen szabilyossdgot sem taldlunk, a mozgas
tehat kaotikus.

Azonban a fazisteret megnézve érdekes latvany ta-
rul elénk: a teljesen szabdlytalan kitérés-id6 diagramu
mozgasban nagyon is szigora rend, szabdlyossag fi-
gyelhet6 meg. Ez mar a 4.a abrdn, a trajektoriak ka-
vargasaban is jol lathato, de ha a 4.b dbra stroboszko-
pikus leképezését nézzik, akkor végtelenll egysze-
rlnek ting gorbét latunk. A kaotikusan Ossze-vissza
kavargod, hossza id6 utan a sikot teljesen besatirozo

3 P

Itt is, és a késGbbiekben is mindenkor megadjuk a kezddfel-
tételeket, de megjegyezziik, hogy kaotikus esetben ennek nincs
jelentGsége, mert a kaotikus attraktort elérs, de kilonb6zé helyek-
6l induldé mozgasok id6vel egyformin rajzoljak ki az attraktor
struktarajat.
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trajektoriadk  stroboszkopikus leképezése sohasem
hagyja el ezt a gorbét! A trajektoridk tetszsleges pont-
bol inditva, stroboszkopikus leképezésben e gorbé-
hez tartanak, hasonl6an ahhoz, ahogyan az alland6
amplitadoval gerjesztett oszcillitornal egy ellipszis-
hez. Ezért ezt is attraktornak hivjuk, de kilonleges
tulajdonsagai miatt kaotikus vagy kiilénds attraktor a
neve. A kaotikus attraktor egyik kiilonleges tulajdon-
saga a 4.b abran lathat6. Ha kinagyitjuk a ,vonal” egy
részletét, meglepddve tapasztaljuk, hogy tovabbi vo-
nalakboél all. Ha ismét tovabb nagyitanink, megint
csak ugyanazt az onbasonlo, szalas, fonalas szerkeze-
tet kapnank. A kaotikus attraktornak tehat szdlas
fraktalszerkezete van.

A kaotikus mozgis egy masik jellegzetessége, az
elore-jelezbetetlenség okat az 5. dbra szemlélteti,
ahol a konnyebb érthetéség kedvéért két nagyon
kozeli (1 ezrelék kilonbségd) pontbdl inditott moz-
gis kitérésének kiuilonbségét abrazoltuk. Az 5.a
abran jol lathato, hogy kozel 17 idGegységig nagyja-
bol egyttt halad, majd gyorsan eltavolodik egymastol
a két palya. Ha az eltavolodasnak e kis szakaszat
logaritmikus skalan abrazoljuk (5.6 dbra), akkor
nagyjabol egyenest kapunk, azaz a két kitérés loga-
ritmikus léptékben tavolodik egymastol. Az egyenes
4. dabra. Az %= —x—0,4 x+(1-16,636 2 cos(0,688 1) mozgasegyen-
letd (x, = 0,05, y, = 0,35) harmonikus oszcillator a) fazistere, és b)
stroboszkopikus leképezése. A kis nyilak azokra a pontokra hivjak
fel a figyelmet, melyeket a trajektoria atfut, miel6tt rakeril az attrak-
torra. A szamok az idébeli haladast jelzik, az 1. kezdSponttal.
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5. abra. Az % = —x—0,4 %+ (1-16,636 x*) cos(0,688 1) mozgasegyen-
letd harmonikus oszcillator x, = 0,05, ¢, = 0,35 és x, = 0,0505, 7, =
0,35 kezddofeltételek melletti két palyaja kitérésének kilonbsége az
id6 fiiggvényében, a palyak eltivolodasanak kezdetekor a) linearis
skalan, és b) logaritmikus skalan.

meredeksége, ami a trajektoridk széttartasinak mér-
tékével egyenlS, nem mas, mint az

x(t) = x(1) P ©)

kifejezésben elSforduld A a Ljapunov-exponens, az
el6re-jelezhetetlenség mérSszama. Az 5.b dbra alap-
jan elemi algebrai muveletekkel kiszamithatd A koze-
lit6 értéke. Illessziink egyenest a kozépss gorbesza-
kaszra, olvassuk le a végpontjai koordinatait, és sza-
moljuk ki az egyenes meredekségét. Az abrardl ily
moédon leolvashato érték: A = 1,28. Mivel a valosag-
ban két mozgis sohasem indulhat pontosan azonos
kezdSpontbol (valahanyadik tizedesjegyben mindig
lesz kulonbség), ezt a kezdeti kilonbséget tekinthet-
juk a fazistérbeli allapot Ax(#,)) meghatarozasi pontat-
lansaganak is. Ha ezt a Ax(#)-t 6sszehasonlitjuk vala-
milyen jellegzetes tivolsiggal, példaul a mozgas fazis-
térbeli méretével vagy az dtlagos gerjesztési amplita-
doéval, akkor megkapjuk az allapot meghatarozasanak
relativ hibajat. Egy mozgas akkor jelezhetd elére, ha e
relativ hiba hossza idé utan is viszonylag kicsi marad.
Kaotikus mozgiasok esetén a Ax(#) id6ben exponen-
cialisan n6, és ezért a relativ hiba rovid idé alatt
100%-o0s lesz, vagyis a mozgas elore-jelezbetetienné
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6. dbra. a) Az % = —x—0,6X+sin(20x) cos(4,1 1) mozgasegyenletd
(x, = 1, v, = 0) harmonikus oszcillator stroboszkopikus leképezés-
sel kirajzolt kaotikus attraktora. b) A térbeli és idébeli kétszeres
Jfrekvenciaval” is gerjesztett, x, = 1 és ¢, = 0 kezdd feltételd, az X =
—x=0,6 %+ sin(20x) cos(4,1 1) +sin(40 x) cos(8,2 1) mozgasegyenle-
td harmonikus oszcillator stroboszkopikus leképezéssel kirajzolt
kaotikus attraktora.

valik. Az az id&, ami alatt a relativ hiba kicsinek te-
kinthets és a mozgis még elGre-jelezhets, az elérejel-
zési id0, ez a Ljapunov-exponens reciprokaval ara-
nyos. Esetiinkben ez 1/A = 0,78, még az 1 dimenziot-
lan idGegységnél is kisebb. Minél nagyobb a A értéke,
annal rovidebb ideig josolhatd meg eldre a rendszer
viselkedése [7].

Szinuszos helyfiiggs erével gerjesztett
harmonikus oszcilldtor

Most nézziik meg, hogy mi torténik, ha a parabolikus
helyfliggést amplitadot szinuszosra cseréljik. Ekkor
Sflx) = sin(xx), ahol k¥ a dimenziétlan hullimszam,
ami egy masik nemlinearitasi paraméter. Az igy ka-
pott dimenzi6tlan mozgasegyenlet:

X = -x-2B x+sin(kx) cos(d 1). (10)
Ha tgyesen valasztjuk meg az allandok értékét, akkor

a G6.a abran lathatdé bonyolult geometridja, szinusz-
hullamra emlékeztets kaotikus attraktort kapjuk.
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7. dbra. Az %= —x—2500x"—0,1 %+ cos(1,04 1) mozgasegyenletd (x, =
0,1, y, = 0) nemlinearis, allandé amplitidoval gerjesztett oszcillator
stroboszkopikus leképezéssel kirajzolt kaotikus attraktora.

0 0,01

Végtil nézziikk meg, miként modosul az attraktor
gést erével gerjesztjiik a harmonikus oszcillitort. A
térbeli és idSbeli frekvencia” legyen példaul a duplija
az elsG gerjesztésének. A kaotikus attraktort a 6.6 dabra
mutatja. A 6.a és 0.b dbrat 6sszehasonlitva megallapit-
hatjuk, hogy a kaotikus attraktor alakja erésen torzult a
masodik gerjesztés hatisara, vonalai kuszabbak, ,resz-
ketGsebbek” lettek, és mintha megjelentek volna rajta a
kétszeres frekvenciaju felharmonikusok” is.

Anharmonikus oszcillator: nemlinearitas
a rugoerében

Lépjunk még eggyel tovabb, és vizsgiljunk meg egy
olyan anharmonikus oszcillitort, amelynél a nemli-
nearitds a rugéerében van.* Tegyiik fel, hogy a vissza-
hazo er6ben megjelenik egy, a kitéréstSl kobosen
figgd tag is. Az eredeti megoldand6 dimenzios moz-
gasegyenlet (keményedd rugd esetén):

X=-0lx-g x°-20x+Afx) COS(Z; t} a1

o 2

A dimenzioétlanitast az el6z6ekhez hasonloan elvégez-
ve, kapunk egy Gjabb, a rugd nemlinearitasara jellem-
z6 dimenziotlan paramétert:

o (12)

amivel a dimenzi6tlan mozgiasegyenlet:

X= —x-puxd-2p x+ xiz cos(® ). (13)
o

0

A 7.és 8. dabra alland6 amplitidoja gerjesztés esetén
kapott kaotikus attraktorokat mutat. Ezeken és a 6.

4 A rugoer6 ilyenkor a kitéréssel nem ardnyosan né. Ez a helyzet

példaul egy lagyuld vagy keményeds rugdnal.
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0,0

v (rel. egys.)
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0,03 0,04 0,05
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0,06

8. dbra. Az % = —x—15625x"=0,1 %+ cost mozgasegyenletl (x, =
0,1, v, = 0), nemlinearis, alland6 amplitidoval gerjesztett oszcillator
stroboszkopikus leképezéssel kirajzolt kaotikus attraktora.

abran kinagyitas nélkul is jol latszik a kaotikus attrak-
torok szalas, fonalas fraktalszerkezete.

Végezetil nézziink meg egy olyan esetet, amikor a
nemlinearitas a mozgasegyenletben kétszeresen is
fellép: tegytink (13)-ba most szinuszos helyfiggéstd
gerjesztést, ekkor a mozgas szinuszhullamot mintazo
kaotikus attraktora a 9. dbrdn lathato.

Zar6 gondolatok

E cikk kereteibe mar nem fér bele annak megmutatasa,
hogy nem mindig kaotikus viselkedést az anharmoni-
kus oszcillator (és a helyfliggé amplitidoval gerjesztett
harmonikus oszcillitor sem), amely tulajdonsag erGsen
figg a rendszer paramétereitsl. Sokkal konnyebb olyan
rendszerparamétereket (dimenziétlan csillapitasi egytitt-
hat6, nemlinearitasi paraméter, frekvencia) talalni, ame-
lyek mellett vonzo fixpontok vagy ugynevezett n-es
ciklusok 1épnek fel. Két fontos megallapitast tehetiink a
vizsgalt rendszerekre vonatkozdan:

e A harmonikus oszcillator is kaotikusan viselked-
het, ha a gerjeszt6 eré amplitadoja helyfiggd.

e Mind a harmonikus, mind az anharmonikus osz-
cillator esetében szinuszos helyfliggési gerjesztési
amplitidonal sokkal konnyebb kaotikus mozgast
talalni, mint parabolikus helyfiiggéstinél, vagy mint az
allando amplitadoval gerjesztett anharmonikus oszcil-
latornal.

A vizsgalt esetekben megmutatkozott a kaosz va-
lamennyi jellemzd&je: a szabalytalansdg, az elSre-je-
lezhetetlenség €s a a hely-sebesség abriazolisban
megjelend bonyolult geometridja, de szabalyos alak-
zat [7]. Az Osszes vizsgalt esetben megfigyelheté
volt, hogy a kaotikus attraktorok alakja valamilyen

0,67

0,41

0,24~

v (rel. egys.)

-0,6 T T T T T 1
-0,3

x (rel. egys.)
9. abra. Az X = —x—x°—0,1 %+ sin(20 x) cost mozgasegyenletd (x, =
1, y, = 0), szinuszos amplitddoja gerjesztésbdl és nemlinedris rugo-
erébdl szarmazo, azaz kétszeres nemlinearitasa oszcillator strobosz-
kopikus leképezéssel kirajzolt kaotikus attraktora.

formaban ,emlékezik” az Sket létrehozd nemlinearis
S(x) gerjeszté fuggvény alakjara.

Szamomra nagy o6romot és a felfedezés izgalmat
jelentette ez a kis vizsgalodas a kdosz viligaban, és
kivanom, hogy sokan részestilhessenek még hasonl6
nemes élményben. Segitségképpen szivesen atadom az
itt szerepld esetek vizsgalatihoz hasznalt szamitogépes
program C++ forraskodjat. Az ezirant érdekl6dsk irja-
nak nekem a jsliz@freemail.hu e-posta cimemre.
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