KOLMOGOROV ES A RELATIV GYAKORISAG

A valoszinlség természettudomanyos korokben legin-
kabb elfogadott interpretacidja szerint egy esemény va-
loszinlsége az esemény elGforduldsanak relativ gyako-
risiga egy megfelel§ eseményosztalyon belil. A hatos
dobas valoszintisége a hatos relativ gyakorisiga a koc-
kadobasok sorozatdban. Ezt az interpretaciot nevezzitk
relativ gyakorisdg- vagy mis néven frekvenciainterpre-
tacio a valoszinlségnek nem az egyetlen interpretacio-
ja,! mindenesetre a Laplace-féle klasszikus interpretacio
utdn a legrégebbi. Az interpreticio torténetileg a tizen-
kilencedik szazad kozepére, a cambridge-i Robert Leslie
Ellis és Jobn Venn munkassagaig nyulik vissza, igazi
népszerlségre azonban csak a logikai pozitivizmus ki-
alakuldsa sordn a Berlini kor két képviselGjénél, Hans
Reichenbach és Richard von Mises révén tett szert. Von
Mises frekventizmusa azért is rendkiviil fontos, mert az
6 nevéhez fiz&dik a valoszintségelmélet elsé axiomati-
kus targyaldsa is [1]. A modern valoszinGségszamitds
azonban mégsem t6le szarmazik, hanem Andrei N.
Kolmogorouvtdl, aki a Grundbegriffe der Wahrschein-
lichkeitsrechnung 2] cim klasszikus munkajiaban mér-
tékelméleti alapon targyalta a valoszintUséget. Ez az ele-
gans megkozelitésmod valt azutin mértékadova a valo-
szinliség matematikai targyalasat illetGen, teljességgel
kiszoritva von Mises frekventista probalkozasait. Kol-
mogorov Valosziniiségszamildsa azonban mégis meg-
Griz valamit von Mises frekventizmusabél, és a sors Kkii-
16n0s ir6niaja, hogy az axiomatizalasi parharcbol gyéz-
tesen kikeriilé Kolmogorov élete végén ismét visszatér
a valoszintség frekventista targyaldsihoz. Az alabbiak-
ban Kolmogorovnak ezt a bujtatott frekventizmusat
igyeksziink bemutatni és kritizalni.

A valoszinlség modern targyalasit a mértékelmélet
fejlédése tette lehetévé. A Grundbegriffét Kolmogo-
rovnak a val6szinlségi konvergenciak és a véletlen
folyamatok témakorében kollégajaval, Khinchinnel
folytatott b6 egy évtizedes kutatdsai el6zték meg. A
mu a hilberti program jegyében a kibontakoz6 elmé-
let axiomatikus felépitésének igényével irodott. A
rovid konyvecskébdl, amely kiting didaktikdjaval a
matematika-tankonyvek iskolapéldaja, itt benniinket
most csak azok a részek érdekelnek, amelyek a valo-
szinlség és a tapasztalat kapcsolatat targyaljak. Ezek-
bdl a részekbdl ugyanis kivildglik, hogy Kolmogorov,
kevésbé radikalis formaban ugyan, mint von Mises,
de szintén a relativ gyakorisag interpretaci6 hive.

A két elképzelés kozotti kilonbségre Kolmogorov
rogton a bevezetésben utal:

' Ehhez lasd majd a szerz6 A valoszinilség interpretdcioi cimd

hamarosan megjelend konyvét.
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,A valoszinlségszamitasnak 1éteznek mas axiomati-
kus felépitései is, méghozza éppen olyanok, amelyek-
ben a valdszinlség nem alapfogalom, hanem mas
fogalmakkal kifejezve szerepel.? Ekkor azonban mis-
ra torekszenek, nevezetesen arra, hogy a valoszindG-
ségszamitds tudomanyat a lehetd legszorosabban
osszekapcesoljak a valoszintségfogalom tapasztalati
eredetével.” ([2] 12. 0.)

Kolmogorov 6vatosabb az elmélet és a tapasztalat
viszonyat illetGen. A kett§ viszonyat tisztazo rész a
konyv masodik paragrafusiban rogton az elmélet
véges részének axiomatikdja utan kovetkezik.?

LA valoszinlségszamitas alkalmazasa a tapasztalati
valosagra a kovetkezd séma szerint torténik.

1. Felteszik, hogy adott valamilyen korlatlan szima
ismétlést megengedd € feltételegyiittes.

2. Kiindulnak az események egy meghatarozott
korébdl, amelyek felléphetnek a € feltételek megvalo-
suldsa kovetkeztében. Az egyes esetekben ezek az
események kilonb6zé kombinacidkban kovetkezhet-
nek, illetve nem kovetkezhetnek be. Az Q halmaz
magaban foglalja a figyelembe vett események beko-
vetkezésének és be nem kovetkezésének minden

3. Ha a gyakorlatban megvalosul6 € feltételek rea-
lizdloddsa utdn egy varians a (valamilyen feltételekkel
meghatdrozott) A halmazhoz tartozéonak bizonyul,
akkor azt mondjak, hogy bekovetkezik az 4 esemény.

4. Bizonyos feltételek mellett, amelyeket itt koze-
lebbrél nem ismertetlink, feltehetjik, hogy valamely
A eseménynek —amelyek a € feltételek megvalosula-
sanal lehet, hogy fellépnek, lehet, hogy nem — megfe-
leltetnek egy, a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelke-
z6 meghatdrozott P(A) valds szamot.

A. Gyakorlatilag biztosak lehetiink benne, hogy ha
a @ feltételegylittest nagyszimua n alkalommal meg-
ismeétlik, és m jeloli azoknak az eseteknek a szamat,
amelyekben az A eseménye végbement, akkor az
m/n hanyados kicsit tér el P(A4)-tol.

B. Ha P(A) nagyon kicsi, akkor gyakorlatilag biz-
tos, hogy a € feltételek egyszeri megvalositasakor az
A esemény nem fog bekovetkezni.” (14-15. 0.)

Az 1. pont vilagossa teszi, hogy Kolmogorov a va-
16szinlség fogalmat a frekventizmus szellemében ismé-
telhet6 eseményekre, tehit eseménytipusra és nem
szinguldris eseményekre alkalmazza. A 2. pont ennek
az ismétlédésnek a jellegét korvonalazza. Fontos latni,

2 Esitt a ldbjegyzet von Misesre utal.

Mielé6tt Kolmogorov nekifog, a labjegyzetben még egyszer hivat-
kozik von Misesre: ,A valoszintségszamitas valodi események ko-
rére valo alkalmazhat6sagahoz sziikséges elSfeltevések kifejtésében
nagymértékben épitiink Mises kovetkeztetéseire.” (14. 0.)
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hogy Kolmogorov — von Mises-szel ellentétben — nem
varja el az eseményektSl, hogy azok véletlenszerten
torténjenek. Az eltérd attitidok mogott a két szerzé
eltérs természetfilozofiai dllaspontja all a véletlen tekin-
tetében. Von Mises meggy6z&dése szerint a fizika mo-
dern fejleményei azt mutatjak, hogy a természet leirasa-
ra nem adhato ,algoritmus”, vagyis a véletlenség intrin-
szikus tulajdonsaga az eseményeknek. Ezzel szemben
Kolmogorov a valoszintségi kalkulust egyszerd mo-
dellnek tartotta, amelynek alkalmazhat6saga nem fliigg
a természet véletlenszerd vagy éppen determinisztikus
viselkedésétSl, hanem csak a rogzitett € feltételegytit-
testSl. A 3. feltétel pusztin a terminologiat rogziti; a
valoszintség tapasztalati alkalmazasa a 4. pontban tor-
ténik. A kozelebbrdl nem ismertetett” feltételek von
Plato [3] szerint a nagy szamok torvényeinek legfonto-
sabb feltételei, vagyis a valoszintségi fliggetlenség ta-
pasztalati alkalmazhat6sdgara vonatkoznak. A kérdésre
Kolmogorov késébb a fliggetlenség fogalmanak szen-
telt fejezetben expliciten is visszatér:

,Ennek megfelelGen a természettudomanyos gon-
dolkodas el6tt allo egyik legfontosabb feladat az,
hogy miutin a val6szintség fogalmanak a lényegét
mint kulcskérdést tisztazta, kideritse és pontositsa,
milyen eldfeltevések mellett tekinthetiink adott ta-
pasztalati jelenségeket fliggetlennek.” (22. 0.)

Ha az ismétl6ds események valoszinlségi értelem-
ben fliggetlennek tekinthetSk, akkor (egyéb jarulékos
feltételek mellett) alkalmazhatoak rajuk a nagy sza-
mok kulonféle torvényei. A nagy szamok torvényeit,
kulonosen a Bernoulli-tételnek végtelen szorzatmér-
téktéren értelmezett karakterisztikus fliggvényekre
kimondott alakjat szokasos a kovetkezSképpen értel-
mezni. A karakterisztikus fliggvények azt mutatjak
meg, hogy adott események egy végtelen kisérletso-
rozat adott futamaban bekovetkeznek-e vagy sem,
ennélfogva a karakterisztikus fliggvények aritmetikai
atlaga a szoban forgd események relativ gyakorisagat
modellezi. A Bernoulli-tétel ezek utan azt mutatja
meg, hogy ez a relativ gyakorisig (a szorzatmérték
szerinti) valoszinlségi értelemben konvergal az adott
esemény valoszintségéhez. Fontos latni, hogy ez a
konvergencia val6szintségi konvergencia: a Bernoul-
li-tétel esetében a véletlen valtozok valoszintségi
értelemben konvergilnak a kozos varhato értékhez, a
nagy szamok erds torvényeiben pedig ,majdnem biz-
tos” értelemben. A valoszinlség igy nem redukalhat6
maradéktalanul a frekvenciara, mivel a Bernoulli-tétel
kiktiszobolhetetlentl tartalmaz egy ,masodrendd”
valoszintséget is: szorzatvaloszintséget, amelyben a
konvergencia meg van fogalmazva.

Ez a val6szintlség azonban hatarértékben 1-hez tart,
s6t az erSs torvényekben 1. Es éppen ez az a tény,
amelyben a frekvenciainterpretacio igyekszik megka-
paszkodni. Ha a val6szintségtél ebben a specialis eset-
ben, vagyis akkor, amikor értéke kozel 1, sikertilne
valamiként megszabadulni, akkor — hangzik az érv —az
at nyitva allna a valészintség és a relativ gyakorisag
azonositasahoz a nagy szamok torvényein keresztul.
Mit is jelent az, hogy egy esemény valoszintisége kozel
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1; vagy a komplementer esetben, hogy egy esemény
valoszintsége kozel 0? Itt 1€p be a gondolatmenetbe
Kolmogorov 4. pontjanak B. része, amelyet az irodalom
Cournot-szabdlyként tart szamon: ha egy esemény
valoszintsége kozel van 1-hez, akkor az esemény gya-
korlati szempontbol biztosan bekovetkezik, ha pedig
kozel van 0-hoz, akkor az esemény gyakoriati szem-
pontbol biztosan nem kovetkezik be. Vagyis a valoszi-
niséget két kitlintetett esetben gyakoriatilag azonosit-
hatjuk a bekovetkezéssel: ha P(4) = 1 és ha P(4) = 0.
Az els6 esetben gyakorlatilag biztosak lehettink abban,
hogy A bekovetkezik, a masodikban pedig, hogy nem
kovetkezik be. Események konjunkcidjira a szabaly
azonban mar nem alkalmazhat6,' vagyis a Cournot-
szabaly kartyaként tehat csak egyszer jatszhato ki az
érvelésben — ez azonban éppen elég Kolmogorovnak:
ha a nagy szamok torvényeiben a szorzatvaloszintség
kozel 1 volta a Cournot-szabaly értelmében helyettesit-
hetS azzal, hogy a szoban forgd esemény vagy tény-
allas gyakorlatilag biztosan bekovetkezik, vagyis a rela-
tiv gyakorisdg és a valoszinlség gyakorlatilag biztosan
megegyezik, akkor legalabbis nagyszamu kisérletsoro-
zatban a kett6t gyakorlatilag azonosithatjuk. A Ber-
noulli-tétel a Cournot-szabaly és a fliggetlenség feltéte-
lezése mellett tehat bizonyitja, hogy a relativ gyakori-
sagok tartanak a val6szinlségekhez, azaz a valoszinG-
ség relativ gyakorisag-interpretacidja a helyes interpre-
taci6. Ez roviden Kolmogorovnal a valoszindségi ,axio-
mik tapasztalati levezetése”.

Ez az érvelés azonban teljességgel helytelen, és
nem azért — ahogy azt sokan vélik — mivel a Cournot-
szabily megalapozatlan.® A tévedés igazi oka az, hogy
a nagy szamok torvényei matematikai tételek, és igy
teljes mértékben érzéketlenek az interpretaciokra: a
tételben szereplé p betl interpreticidjatol figgden
mas és mas lesz a fizikai tartalmuk. Ha a p betit a
relativ gyakorisag-interpreticionak megfelelGen frek-
venciaként interpretdljuk, akkor a tétel kovetkezd
empirikus jelentést fogja kapni: az olyan sorozatok
sorozatainak relativ gyakorisiga, amelyekben a soro-
zat kezdS szeletébdl szamitott relativ gyakorisigok
tetszGlegesen Kkicsit térnek az aszimptotikus relativ
gyakorisagoktol, a kezdd szelet hosszaval nullahoz
tartanak. Ha a p bet(t a szubjektiv interpretacionak
megfelelen parcidlis hitként interpretdljuk, akkor a
tétel a kovetkezdt fogja jelenteni: ha az empirikus/
racionalis hivé egy adott eseményben p mértékben
hisz, akkor (feltéve a fluggetlenség altal modellezett
fizikai feltételek fennallasat) hatarértékben teljes mér-

* LA B. elv ... nem jelenti azt, hogy az 4 esemény elég hossza
kisérletsorozatban sem kovetkezik be”, és hasonloan: ,Az A. elvbdl
semmiképp sem kovetkezik, hogy nagyon nagy szamu, 7 hosszusa-
gu kisérletsorozatra minden sorozatban az m/n hanyados kicsit fog
kalonbozni P(A)-tol” — teszi vilagossa Kolmogorovnak a szakasz
végéhez flizott két megjegyzése.

> Von Mises frappans reakcitja a Cournot-szabdlyra a kovetkezs
volt: ha két specidlis értékre, tudniillik a 0-ra és az 1-re feltessziik,
hogy ott a valoszinlség megegyezik a bekovetkezéssel, vagyis (tri-
vidlis értelemben) a frekvencidval, akkor miért nem azonositjuk a
valoszinlséget a tobbi értékre is a relativ gyakorisiggal, vagyis
miért nem képviseljik kezdettdl fogva a frekvencia-interpretaciot?

FIZIKAI SZEMLE 2010/7-8



tékben fog hinni abban, hogy az események relativ
gyakorisaga egy végtelen sorozatban p. Ha a p betit a
propensity-interpreticionak megfelelGen valamilyen
kauzalis tendenciaként interpretaljuk, amelynek meg-
felelGen a fizikai kornyezet az esemény bekovetkezé-
sét elGidézi, akkor a tétel a kovetkez6t fogja jelenteni:
ha egy adott esemény p mértékben hajlamos bekovet-
kezni, akkor (ismét feltételezve a hajlamok fligget-
lenségét) az események egy olyan végtelen sorozata-
nak, amelyben a relativ gyakorisag megegyezik p-vel,
1 lesz a bekovetkezési hajlama. Lathato, hogy mind-
harom allitds empirikus — igazolasukhoz tobbek ko-
zott olyan dolgokat kell tudnunk, hogy hogyan tesz-
teljik végtelen sorozatok sorozatit, hogyan mérjik
végtelen sorozatok relativ gyakorisagara vonatkozo
hiteinket, illetve az ilyenek létrehozasara vonatkoz6
propensityt. Ezek tesztelése jelenthet gondot, minden-
esetre a nagy szamok torvényei, mint matematikai
allitasok elvben mindharom értelmezéssel kompatibi-
lisek, vagyis semmilyen moédon nem tintetik ki a va-
van tehat von Platonak abban, hogy Kolmogorov frek-
ventizmusat a nagy szamok torvényére, a Cournot-
szabalyra és a fliggetlenség posztulalasara épitette,

akkor helytelentl jart el. Az elmélet és a tapasztalat
kozotti szakadékot éppen olyan kevéssé lehet athi-
dalni a gyakorlati bizonyossag fogalmaval, mint von
Misesnél az aszimptotikus relativ gyakorisag segitsé-
gével. De akar igy, akar gy — tény az, hogy Kolmo-
gorovot a valdszinlség mértékelméleti kanonizicidja
ellenére élete végéig nyugtalanitotta a val6szintség
tapasztalati alkalmazhatésaganak kérdése. Késébbi
erdfeszitéseit éppen az hatirozta meg, hogy a mér-
tékelméleti megfogalmazas mellett érvényt szerezzen
a relativ gyakorisagra és a véletlenszertségre érzéke-
nyebb valoszintdségfogalomnak. Ezek a kutatasok ve-
zették azutan az algoritmikus randomitas és a Kolmo-
gorov-komplexitas [4] megalkotisahoz.
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HELL MIKSAROL, AKI 1769-BEN ELSOKENT MERTE MEG

A NAP-FOLD-TAVOLSAGOT

Amikor Hell Miksa (1720-1792) a Nap-Fold-tavolsag
mérésérdl gondolkodni kezdett, a Naprendszerrdl a
kovetkezSket lehetett tudni. Jobannes Kepler (1571—
1630) hiressé valt tapasztalati torvényei egyszerd
képet adtak a NaprendszerrSl. Ennek kozpontja a
Nap, a bolygdk a Nap koril sikmozgast végeznek, de
agy, hogy a Nap és az adott bolygo kozt 1€vés tavolsag
egyenes darabja, a vezérsugar egyenlS idSk alatt
egyenlé teriileteket sturol. A bolygok tehat sikgdrbe
palyat futnak be, méghozzi ellipszist, amelynek egyik
gyujtopontja a Nap. Kiulonbozs bolygok pedig ugy
keringenek a Nap kortil, hogy az ellipsziseik fél nagy-
tengelyei (a,) és a keringési id6 (7)) kozott az
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osszefiiggés all fenn. Igy hangzanak tehit a Kepler-
torvények.

Isaac Newtonnak sikerilt a bolygdmozgast a moz-
gasegyenletek alapjan Ggy leirni, hogy azok szamot
adhattak a Nap és a bolygo kozott érvényes koleson-
hatds, az altalanos tomegvonzis néven elnevezett,
akkor még hipotetikus er6hatasrol. Ezaltal a sikmoz-
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gas, a terlileti sebesség allandosagianak elve és a kol-
csonhatasi er6 magyarazatot nyert, csakhogy a Kep-
ler-torvényekben szereplé mennyiségek, a Nap és a
bolygd tomege, a Naptdl mért tavolsag, a tomegvon-
zasi er6ben szerepld gravitacios allandé még ismeret-
len maradt. Pontosabban: a newtoni magyarazat
konkrét célokat tlzott ki a kutatds elé: ezeket a
mennyiségeket kell valahogyan a kisérletez6 ember
szamara hozzaférhet6vé, megmérhetévé tenni. Ami-
kor ez bekovetkezett, mondjuk a Newton Principia
mathematica philosophiae naturalis (A természetfilo-
zOfia matematikai alapelved) [1] cimd mivének megje-
lenésekor, 1687-ben, a kivancsi ember szamara a ku-
tatbmunka el6tt konkrét feladatok fogalmazodtak
meg. Ezeket fogjuk az alabbiakban sorra bemutatni.

A tavolsdgok problémaja
A Fold mérete

A Kepler-torvények sajatos kopernikuszi médon a Nap-
t6l mért bolygotavolsagokrol szolnak. Igaz, nem Kepler,
vagy Newton, illetve nem is Kopernikusz (1473-1543)
volt az elsd, akiben felmerilt ez a probléma, hanem az

243





