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LXI. évfolyam 1. szám 2011. január

A HIPERMAGOK FIZIKÁJA MTA ATOMKI, Debrecen
Fényes Tibor

Hipermagnak olyan atommagot nevezünk, amely-
ben valamelyik nukleon d- vagy u -valenciakvarkja
helyett nehezebb (s-, c -) kvark van. Például, ha az
atommag egy neutronjában az udd -valenciakvarkok
közül egy d -kvarkot s -kvarkkal helyettesítünk, Λ-hi-
peront1 tartalmazó hipermag áll elô. A hipermagokat

1 A hiperonok olyan barionok, amelyekben ritka (vagy más ne-
hezebb) kvark is van. Egy ritka kvark tartalmú a Λ0, Σ±, Σ0, két
s -kvark tartalmú a Ξ−, Ξ0, három s -kvark tartalmú az Ω−-hiperon.
Léteznek c -, illetve b -kvarkot tartalmazó hiperonok is, ezeket alsó
indexszel jelölik. Például a Λc

+ bájos barion udc valenciakvarkokat
tartalmaz.

hagyományosan a Z rendszámmal (vagy az elem je-
lével), az A barionszámmal (ami a nukleon- és hipe-
ronszám összege) és a hiperon jelével jelölik. Pél-
dául a Λ

7Li azt jelenti, hogy Z = 3, A = 7 és az atom-
magban egy neutron helyett egy Λ-hiperon található.
Eddig fôleg olyan hipermagokat állítottak elô, ame-
lyekben egy ritka (s -) kvark van, de hírt adtak már
kétszeres-Λ hipermag létérôl is (ΛΛ

6He, Takahashi és
mts. [1]).

Nehéz kvark(ok) megjelenése az atommagban új
szabadsági fok(ok) jelentkezésével jár. A hipermagok
vizsgálata több szempontból is fontos.

a) Mivel a Λ-hiperonra nem áll fenn a Pauli-tiltás, a
hiperon az atommag belsejébe is beépülhet. Ez új
lehetôséget ad mélyen kötött állapotok vizsgálatára.

b) Nagy sûrûségû maganyagban (például neutron-
csillagokban) valószínûleg hiperonok is vannak. Így a
hiperon-nukleon, hiperon-hiperon kölcsönhatások
ismerete asztrofizikai szempontból is fontos.

c) A hipermagok szerkezetének megértéséhez kulcs-
kérdés a ΛN -kölcsönhatás pontos ismerete (N a nukle-
on jele). Vizsgálandó, hogy hogyan alakul a spin-spin,
spin-pálya és tenzor kölcsönhatás erôssége a ΛN -köl-

csönhatásban. Vizsgálandó továbbá a ΛΛ-, ΛΣ-, … hi-
peron-hiperon kölcsönhatások természete is.

d) Amikor egy Λ-hiperon megjelenik egy atommag-
ban, annak mérete, alakja, szimmetriái, héj- és csomó-
szerkezete, kollektív mozgása megváltozhat. Ha egy
Λ-hiperon az atommag belsô pályájára épül be, magá-
hoz vonzhatja a szomszédos nukleonokat, ami az
atommag összezsugorodásához vezethet. Mindez jó-
részt még feltáratlan terület.

e) A Λ-hiperon beépülhet az atommag belsejébe,
ahol a nukleáris környezetben effektív sajátságai meg-
változhatnak. A hipermagokban fellépô mágneses
dipólsugárzás tanulmányozása adatokat szolgáltathat
például a gΛ effektív giromágneses tényezôre.

Az elsô hipermagot Danysz és Pwiewski észlelte 1953-
ban egy kozmikus részecskék által kiváltott magreakció-
ban. Az elmúlt évtizedek során mesterségesen is elôállí-
tottak hipermagokat, de ehhez nagyenergiájú gyorsítók-
ra volt szükség és viszonylag kevés laboratóriumban
foglalkoztak hipermag-kutatással.

A közeljövôben lényeges elôrelépés várható. 2009-
ben üzembe lépett a J-PARC (Japan P roton Accelera-
tor Research Complex) gyorsító, ami 30 (késôbb 50)
GeV-es nagy intenzitású (15 μA) protonnyalábot szol-
gáltat. Ezzel a korábbiakhoz képest nagyságrendileg
intenzívebb kaon- és pionnyalábok állíthatók elô,
világviszonylatban ez lesz az elsô valódi „kaongyár”.
Az 1,1–1,8 GeV-es, intenzív kaonnyalábok megnyitják
az utat a hiper- és kétszeresen hipermagok széleskörû
vizsgálata elôtt. Nagy reményekre jogosítanak fel a
németországi GSI, PANDA (Antip roton Annihilation
at Da rmstadt), az olaszországi DAΦNE, FINUDA (a
késôbbiekben SuperB), a J-laboratórium (Jefferson
National Accelerator Facility, USA) hipermag-kutatási
programjai is, több más (például MAMI-C, Mainz)
programmal együtt.

FÉNYES TIBOR: A HIPERMAGOK FIZIKÁJA 1



1. ábra. Λ-hipermag elôállításához vezetô három reakció sematikus
ábrázolása kvarkszinten. Az ábrán a hadronok tömegei is fel vannak
tüntetve.
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2. ábra. Hipermagok elôállításához vezetô néhány reakció hatáske-
resztmetszete (σ/sr) az átadott impulzus függvényében. Hashimoto,
Tamura [2] alapján.
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3. ábra. A J-PARC szupravezetô kaon- (SKS) és hiperlabda γ-spektrométerei, bal oldalon felülné-
zeti, jobb oldalon oldalnézeti ábrázolásban. Q kvadrupól-, D dipólmágnes, DK driftkamra, TOF
repülési idôt mérô berendezés. Hashimoto, Tamura [2] alapján.

Cserenkov-detektor

Cserenkov-detektor

szupravezetõ
kaon-spektrométer

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

7Li céltárgy

hiperlabda

DK

Q10
Q9

Q8
Q7

Q6
Q5

D2

TOF

nyaláb-
spektrométer

rés

DK
TOF

DK
7 + + 7Li ( , ) Lip gK L

K +

K +

TOF

DK

p+

p+
7Li céltárgy

DK

g

BGO
Ge

plasztik
detektor

spektrométer

hiperlabda 20 cm

0 5 10 m

SKS

J-PARC

A hipermagok elôállítása,
kísérleti berendezések

Hipermagokat sokféle (mezon, elektron, proton, nehéz
ion) reakcióval lehet elôállítani. Eddig fôleg (K −, π−),
(π+, K +) és (e, e ′ K +) reakciókat használtak elôállítá-
sukra, amelyek kvarkszinten az 1. ábrán látható átala-
kulásokhoz vezettek. Néhány reakció hatáskeresztmet-
szetét (σ/sr) az átadott impulzus (p ) függvényében a 2.
ábra mutatja. K −-nyalábokkal nagyon jó hatáskereszt-
metszet érhetô el, de a nagyenergiájú protonokkal lét-
rehozott reakciókban a pionok nagyságrendekkel na-
gyobb hozammal állnak elô, mint a kaonok, így a (π+,
K +) reakció is alkalmas hipermag-vizsgálatokra.

Minden reakciótípusnak
megvan a maga elônye, köl-
csönösen kiegészítik egy-
mást. A (K −, π−) reakció külö-
nösen alkalmas helyettesítési
szerepre, ebben a neutron
ugyanazon pályán (a keringé-
si impulzusnyomaték változá-
sa nélkül) átalakulhat Λ-vá.
Ezzel szemben a (π+, K +) és
(e, e ′ K +) reakciók nagyobb
bombázó részecske impul-
zusátadással járnak és köny-
nyebben gerjesztenek nagy
spinû hipernukleáris állapo-
tokat. A (K −, π−) és (π+, K +)
reakciók a céltárgy egy neut-
ronját, míg az (e, e ′ K +) egy
protonját alakítják át Λ-hipe-
ronná (1. ábra ).

A hipermagok vizsgálhatók reakció- és γ-spektrosz-
kópiai módszerekkel. A reakcióvizsgálatokban meg
lehet határozni a hipermag tömegét, a reakció hatás-
keresztmetszetét, különbözô szögeloszlásokat stb. A
γ-spektroszkópia ugyanakkor kitûnô eszköz a nívó-
rendszerek felderítésére, spin-paritások meghatározá-
sára, a ΛN -kölcsönhatás tulajdonságainak tanulmá-
nyozására. γ-spektroszkópiai módszerekkel csak a
nukleonemisszió alatti nívók vizsgálhatók, de nagy-
ságrendileg jobb feloldással, mint reakciókban. Így a
módszerek hasznosan kiegészítik egymást.

Hipermagok vizsgálatára sokféle kísérleti berende-
zést használtak. Ezek közül csak hármat ismertetünk:
a japán J-PARC (Tokai), az olasz DAΦNE, FINUDA
(Róma) és az amerikai Jefferson-laboratórium (New-
port News, Virginia) berendezéseit.

2 FIZIKAI SZEMLE 2011 / 1



A J-PARC szupravezetô kaon- és hiperlabda

4. ábra. a) A hipermagok vizsgálatára szolgáló FINUDA detektor
a Frascati Nemzeti Laboratóriumban. b) A detektor belsô (cél-
tárgy) tartománya kinagyítva. A metszet irányára merôleges mág-
neses tér lehetôséget ad a töltött részecskék impulzusának meg-
határozására. A Si-mikrosávos detektorok és driftkamrák lehetôvé
teszik a részecskepályák meghatározását. CERN Courier (2004.
április) alapján.
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γ-spektrométere (3. ábra ). A J-PARC 30 (késôbb 50)
GeV-es protonszinkrotronának intenzív (~15 μA-es)
nyalábját alkalmas céltárgyra irányítva pion és kaon
másodlagos nyalábok nyerhetôk, körülbelül 1/500
kaon/pion arányban. Kétfokozatú elektrosztatikus
szeparátorral ezt az arányt 1-re (vagy nagyobbra) ja-
vítják, így viszonylag tiszta töltött kaonnyaláb nyerhe-
tô, körülbelül 1,8 GeV energiáig.

A vizsgálatokhoz felhasználhatók a (π+, K +), (K −,
π−) és (K −, K +) reakciók. Ez utóbbival két s -kvarkot
tartalmazó hipermagok is elôállíthatók. A (π+, K + γ)
reakciónál a nyalábspektrométerrel mérik a π+, a
szupravezetô kaonspektrométerrel a kaon, a hiperlab-
da spektrométerrel a γ-sugárzás spektrumát. A hiper-
labda spektrométer 14 n -típusú koaxiális Ge-detek-
tort tartalmaz, BGO sapkával a Compton-háttér lenyo-
mására.

Vizsgálni kívánják a 12C (K −, K +) Ξ
12Be reakcióval elô-

állított, két s -kvarkot tartalmazó hipermagot, valamint a
könnyû hipermagok gerjesztési nívórendszereit (K −, π−)
reakcióval (Nagae [3]).

Európában a Frascati Nemzeti Laboratóriumban
(Olaszország) folynak hipermag-vizsgálatok, a FINU-
DA programban (Gianotti [4], Franzini, Moulson [5]).
A következôkben ezt ismertetjük röviden.

A Laboratóriumban mûködô φ-gyárban elektron- és
pozitronnyalábokat ütköztetnek 510 + 510 = 1020
MeV energiával, amelynél a |φ〉 ≈ |ss〉, J PC = 1− − vek-
tormezonok éles rezonanciát mutatnak. A gyorsító
1032 cm−2 s−1 luminozitásának köszönhetôen naponta
körülbelül 12 millió φ-mezon elôállítására képes.

A φ-mezon közepes élettartama, τ = 1,5 ×10−22 s,
49%-ban K −(su) + K +(us) töltött kaonokba bomlik. A
K −-mezonokat lefékezik, majd

reakcióval elôállítják a vizsgálandó hipermagot.

Kstop
AXZ → A

ΛXZ π

A Λ0(uds ) részecske a legkönnyebb hiperon, köze-
pes élettartama szabad térben 2,63×10−10 s, 63,9%-ban
pπ−, 35,8%-ban nπ0-ba bomlik gyenge bomlással, de
van néhány nagyon gyenge bomlásmódja is, például
Λ → n γ, amelyre az elágazási arány 1,75×10−3.

A FINUDA detektor metszetrajza a 4. ábrán látható.
Az elektron-pozitron ütközésben K−K+-párok állnak elô.
A K−-mezonok energiája ~16 MeV. Az alacsony energiájú
K−-mezonok lefékezôdnek egy vékony (~300 mg/cm2)
céltárgyban és (K−

stop, π−) s -kvarkcsere reakcióval köl-
csönhatnak az atommagokkal. A kilépô π−-mezonok im-
pulzusát széles térszögben, jó feloldással (Δp/p ~ 10−2 –
10−3) mérik, majd meghatározzák a hipermag-állapotok
energiáit. Az ellentétes irányokban kirepülô K−- és
K +-mezonok azonosítása és detektálása felhasználható a
háttér csökkentésére. Mérhetôk a K + → μ+ νμ bomlás
müonjainak, valamint a hipermagok bomlástermékeinek
adatai is. A berendezés impulzusáteresztése olyan, hogy
a megengedett hipermag-állapotok teljes spektruma vizs-
gálható jó feloldással és nagy hasznos térszögben. A
vizsgálatok lehetôséget adnak a ΛN → NN (nem mezonos)
bomlás pontos vizsgálatára is, ami jelentôs intenzitással
csak maganyagban megy végbe. Ez a folyamat alapvetô
ismeretet szolgáltat a ritkaságváltoztató barion-barion
gyenge kölcsönhatásra.

A Jefferson-laboratórium (e, e ′ γ)-vizsgálatokra épí-
tett nagy feloldású kaonspektrométerének sematikus
rajza az 5. ábrán látható. Mind a kaonspektrométer,
mind a szórt elektronok spektrométere Δp/p = 2×10−4

impulzusfeloldást tesz lehetôvé.

Néhány eredmény

Eddig fôleg Λ-hipermagokat állítottak elô, többségük-
ben könnyû elemeknél (Λ

3H, Λ
4H, Λ

4He, …, 40
ΛCa), de van-

nak ismert nehéz hipermagok is (139
ΛLa, 208

ΛPt, 209
ΛBi).

Összesített számuk körülbelül 40.
A hipermagok fontos jellemzôje a tömeg (Mhiper).

Ha (π+, K +) reakciót használunk elôállításukhoz, a
belépô pion és kilépô kaon impulzusvektoraiból (pπ
és pK) a relativisztikus kinematika alapján kiszámítha-
tó a hipermag tömege:

FÉNYES TIBOR: A HIPERMAGOK FIZIKÁJA 3



5. ábra. A Jefferson-laboratórium (USA) nagy feloldású kaonspekt-
rométere (HKS) (e, e ′ K +) reakcióval végzendô hipermag-kutatá-
sokhoz. Q1, Q2 kvadrupól, D dipól mágnes. DC helyérzékelô drift-
kamra, TOF repülési idôt mérô berendezést jelöl. Hashimoto, Ta-
mura [2] alapján.
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6. ábra. A Λ-hiperon szeparációs energiái (EΛ) az A−2/3 függvényében
(A tömegszám) a hipermag s → g alhéjaira. Pontok hibákkal: kü-
lönbözô kutatócsoportok eredményei. A görbék az s -héjon ~28 MeV
felé konvergálnak, ami a Λ-hiperon kötésenergiája a maganyagban.
Lenske [6] alapján.
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ahol Eπ és EK a pion, illetve kaon teljes energiája, θ a
kaon szórási szöge, MA a céltárgymag tömege.

Innen a Λ-hiperon kötésenergiája (BΛ) egyszerûen
levezethetô, ha feltesszük, hogy a magtörzs alapálla-
potban van:

ahol Mtörzs a törzsmag, MΛ a Λ-hiperon tömege.

BΛ = Mtörzs MΛ Mhiper ,

Hazai eredmény az atommagok kötési energiájára
vonatkozó Weizsäcker-féle félempirikus tömegfor-
mula olyan kiterjesztése, amellyel a Λ-hipermagok a
csak nukleonokat tartalmazó atommagokkal egysé-
ges formában írhatók le (Lévai, Cseh, Van Isacker és
Juillet [13]). E sémában a párenergia tagot egy Majo-
rana-tag váltja fel, amely a proton, neutron és Λ-hi-
peron egyenrangúságát feltételezô SU(6) szimmet-
riával áll összhangban. Az eljárás konzisztenciájára
utal az, hogy a kísérletileg megfigyelt kötési energiá-
tól való eltérés hasonló az ismert tömegû 1909 csak
nukleonokat tartalmazó atommagra és 38 Λ-hiper-
magra.

Kísérletileg meghatározták a Λ-hiperon kötési (sze-
parációs) energiáját különbözô s-, p-, d-, f-, g -héja-
kon a tömegszám (A ) függvényében. Az összesített
eredmények a 6. ábrán láthatók.

A hipermagok γ-spektroszkópiai vizsgálata lehetô-
séget ad gerjesztési nívórendszereik részletes felderíté-
sére. A (π+, K + γ) és (K −, π− γ) reakcióknál a γ-spekt-
rum koincidenciában vizsgálható a kilépô K +, illetve
π− mezonokkal. Például fékezési Doppler-módszerrel
meg lehet határozni a redukált B (E2) és B (M1) átme-
neti valószínûségeket, majd a bomlási elágazások
ismeretében a hipermag-állapotok élettartamát. Lehet
mérni szögkorrelációt, γ-sugárpolarizációt és más
jellemzôket is.

Néhány hipermag parciális nívórendszere a 7. áb-
rán látható. Az észlelt γ-átmenetek két csoportba
oszthatók. Például a 7Li(π+, K + γ)Λ

7Li esetén a Λ spinát-
forduláshoz tartozik a

míg Λ héjak közöttiek az

3/2 →
M1

1/21 , 7/2 →
M1

5/2 ;

átmenetek.

5/2 →
E2

1/21 , 1/22 →
M1

3/2 , 1/22 →
M1

1/21

Az átmenetek vizsgálata részletes információt szol-
gáltat a spin-spin, spin-pálya és tenzor kölcsönhatá-
sok jellegére és erôsségére. A vizsgálatok még nem
tekinthetôk lezártnak, de a ΛN tenzor kölcsönhatásnál
már látszik, hogy a mezoncsere-leírás mûködôképes.

A hipermagokat szcintilláló nyomképkamrával is
vizsgálták. A 7.e–f ábrákon a Λ-, Σ+-hiperon keletke-
zésének és bomlásának nyomai láthatók; a Σ+-hiperon
bomlása elôtt protonon szóródott. A kísérletek azt
mutatják, hogy a spin-pálya kölcsönhatás a Σ+p rugal-
mas ütközésben lényegesen erôsebb, mint a Λp ütkö-
zésnél.

Ha a Λ-hiperon beépül az atommagba, a mezonos Λ
→ πN bomlásmód fékezett az emittált nukleon Pauli-
tiltása miatt. A középnehéz magokban a nem mezonos
ΛN → NN az uralkodó bomlásmód. A Λp → np, illetve Λn
→ nn gyenge bomlásokban a Λ és n tömegkülönbség
miatt nagy energia (~176 MeV) szabadul fel és a kilépô
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np -, illetve nn -párok egyértelmûen azonosíthatók a

7. ábra. a–d) Hipermagok γ-spektrumai (Tamura és mts. [7] alap-
ján). e–f) szcintillációs nyomképkamrával felvett hipermag-esemé-
nyek (Ahn és mts. [8] alapján).
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szögeloszlás és energiakorrelációk alapján. A

arányra nyert kísérleti eredményt sikerült értelmezni

Γn (Λn →nn )

Γp (Λp →np )

mezon- (kaon-) cseremechanizmus figyelembevéte-
lével.

A ΛN-effektív kölcsönhatási potenciál a Λ-hiper-
mag p -héjánál a következô alakba írható (Millener és
mts. [11]):

ahol

VΛN (r ) = V0(r ) Vσ(r ) sΛ s N

VΛ(r ) lΛN sΛ VN (r ) lΛN s N

VT (r ) S12 ,

S12 = 3
σσΛ r σσ N r

r 2
σσΛ σσ N .

Az sΛ, pN hullámfüggvények szerinti radiális integrálás
a megadott öt tagra lehetôséget ad a p -héjon levô
hipermagok nívóenergiáinak számítására. Fordítva is
eljárhatunk, ekkor kísérleti adatokból meghatározha-
tó a jelzett öt tag radiális integrálja, amit a néhánytest-
rendszerekre közvetlenül is ki lehet számítani szabad
kéttest-kölcsönhatásokból (lásd például Fényes és
mts. [10] VI.8.2. pontot). Így következtetés vonható le
a ΛN -kölcsönhatás erôsségére. A vizsgálatok azt mu-
tatják, hogy a ΛN -kölcsönhatás sokkal gyengébb,
mint az NN.

Amikor egy Λ-hiperon jelenik meg az atommag-
ban, megváltozhat alakja, mérete, héj- és csomószer-
kezete stb. Ezek a hatások is tanulmányozhatók, ha
ismerjük a nívósémákat és a B (E2) redukált átmeneti
valószínûségeket. Mivel a Λ-hiperonra nem hat a
Pauli-tiltás, beépülhet a legbelsô s -pályára és maga
köré vonzhatja a nukleonokat. Ez az atommag össze-
zsugorodásához vezet. Így például a 6He-ban lévô
neutronhalo a Λ

7He hipermagban várhatóan eltûnik
(Hiyama és mts. [11]).

A B (M1) redukált átmeneti valószínûség meghatá-
rozása lehetôséget ad a Λ-hiperon effektív g-faktorá-
nak (mágneses nyomatékának) meghatározására is.

Az egy s -kvarkot tartalmazó Λ-hiperonon kívül
ugyancsak egy s -kvarkot tartalmaznak a Σ±- és Σ0-hi-
peronok, amelyek tömege némileg nagyobb a Λ-hipe-
ronénál (mΛ = 1115,7, mΣ0 = 1192,6 MeV/c2). Két
s -kvarkot tartalmaznak a Ξ0 (mΞ0 = 1314,9 MeV/c2) és
Ξ− (mΞ− = 1321,7 MeV/c2) hiperonok. Eddig csak egy Σ
hipermag létérôl adtak hírt, a Ξ hipermag létezésével
kapcsolatban pedig megoszlanak a vélemények. A
J-PARC program egyik elsô célkitûzése, hogy 12C(K −,
K +)12

ΞBe reakcióval elôállítsák és vizsgálják a 12
ΞBe hi-

permagot (Nagae [3]).
Európában a GSI, HESR nagyenergiájú tárológyû-

rûben antiprotonok atommagokkal való ütközésével
akarnak egy vagy több s -kvarkot tartalmazó atom-
magokat létrehozni és részletes spektroszkópiai
vizsgálatnak alávetni. Jelenleg c -kvarkot tartalmazó
atommagokról nincsenek kísérleti adataink. A HESR-
PANDA programban bájos barionokat [mint például
Λc

+(cud )-t] tartalmazó magok, valamint D ±,0-mezon –
atommag kölcsönhatások vizsgálata is szerepel (Brink-
mann és mts. [12]).

Összefoglalás, kitekintés

Jelenleg ≥ 3000 (benne ~300 stabil) atommagról van-
nak kísérleti információink, ugyanakkor az ismert hi-
permagok száma mindössze ~40. Így a hiperon(ok)at
is tartalmazó atommagok elôállítása és vizsgálata ha-
talmas új kutatási terület a magfizika számára.

Az atommagba beépülô hiperonra nem hat a Pauli-
tiltás. A hiperon mélyen kötött állapotba is beépülhet
és ezzel új adatokat szolgáltathat az atommag belsejé-
rôl. A hipermagok spektroszkópiai vizsgálata lehetô-
séget nyújt a hiperon-nukleon, illetve hiperon-hipe-
ron kölcsönhatások tanulmányozására. Mivel a neut-
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roncsillagok nagy sûrûségû belsejében a hiperonok
lényeges szerepet játszhatnak, a vizsgálatoknak aszt-
rofizikai jelentôsége is van.

A 2009-ben üzembe lépett J-PARC kaongyárban, az
építés alatt álló darmstadti GSI, FAIR, PANDA rend-
szerben, valamint több más mûködô és tervezett hi-
permag-laboratóriumban folyó vizsgálatok reményt
nyújtanak arra, hogy a közeljövôben „frontáttörés”
történjen a hipermag-fizikában.
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TRANZIENS KÁOSZ A HELYFÜGGÔ AMPLITÚDÓVAL
GERJESZTETT OSZCILLÁTOR PÉLDÁJÁN ELTE, TTK

A szerzô posztgraduális csillagász hallgató.
E munka az ELTE TTK-n a tavaszi félévben hallgatott Kaotikus

mechanika II. címû speciális elôadás 2010. júniusban bemutatott
vizsgadolgozatából fejlôdött ki. A szerzô köszönetét fejezi ki a tárgy
oktatóinak, Gruiz Mártonnak és Tél Tamásnak.

Slíz Judit

A Fizikai Szemlében a közelmúltban a kaotikus moz-
gásokról megjelent cikkek [1–6] mind permanens ká-
osszal, a kaotikus mozgás tetszôlegesen hosszú ideig
tartó formájával foglalkoztak. Most a kaotikus mozgá-
sok egy általánosabban elôforduló fajtáját, a tranziens
káoszt vizsgáljuk meg. Gyakran találkozunk ugyanis
olyan jelenséggel, amikor a kaotikus viselkedés (bo-
nyolult geometria a fázistérben, elôrejelezhetetlenség)
csak véges ideig tart. Ez a jelenség a tranziens káosz,
amely – a permanens káoszhoz hasonlóan – felléphet
mind disszipatív, mind konzervatív rendszerben. Eb-
ben a cikkben disszipatív esetekkel foglalkozunk.

Tranziens káosz esetén nyilván nem létezhet kaoti-
kus attraktor, hiszen azt a kaotikus mozgás sohasem
hagyná el, de mégis létezik egy olyan ponthalmaz a
fázistérben, amelyet a trajektóriák közül a hosszabb
ideig kaotikusak nagyon megközelítenek. Ez a pont-
halmaz a nyereghalmaz [7–8]. A tranziens káosz új
mérôszáma az átlagos élettartam és ennek reciproka,
a szökési ráta. Ezeket a mennyiségeket és a nyereg-
halmazt fogjuk megvizsgálni néhány példán keresz-
tül, nevezetesen a parabolikus és a szinuszos helyfüg-
gô amplitúdóval gerjesztett harmonikus oszcillátor,
valamint a konstans amplitúdóval gerjesztett anhar-
monikus oszcillátor esetében.

Miért fontos a tranziens káosz vizsgálata? Azért,
mert jóval általánosabb jelenség, mint a permanens
káosz: a káosz valójában sokkal szélesebb paraméter-
tartományban van jelen, mint a kaotikus attraktorok
világa, és információt veszítünk el, ha csak a perma-

nens káosz vizsgálatára szorítkozunk. Azonkívül né-
hány jelenség, mint például a kaotikus szórás, a tran-
ziens káosz fogalma nélkül nem is lenne érthetô.

A parabolikus helyfüggésû erôvel gerjesztett
harmonikus oszcillátor tranziens káosza

Nézzük meg elôször a parabolikus helyfüggésû amp-
litúdóval gerjesztett harmonikus oszcillátort. A dimen-
ziótlanított mozgásegyenlet [1]:

Itt β a súrlódási együttható, ν egy nemlinearitási para-

ẍ = x β ẋ 1 ν x 2 cosδ t. (1)

méter, δ pedig a gerjesztési frekvencia. A következô
paraméterértékekkel tranziens káoszt kapunk: β =0,4,
ν = 16,636, δ = 0,682.

Vizsgáljuk meg ezt a mozgást részletesebben! Néz-
zük meg a kitérés-idô diagramon, hogy ha különbözô
x0, v0 (kitérés, sebesség) kezdôpontokból indítjuk a
mozgást, hogyan alakul és meddig tart a káosz!

Mindhárom esetben jól látható (1. ábra ), hogy hosz-
szabb-rövidebb ideig tartó kaotikusság után a trajektória
elszökik (megfelelô szimulációval könnyen beláthatjuk,
hogy a végtelenbe tart). A kaotikus viselkedés idôtarta-
ma erôsen függ attól, hogy honnét indult a mozgás. Az
1.a és 1.b ábrán látható trajektóriák kezdôpontjai csak
az x koordináta ötödik tizedesjegyében különböznek, a
kaotikusság idôtartama között mégis egy nagyságrend-
nyi eltérés van! Látni fogjuk, hogy meg tudjuk majd álla-
pítani: átlagosan mennyi ideig kaotikus a mozgás. Ha
megvizsgálunk még néhány kezdôpontból indított tra-
jektóriát (ezek itt nincsenek feltüntetve), azt tapasztal-
juk, hogy hosszabb-rövidebb ideig tartó kaotikus kavar-
gás után azok is elszállnak a végtelenbe.
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Ha ugyanezeket a mozgásokat az (x,v ) fázistérben

1. ábra. Az ẍ = −x − 0,4ẋ + (1 − 16,636x2) cos(0,682t ) mozgásegyen-
letû oszcillátor kitérés-idô (x–t ) diagramja a) az x0 = 0,1, v0 = 0,1,
b) az x0 = 0,10001, v0 = 0,1, c) az x0 = −0,2, v0 = −0,5 kezdôpont-
ból indítva.
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2. ábra. Az ẍ = −x − 0,4ẋ + (1 − 16,636x2) cos(0,682t ) mozgásegyenle-
tû oszcillátor mozgásának periódusidônként (stroboszkopikus leké-
pezéssel) készített fázistérbeli képe a) az x0 = 0,1, v0 = 0,1, b) az x0

= 0,10001, v0 = 0,1 kezdôpontból indítva. Az a) esetben (amely az
1.a ábrának felel meg), hosszabb ideig tart a káosz, több pont kép-
zôdik le, mint az 1.b ábrának megfelelô b) esetben.
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3. ábra. Az ẍ = −x − 0,4ẋ + (1 − 16,636x2) cos(0,682t ) mozgásegyenle-
tû oszcillátornak az x0 ∈ (−0,4, +0,6), v0 ∈ (−0,7, +0,9) kezdôfeltételû
tartományán egyenletesen elosztott 106 kezdôpontból indított tra-
jektóriái közül a t -nél hosszabb élettartamúak N (t ) száma a belsô
ábra logaritmikus skáláján ábrázolva lineáris. Az egyenes meredek-
sége a szökési ráta: κ = 0,0575, ennek reciproka pedig az átlagos
élettartam: τ =17.
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az idôtartamokat a T = 2π/δ gerjesztési periódusidô
többszöröseinek véve (azaz periódusidônként, vagy
idegen kifejezéssel: stroboszkopikus leképezéssel)
ábrázoljuk, azt tapasztaljuk, hogy ameddig a kaotikus
mozgás tart, a különbözô kezdôfeltételekbôl indított
trajektóriák egy bizonyos struktúra körül mozognak.
Minél tovább tart a káosz, annál több pont rajzolódik
ki ebbôl a struktúrából (2. ábra). Ez a struktúra segít-
het a kaotikus nyereghalmazt befoglaló tartomány
„megsejtésében”.

Ha a kezdôfeltételek széles körébôl indítunk el
sok mozgást, és a t idônél hosszabb élettartamúak
N (t ) számát meghatározzuk, majd az így kapott függ-
vényt ábrázoljuk, akkor azt kapjuk, hogy t növekedé-
sével N(t ) elegendôen hosszú idô után – a radioaktív
bomlás szabályához hasonló – exponenciális csökke-
nést mutat [8]:

(2)N (t ) ∼ e κt.

Ez azt jelenti, hogy az egyre hosszabb kaotikus
mozgásokhoz tartozó kezdôfeltételek száma rohamo-
san (exponenciálisan) csökken.

A κ együttható a szökési ráta (ami a logaritmikus
ábrázolásban megjelenô egyenes negatív meredeksé-
ge), ennek τ reciproka pedig az átlagos élettartam
(3. ábra ).

Tehát a kaotikus mozgások átlagosan 17 idôegység
(ami közelítôleg a T = 2π/0,682 periódusidô kétsze-

SLÍZ JUDIT: TRANZIENS KÁOSZ A HELYFÜGGŐ AMPLITÚDÓVAL GERJESZTETT OSZCILLÁTOR PÉLDÁJÁN 7



rese) hosszúságúak. Az 1.a, 1.b ábra

4. ábra. Az ẍ = −x − 0,4ẋ + (1 − 16,636x2) cos(0,682t ) mozgásegyenletû oszcillátor fá-
zisterének jellegzetes alakzatai. A b) ábrán látható a nyereghalmaz, az a) ábrán a sta-
bil, a c) ábrán pedig az instabil sokaság. A nyereghalmaz lokálisan mindig két
Cantor-halmaz direkt szorzata: a b) ábra kinagyított részén jól látható a kettôs Cantor-
halmaz szerkezete.
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5. ábra. Az ẍ = −x − 0,4ẋ + (1 − 16,636x2) cos(0,682t ) mozgásegyenle-
tû oszcillátor nyereghalmazának stabil (szürke) és instabil (fekete)
sokasága, amelyek közös pontjai adják a nyereghalmazt. Jól látható
a fraktálszerkezet [9].
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tranziens káosza tehát jóval hosszabb,
mint az átlag, az 1.c esetén pedig rövi-
debb.

Célszerû a szökési ráta számításának
módját a fázistérben is megfogalmazni.
Az eljárás az, hogy a fázistér egy kiter-
jedt tartományában nagyszámú pontot
osztunk el egyenletesen vagy véletlen-
szerûen, és vizsgáljuk az ezen kezdô-
pontokból induló trajektóriákat. Azon
trajektóriák N (t ) száma, amelyek t ideig
nem hagyják el a tartományt, a (2)
összefüggést követik. Ráadásul a szöké-
si ráta független a kezdôfeltételek tarto-
mányának megválasztásától mindaddig,
amíg az átfed a nyereghalmazzal.

Keressük meg a nyereghalmazt! Az
erre kínált szisztematikus eljárás [8]
során meg kell nézni, hogy van-e a fá-
zistérnek olyan részhalmaza, amelyet az
elég hosszú ideig (ami a gyakorlatban
az átlagos élettartam 4–6-szorosa) el
nem szökô trajektóriák megközelíte-
nek. Ez a részhalmaz lesz a nyereghal-
maz. Az idôtartamokat a T = 2π/δ ger-
jesztési periódusidô többszöröseinek
véve megnézzük, hogy a még „elég
hosszú ideig” is el nem szökô trajektó-
riák hol voltak a fázistérben körülbelül
fele annyi idô után és kiinduláskor. A
közbülsô idôhöz tartozó ponthalmaz jó
közelítéssel a nyereghalmaz. A kezdô-
pontok kirajzolják a stabil sokaságot (az
ezekbôl a kezdôpontokból induló tra-
jektóriák mind elérik a közbülsô idô-
pontban kirajzolt ponthalmazt, azaz a
nyereghalmazt), míg a végsô idôpont-
hoz tartozó ponthalmaz a nyereghal-
maz instabil sokasága, mert az ezekbôl
továbbinduló trajektóriák a nyereghalmaztól távolod-
nak, és a végtelenben található attraktorhoz tartanak.
A nyereghalmaz a nevét onnét kapta, hogy hasonlóan
egy nyeregponthoz vagy egy hiperbolikus ponthoz,
stabil és instabil sokasággal rendelkezik.

A 3. ábrán exponenciális csökkenést tapasztalunk,
és valóban, a vizsgált tartomány tartalmazza a nyereg-
halmazt.

Az egyszerûség kedvéért a periódusidô egész szá-
mú többszöröseinél vizsgáljuk a trajektóriák helyze-
tét, így most az elôbb ismertetett gondolatmenetet
követve megnézzük, hogy azok a trajektóriák, ame-
lyek még 8T idô elteltével is a téglalapon belül van-
nak, hol voltak 3T -nél és a kezdeti idôpontban.
(Ezek lesznek rendre az instabil sokaság, a nyereg-
halmaz, illetve a stabil sokaság. A próbálkozások azt
mutatták, hogy ebben az esetben nem a 8T felénél,
tehát 4T -nél, hanem 3T -nél lesz a nyereghalmaz,
vagyis a trajektóriák viszonylag gyorsan elérik a nye-
reghalmazt, 4. ábra.)
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Az 5. ábra a nyereghalmaz és sokaságainak egy

6. ábra. a) Az ẍ = −x − 0,6ẋ + sin(μx ) cos(4,1t ) mozgásegyenletû oszcillátor stroboszkopikus leképezéssel kapott kaotikus halmazai (kaotikus
attraktora vagy nyereghalmaza) a μ paraméter függvényében, balról jobbra, felülrôl lefelé egyesével haladva μ = 6 és μ = 30 között. Látható,
hogy a μ paraméter növelésével a kaotikus halmaz mérete csökken, geometriája viszont bonyolultabb lesz. Ha finomítjuk μ léptetését, és
megnézzük például a μ = 10 és μ = 12 közötti tartományt tizedenként léptetve, akkor további szabálytalan váltakozásban jönnek elô újabb
kaotikus attraktorok, illetve nyereghalmazok.
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jellegzetes tulajdonságát mutatja. Nevezetesen azt,
hogy a nyereghalmazt a stabil és instabil sokaságának
a metszete adja ki.

A szinuszos helyfüggô erôvel gerjesztett
harmonikus oszcillátor tranziens káosza

Most nézzünk meg olyan eseteket, amikor a trajektó-
riák nem a végtelenbe, hanem véges határciklus att-
raktorhoz tartanak, amelyek képe a periódusidôként
vett metszeten [7] néhány cikluspont. A káosz ilyen-
kor is átmeneti, tehát tranziens, csak idôvel nem a
végtelenbe szalad a trajektória, hanem a kezdôfelté-
teltôl függetlenül, periodikusan fog mozogni.

Induljunk ki a szinuszos helyfüggésû amplitúdóval
gerjesztett harmonikus oszcillátor dimenziótlanított
mozgásegyenletébôl [1]:

ahol hasonlóan (1)-hez β a súrlódási együttható, μ a

(3)ẍ = x 2β ẋ sin(μx ) cos (δ t ),

nemlinearitási paraméter, δ a gerjesztési frekvencia.

Ehhez a mozgásegyenlethez a β = 0,3, μ = 20, δ = 4,1
paraméterértékekkel permanens káosz tartozik, tehát
a rendszerben létezik kaotikus attraktor [1].

A tranziens káoszra jellemzô, hogy a permanensen
kaotikus mozgást eredményezô paraméterértékek köze-
lében kialakul, de utána rendszerint a permanens káosz
paraméterértékeitôl távol is létezni fog. Ha tehát a β, a μ
vagy a δ paramétert megváltoztatjuk a fenti értékekhez
képest, akkor elôbb-utóbb tranziens káoszt kapunk.

Vizsgáljuk meg, hogy ha a gerjesztésre jellemzô két
paraméter (a μ dimenziótlan nemlinearitási paraméter
és a δ dimenziótlan gerjesztési frekvencia) közül egy-
szerre csak egyet, például a μ-t változtatjuk a perma-
nens kaotikus viselkedést eredményezô érték körül,
hogyan alakul a fázistérbeli kép a μ = 6 és a μ = 30
közötti tartományban (6. ábra )!

A 6. ábrán látható eseteket egyenként megvizsgálva
azt tapasztaltuk, hogy különbözô kezdôpontokból in-
dítva a mozgást, hosszabb-rövidebb ideig tartó kezdeti
kaotikusság után ugyanazokra (de természetesen ese-
tenként más és más) határciklus (vagy kaotikus) attrak-
torokra futnak be a trajektóriák. A határciklus attrakto-
rok most nem a végtelenben vannak, hanem véges
alakzatok, amelyeknek képe az alkalmazott strobosz-
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kopikus leképezésen néhány cikluspont. Bármely pe-

7. ábra. Az ẍ = −x − 0,1ẋ − 15625x3 + cos(0,97t ) mozgásegyenletû
nemlineáris, állandó amplitúdóval gerjesztett oszcillátor fázisteré-
nek jellegzetes alakzatai. A b) ábrán látható a nyereghalmaz, az a)
ábrán a stabil, a c) ábrán pedig az instabil sokaság. Az alakzatokat
úgy kaptuk, hogy megnéztük a még a c) a t2 = 86T idôpontban is
kaotikus mozgásokat, hogy hol voltak az a) t0 = 0, és a b) t1 = 43T
idôpontban.
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8. ábra. Az ẍ = −x−0,1ẋ −15625x3 + cos(0,97t) mozgásegyenletû nem-
lineáris, állandó amplitúdóval gerjesztett oszcillátor stroboszkopikus
leképezéssel kapott nyereghalmazának stabil (szürke) és instabil
(fekete) sokasága, amelyek metszéspontja adja ki a nyereghalmazt.
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riodikus attraktor cikluspontjait könnyen megkaphat-
juk, ha bármely, ahhoz az attraktorhoz induló kezdô-
pontból elindítunk egy trajektóriát, és megnézzük a
hosszú idô utáni kitérés-idô függvényét.

A nyereghalmazokat befoglaló területet próbálga-
tással „sejtettük meg”, és azt kaptuk, hogy a kaotikus
mozgás a fázistér x ∈ (−1, 1), v ∈ (−1, 1) tartományá-
ban lesz. Majd ezt a tartományt lefedtük egy területtel,
amelyikbôl „kivágtuk” a cikluspontok megfelelô kis
sugarú környezetét, és megvizsgáltuk, hogy a koron-
gokkal kivágott területen egyenletesen elosztott sok,
például 1 000 000 kezdôpontból indított trajektória
mennyi idô után éri el a korongokat, és közben mi-
lyen pályát ír le. A nyereghalmazokat az elôzô fejezet-
ben ismertetett szisztematikus eljárással [8] kerestük
meg, de a számítógépes futásidô lerövidítése céljából
annyi egyszerûsítéssel, hogy kevesebb, csak 104 kez-
dôpontból indítottuk a trajektóriákat, mivel most csu-
pán a nyereghalmaz geometriáját akartuk megmutat-
ni, nem részletes szerkezetét.

A 6. ábrán jól lehet látni, hogy a véletlenszerûen
kiválasztott paramétertartományban 25 esetbôl 10
esetben tranziens káoszt tapasztaltunk. (Ezek a nem
erôteljesen kirajzolódó, szakadásokat tartalmazó alak-
zatok (nyereghalmazok) rendre a μ = 6, 7, 8, 9, 11, 12,
19, 28, 29, 30 nemlinearitási paraméterértékhez tartoz-
nak.) Tehát gyakori jelenségrôl van szó, amelynek
fontos megállapítani a törvényszerûségeit.

A 6. ábrán erôteljesen kirajzolódó alakzatok kaoti-
kus attraktorok, amelyek rendre a többi nemlinearitá-
si paraméterértékhez tartoznak. Ezekben az esetek-
ben permanens káoszt tapasztaltunk, legalábbis a
vizsgált 10 000 idôegységig [10].

A 6. ábra táblázatának alakzatait vizsgálva felvetô-
dik az a kérdés, hogy esetleg minden kaotikus visel-
kedés egyszer abbamarad, csak elegendôen hosszú
ideig kellene vizsgálódnunk? Ezt esetünkben sem
tudtuk teljes bizonyossággal eldönteni. A táblázat
eseteit vizsgálva azt tapasztaltuk, hogy a nagy μ érté-
kekhez tartozó τ átlagos élettartam két nagyságrend-
del nagyobb, mint a kis μ értékekhez tartozó. Táblá-
zatosan összefoglalva:

μ 6 57 18 59 419 4028 4029 4530

τ (T ) 6 50 10 50 400 4000 5000 4500

Anharmonikus oszcillátor:
nemlinearitás a rugóerôben

Végezetül vizsgáljuk meg az

mozgásegyenletû, állandó amplitúdóval gerjesztett an-

(4)ẍ = x 15625 x 3 0,1 ẋ cos (0,97 t )

harmonikus oszcillátor tranziens káoszát (7. és 8. áb-
ra )! Az elôbbiekben ismertetettek szerint elôször „meg-
sejtettük”, hogy a nyereghalmaz az x ∈ (0,025, 0,065),

10 FIZIKAI SZEMLE 2011 / 1



v ∈ (−0,25, 0,25) téglalapon belül van. A próbálgatás-
sal kapott három ciklusponttal kivágott téglalapról
106 kezdôpontból indítottunk trajektóriákat, és meg-
kaptuk az exponenciális csökkenést a korongokkal
kivágott téglalapon belül: κ =0,00692, τ =144 (∼20T =
40π/0,97).

Látható, hogy ebben az esetben a τ = 20T viszony-
lag kis érték, azaz a káosz átlagos élettartama rövid.
Összehasonlítva a vizsgált eseteket megállapíthatjuk,
hogy a legrövidebb káosz-élettartam a végtelenben
található attraktor esetén lépett fel (ez volt a paraboli-
kus amplitúdóval gerjesztett harmonikus oszcillátor
esete, τ = 2T ), a leghosszabb pedig a szinuszos amp-
litúdójú gerjesztésnél volt (τ = 5000T ).

Záró gondolatok

A tranziens káosz világunkban a permanens káosznál
jóval gyakrabban fellépô jelenség, ezért nagyon fon-
tos törvényszerûségeinek feltárása. A trajektóriák lát-
szólagos össze-vissza mozgása ideig-óráig tart csu-
pán, azután beáll a reguláris mozgás. De gyakran a
mozgásnak éppen az a szakasza érdekel bennünket,
amíg még nem szabályos. A tranziens káosz jelensé-
gére rengeteg példa sorolható fel a fizika egymástól
legtávolabb esô területeirôl. Ilyen jelenség például a
hidrodinamikában a folyadékba kerülô szennyezôdés
alakváltozása [7], vagy – mivel nemcsak a disszipatív,

hanem a hamiltoni rendszerekben is fellép a tranziens
káosz – gyakran modellezhetôk tranziens káosszal a
csillagászati korlátozott háromtest-problémában a kis-
bolygók, üstökösök mozgásai, például egy aszteroida
idôleges befogásakor, vagy elszökés elôtti mozgásá-
nak vizsgálatakor. A csillagászatban nem ismeretlen a
ragadósság nevû mozgásforma sem (angolul sticki-
ness ), amikor a rezonanciák határán bizonyos kaoti-
kus kisbolygópályák hosszú ideig úgy viselkednek,
mintha regulárisak lennének [11].

Irodalom
1. Slíz J.: Helyfüggô amplitúdóval gerjesztett harmonikus oszcillá-

tor kaotikus viselkedése. Fizikai Szemle 60/4 (2010) 116–121.
2. Biró I.: Mágneses ingák kísérleti tanulmányozása. Fizikai Szem-

le 56/1 (2006) 13–18.
3. Gruiz M., Tél T.: Káoszról kicsit bôvebben. Fizikai Szemle 55/6

(2005) 218.
4. Békéssy L. I., Bustya Á.: Fizikai kettôsinga vizsgálata. Fizikai

Szemle 55/5 (2005) 185–191.
5. Gruiz M., Tél T.: A káosz. Fizikai Szemle 55/5 (2005) 191–193.
6. Götz G.: A pillangó-effektus – a káosz felfedezése a meteoroló-

giában. Fizikai Szemle 43/12 (1993) 487.
7. Tél T., Gruiz M.: Kaotikus dinamika. Nemzeti Tankönyvkiadó,

Budapest, 2002.
8. T. Tél, M. Gruiz: Chaotic Dynamics. Cambridge University

Press, 2006.
9. Kecskés L.: Egy ölnyi végtelen. Nemzeti Tankönyvkiadó, Buda-

pest, 2002.
10. W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling:

Numerical Recipes in Pascal. Cambridge University Press, 1992.
11. Érdi B.: A Naprendszer dinamikája. ELTE Eötvös Kiadó, Buda-

pest, 2001.

A FELÜLETI ARANY-DEKORÁCIÓS REPLIKATECHNIKA
Megemlékezés a hallei elektronmikroszkópia 50 éves évfordulója kapcsán

2010. november 15–16-án a németországi Halléban Heinz Bethge
ünnepi kollokvium – az elektronmikroszkópia 50 éve Halle (Saale)-
ban címmel megemlékezést tartottak (www.bethge-kolloquium.de).

Jelen írásommal tiszteletteljes köszönetemet kívánom kifejezni
néhai Heinz Bethge professzor úrnak és munkatársainak az Au-
dekorációs, majd egyéb elektronmikroszkópos technikák saját té-
máimra történô alkalmazásában 30 éven át nyújtott baráti segítsé-
gükért.

Malicskó László
MTA, SZFKI

Jelen cikkben a kristályfelületek atomos struktúrájá-
nak megismerésében 1958-tól az elsô jelentôs ered-
ményeket lehetôvé tevô konvencionális transzmisszi-
ós elektronmikroszkópos (TEM) arany-dekorációs
replikamódszerrôl kívánunk megemlékezni. Bár ez a
módszer az 1980-as évek végétôl, a különféle pásztá-
zó szondás mikroszkópok megjelenésétôl már alig
használatos, de a módszerrel elért legfontosabb ered-
mények néhány példán keresztüli megemlítése és
bemutatása tudománytörténeti szempontból tanulsá-
gos lehet.

A felületi Au-dekorációs módszer
megjelenésének elôzményei

Az 1920-as és 40-es évek közt a kristályok – azaz ha-
tároló lapjaik – növekedésének, illetve leépülésének
(oldódás, párolgás) magyarázatára két, NaCl-modellre
kidolgozott, atomos szemléletû elmélet alakult ki.

A Kossel–Stranski-elmélet kimutatta, hogy az úgy-
nevezett „lépcsôs” és „könyökös” atomos struktúrájú
lapokon mindig jelen vannak további építôelemek,
ionok, atomok csatlakozására energetikailag kedvezô
atomi pozíciók. Így ezen lapok folytonos növekedése
túltelített anyafázisban biztosított. Az „atomosan sima”
lapok növekedéséhez azonban felületi lépcsôkezde-
mények kialakulása szükséges [1–3].

A Volmer–Stranski–Kaisev-, illetve 2D nukleációs
(2DN) elmélet szerint az atomosan sima kristálylapo-
kon adszorbeálódott építôelemek termikus fluktuá-

MALICSKÓ LÁSZLÓ: A FELÜLETI ARANY-DEKORÁCIÓS REPLIKATECHNIKA 11



ciója következtében kétdimenziós, atomos magassá-

1. ábra. NaCl-modell kristályra b = a [100], illetve b = (a/2)[110]
típusú Burgers-vektorú csavardiszlokációk kibukkanási pontjából
kiinduló „félvégtelen”, két-, illetve egyatomos felületi lépcsô és a
belôle Frank szerint kialakuló spirális növekedési lépcsô vázlata. (a
jelöli a rácsállandót).

2. ábra. NaCl (100) atomosan sima lapján a 2D magképzôdéses
növekedés két fázisának Au-dekorációs TEM képe: a) egyedi 2D
magok, illetve szigetecskék véletlenszerû keletkezése, Δμ = 0,21 eV
túltelítettség mellett 0,5 ML (molekularétegnyi) ránövesztés után, b)
a szigetecskék koagulációja, Δμ = 0,21 eV túltelítettség mellett, 0,8
ML növés után [12].

1 m�

1 m�

a)

b)

gú szigetecskék keletkeznek. Ha a 2D szigetecskék
sugara egy, a túltelítettségtôl függô kritikus sugarat
elér, ezen 2D magok a lap mentén spontán növekedô-
képesek és biztosítják a növekedéshez szükséges lép-
csôkezdeményeket [2–4].

A kristályplaszticitásra az 1930-as évektôl kidolgo-
zott diszlokációs elmélet szerint kristályok sima lap-
jaira kibukkanó csavardiszlokációk a lapokon „fél-
végtelen” (a diszlokáció Burgers-vektorának nagysá-
gától függôen) atomos vagy kétatomos felületi lép-
csôt okoznak (Burgers, 1939). A Frank által késôbb
felismert és Burton, Cabrera által kidolgozott úgy-
nevezett BCF-, illetve csavardiszlokációs növekedés
elmélet (1949–51) szerint a „félvégtelen” felületi lép-
csô a korábbi 2DN elmélet alapján, spirális lépcsô-
sor formájában (1. ábra ) eleve folyamatosan bizto-
sítja az energetikailag kedvezô helyeket az egyéb-
ként sima kristálylapok „permanens” növekedésé-
hez, [2, 5–7]. Az éldiszlokációk felületre kibukkanási
helyeinek növekedésbeli szerepe akkoriban még
nem tisztázódott.

A BCF-elmélet megjelenése után az 50-es években
a kristálynövekedési irodalomban erôteljes növekedé-
si, illetve maratási spirál „vadászat” indult meg. Ebben
szerephez jutott a „klasszikus felületi dekorációs”
módszer is (például [8]). A Kossel–Stranski-elmélet
alapján ugyanis már várható volt, hogy a kristályfelü-
leten optikai mikroszkópiával közvetlenül nem látha-
tó lépcsôfigurák a felületre megfelelô körülmények
közt lecsapatott „idegen anyag” heterogén 3D mag-
képzôdésével, azaz felületi dekorációval láthatóvá te-
hetôk. A jósolt atomos felületi alakzatokhoz hasonló
sokatomos alakzatokat megfigyeltek ugyan optikai
(például [8]), pásztázó és felületi replikás transzmisz-
sziós elektronmikroszkópos (TEM) módszerekkel, a

„klasszikus” felületi dekorációt is alkalmazva, azon-
ban az atomos szintû felületi lépcsôstruktúrák látható-
vá tétele és részletes tanulmányozhatósága a dekoráló
szemcsék akkori nem kellôen kis mérete miatt nem
volt elérhetô.

A TEM felületi arany-dekorációs
replikatechnika

NaCl (100) hasítási lapjaira nagyvákuumban lecsapa-
tott arany magképzôdésének vizsgálata során Bassett
(1958) megállapította, hogy a felületre csak néhány
atomrétegnyi aranyat felpárologtatva az arany nem
összefüggô rétegként, hanem kis, néhány nm méretû
kristálykák formájában kondenzálódik. Az arany-
szemcsék elsôsorban a felületi lépcsôk mentén ala-
kulnak ki és h = 0,3 nm magas felületi lépcsôket is
dekorálni képesek [9]. (Az arannyal párologtatott felü-
letre folytonos vékonyréteget képezô, az aranyszem-
cséket lokálisan fixáló szenet kondenzálva, a leoldott,
szénfilmbe ágyazott aranyszemcsék – az „Au-dekorá-
ciós szénreplika” – TEM-ben jól láthatóak.)

Az 1950-es évek végén Halléban Heinz Bethge
professzor munkatársaival a fent említett felületi
struktúrák elektronmikroszkópos vizsgálatával fog-
lalkozott. A Bethge-csoport Bassett új Au-dekorációs
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replikamódszerét azonnal átvette és néhány éven

3. ábra. NaCl (100) lapján b = (a/2)[110] Burgers-vektorú csavardisz-
lokáció kibukkanási pontja körül kialakult egyatomnyi magasságú,
Au-dekorált körspirál leépülési lépcsôsor. ([13]-ban a 11. fotó.)

1 m�

4. ábra. NaCl (100) lapján b = a [100] Burgers-vektorú csavardiszlo-
káció kibukkanási pontja körül kialakult kétatomos magasságú, Au-
dekorált négyzetes spirál leépülési lépcsôsor. ([13]-ban a 4. fotó
részlete.)

1 m�

belül nemzetközi hírnevet biztosító sikerrel alkal-
mazta a NaCl-modell, majd más kristályok atomos
szintû növekedési, párolgási felületi struktúráinak és
egyéb felületi folyamatainak, valamint kristályhibái-
nak szisztematikus, kvalitatív és kvantitatív vizsgála-
tára [10, 11]. A Bethge-iskola eredményes munkássá-
gának is köszönhetôen az arany-, illetve a különféle
kristályokhoz alkalmasabb nemesfém és más partner
anyaggal történô felületi dekorációs replikás felületi
struktúravizsgálatok a világ számos kutatóhelyén
megindultak, és a pásztázó atomerô mikroszkópia
(AFM) megjelenéséig (1987) a felület nanométer szin-
tû geometriai struktúravizsgálatban kiemelkedô sze-
repet játszottak. A továbbiakban példaként a Bethge-
iskola (kristálynövekedési 2DN és csavardiszlokációs
elméletét atomos szinten igazoló) néhány alapvetô
eredményét mutatjuk be.

NaCl (100) lapjának gôzfázisú növekedési
stádiumai 2DN mechanizmus szerint

NaCl (100) atomosan sima, csavardiszlokáció-mentes
laprészeire nagyvákuumban precízen szabályozott
túltelítettség mellett NaCl-gôzt lecsapatva a 2D mag-
képzôdéses növekedési folyamat atomos szinten ta-
nulmányozható volt. A kísérletsorozatokból a követ-
kezô kvalitatív eredmény adódott: a kristálylapon
kezdetben, 0,5 monorétegnyi (ML) lecsapatás után, a
Volmer–Stranski–Kaisev-elmélet szerinti kisebb-na-
gyobb atomos szigetecskék keletkeznek (a 2.a ábrán
apró fekete pettyek – Au nanokristálykák – által de-
korált négyzetszerû alakzatok) véletlenszerû felületi
eloszlásban. Továbbnövekedés során ezek egybenô-
nek (2.b ábra ), egyre nagyobb, összefüggô atomos
kristályréteg-szigeteket alkotva. A legkisebb detektált
szigetecskesugarak (kritikus 2D magsugár) mérése
alapján meghatározható volt azok kvantitatív túltelí-
tettség-függése, amely az elmélet szerinti hiperbolikus
csökkenést mutatta [12].

Megjegyezzük, hogy az atomosan sima lapok le-
épülése – párolgása, oldódása – során a felületi ma-
gokhoz hasonlóan, felületi vakanciákból „összeálló”
2D gödrök, úgynevezett felületi lyukmagok kelet-
keznek.

NaCl (100) lapján diszlokációs elemi
növekedési, illetve leépülési
lépcsôsor-alapformák

NaCl (100) sima hasítási lapjára nagyvákuumban az
elôbb említett körülmények közt NaCl-gôzt lecsapat-
va, illetve a lapot lepárologtatva kellô ideig, majd
arannyal dekorálva, tipikus, a BCF-elmélet által jósolt
(1. ábra ) egy- és kétatomos magasságú „elemi spirál”
lépcsôsor volt megfigyelhetô. A 3. ábrán a központi
egyatomos magasságú körspirál lépcsôi közt két be-
zárt csavardiszlokációs lépcsôkezdemény is van. A 4.

ábrán jól látszik, hogy a négyzetes spirállépcsôsor
szélsô, egyenes lépcsôi két-két környezô egyatomos
körlépcsôvel egyesülnek.

A Bethge-csoport vizsgálatai során az éldiszloká-
ciók korábban tisztázatlan szerepére is fény derült.
Kiderült, hogy az éldiszlokációk NaCl (100) felületre
kibukkanási helyeinek „szabálytalan” ionelrendezô-
dése növekedésnél, illetve leépülésnél permanens
2D felületi mag, illetve lyukmag képzôdési hely,
amely körül „elemi” egyatomos körlépcsôsor alakul ki
(5. ábra ).
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5. ábra. NaCl (100) lapján b = (a/2)[110] Burgers-vektorú éldiszlo-
káció körül kialakult, Au-dekorált, koncentrikus, egyatomos párol-
gási körlépcsôsor. ([10]-ben a 21. oldal 20. ábrája.)

1 m�

6. ábra. Kettôs dekorált körspirál lépcsôsor NaCl (100) lapján. A
szaggatott és folytonos vonalköz 350 C° hômérsékleten 14 perc
alatti lépcsôelmozdulást jelez. ([11]-ben a 17.6 ábra.)

1 m�

7. ábra. Egyatomos lépcsôsor tangenciális növekedési sebességé-
nek függése a lépcsôközi távolságtól [14].
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Atomos növekedési és párolgási lépcsôk
tangenciális sebességfüggése
a lépcsôközi távolságtól

A BCF-elmélet gôzbôl növekedésre, illetve párolgásos
leépülésre kidolgozott felületi diffúziós modellje sze-
rint egy y0 lépcsôközi távolságú felületi lépcsôsorfelü-
let menti vt tangenciális mozgási sebessége az y0-nak
elméletspecifikus th(Cy0) alakú függvénye, ahol C
konstans. A BCF diffúziós elmélet direkt kvantitatív
kísérleti kontrollja lehetett tehát ezen vt (y0) függés
kimutatása. A mérést „kettôs dekorációs” módszerrel
sikeresen elvégezték.

A módszer a következô volt: NaCl (100) hasítási lap-
ját elôzetesen nagyvákuumban lepárologtatva, illetve
elônövesztve, a lapon a diszlokációk körül a fent már
említett párolgási, illetve növekedési lépcsôsorok kelet-
keznek. Kevés arany lecsapatásával néhány kisméretû
aranyszemcsével a lépcsôk pillanatnyi helyzetét „meg-

jelölték” (6. ábrán a szaggatott vonal). Ezután jól meg-
határozott túltelítettség mellett a lépcsôsort adott ideig
továbbpárologtatták, illetve -növesztették. Ezt a vég-
helyzetet kissé nagyobb és több aranyszemcsét ered-
ményezô lecsapatással rögzítették (6. ábrán a folyto-
nos vonal). A két lépcsôhelyzet közt mért távolságból
és idôbôl a tangenciális sebesség meghatározható volt.
A 7. ábra a méréssorozat BCF felületi diffúziós modellt
igazoló eredményét mutatja [13].

Megemlítendô, hogy Magyarországon az 1960-as és
80-as évek közt – tudomásom szerint – az MTA Mû-
szaki Fizikai Kutató Intézet Vékonyréteg Osztálya és a
BME Kísérleti Fizika Tanszékén az MTA Kristálynöve-
kedési Kutatócsoport munkatársai alkalmazták sziszte-
matikusan és sikeresen a fenti módszert fém, félvezetô
vékonyrétegek, illetve optikai egykristályok növekedé-
si folyamatainak és kristályhibáinak vizsgálatára.
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EGYSZERÛEN BONYOLULT – A SITNIKOV-PROBLÉMA

1. ábra. A Sitnikov-probléma elrendezése. Két egyenlô (m ) tömegû
égitest egymás körül Kepler-pályán kering, relatív távolságuk 2r. A
harmadik elhanyagolhatóan kis tömegû égitest (P3) a fôkomponen-
sek síkjára merôleges, azok tömegközéppontján áthaladó, egyenes
mentén mozog.
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Köszönet illeti Gruiz Márton t stilisztikai javaslataiért.

Kovács Tamás
Max Planck Institute for the Physics of Complex Systems

Drezda, Németország

Miért probléma, ha ilyen egyszerû?

Nézzük meg elôször, hogy tényleg egyszerû-e? Egy
tömegpontról akkor mondjuk, hogy Sitnikov-féle
mozgást végez, ha egy egyenes mentén mozog, még-
pedig olyan egyenes mentén, amely két egyenlô tö-
megû, egymás körül keringô égitest közös tömegkö-
zéppontján halad át. Itt mindjárt kiderül, hogy csilla-
gászati példáról van szó. Amikor problémáról beszé-
lünk, burkoltan a harmadik égitest mozgására va-
gyunk kíváncsiak, amit a két fôkomponens (az egyen-
lô tömegû égitestek) gravitációs hatása befolyásol (1.
ábra ). A Newton-féle gravitációs erô centrális, azaz
az adott tömegpontok között húzott egyenes mentén
hat [1]. Ebbôl és a Sitnikov-rendszer szimmetrikus
elrendezésébôl következôen a kis tömegû égitestre
ható két erô eredôje valóban a függôleges egyenesbe
esik. Tehát a mozgás tényleg egy egyenes mentén
zajlik. Ha a két fôkomponens körpályán kering (azaz
távolságuk minden idôpillanatban állandó marad),
akkor a harmadik égitestre – az egyenes bármely
pontján – a fôsíktól (a két nagy tömegû test keringési
síkja) mért távolságával arányos erô hat. Ezen erô
hatására a tesztrészecske (kis tömege miatt nevezhet-
jük így is) a tömegközéppont körül harmonikus rez-
gômozgást végez.

Körpályát feltételezve a rendszer nem tûnik túlsá-
gosan bonyolultnak. Szép példája a középiskolai har-
monikus oszcillátornak, bár a megoldás egy kicsit
bonyolultabb alakú, ahogy azt már 1911-ben megmu-
tatták [2].

Azonban nem véletlenül hivatkoznak probléma-
ként a rendszerre. Ha megengedjük, hogy a fôkom-
ponensek keringjenek egymás körül, amit egy kettôs
csillagrendszer esetében joggal feltételezünk, és nem
ragaszkodunk a görögök által tökéletesnek vélt kör-
pályához, akkor a harmadik, kis tömegû égitest moz-
gásában drasztikus változásokat figyelhetünk meg. És
ne gondoljunk arra, hogy nyolcas alakban vagy vala-
mi kusza pályán kezd el vándorolni. Mindvégig az
egyenes mentén marad, de mozgása oly rendszerte-
lenné válik, hogy azt a mai fizikában használatos
kaotikus szóval illethetjük. És mindez csupán azért,
mert a fôkomponensek ellipszispályán keringenek
egymás körül, vagy másképp megfogalmazva, idô-
ben változik a távolságuk, hol közelebb kerülnek
egymáshoz (pericentrum környékén, ahogy a csilla-
gászok mondják), hol pedig eltávolodnak egymástól
(apocentrum környékén).

Még egy fontos következménnyel jár az, hogy ger-
jesztett rendszerrel van dolgunk. Nevezetesen, a har-

madik test mechanikai energiája a mozgás során nem
állandó. Az ilyen rendszerek dinamikai viselkedésével
bôvebben [3] foglalkozik.

Ennyi ismerettel a hátunk mögött már nyugodtan
mondhatjuk, hogy a Sitnikov-probléma valóban prob-
léma. Hiszen vannak esetek, és ezek a tipikus esetek,
amikor bizony bonyolult lehet az egyenes vonalú
mozgás is. Természetesen ebben a bonyolultságban
nyilvánul meg a rendszer dinamikai viselkedésének a
szépsége, amelyet az írás következô részében ismer-
het meg az Olvasó.

Mielôtt azonban a probléma alaposabb vizsgálatá-
ba fognánk, egy mondatot kell ejteni a rendszer név-
adójáról is. K. Sitnikov orosz matematikus volt, aki
elsôként bizonyította az égi mechanika híres rendsze-
rérôl, a háromtest-problémáról, hogy benne oszcillá-
tormozgás is lehetséges [4]. Ezért róla nevezték el ezt
a speciális elrendezést.

Hosszú tél rövid nyár, rövid tél hosszú nyár?

Ha az ember kaotikus viselkedéssel találja szembe
magát egy dinamikai rendszer vizsgálata során, értem
itt ez alatt, ha a kitûzött feladat megoldása idôben
rendszertelen változást produkál, akkor néhány jól
bevált módszert fel kell adni és helyettük újakat kell
bevezetni. Itt három dolgot fogok röviden megem-
líteni, amelyeket az Olvasó szinte minden, káosszal
foglalkozó tankönyvben sokkal részletesebben is
megtalál [3]:

• az idôbeli viselkedés helyett a rendszer fázisteré-
nek tanulmányozása a célravezetô,
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• a fázistérben leképezéseken látható jól az a geo-

2. ábra. A stroboszkopikus leképezés vázlatosan. A háromdimen-
ziós fázisteret a gerjesztés periódusával megegyezô idônként fény-
képezzük le (a mozgásegyenlet dimenziótlanítása után a Sitnikov-
probléma esetén ez éppen 2π), és csak az ezekhez a portrékhoz
tartozó kitérés-sebesség párokat tartjuk meg. Az ábráért köszönet
Tél Tamásnak és Gruiz Mártonnak.
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3. ábra. Fázisportrék különbözô excentricitásra. a) 0,1-es pályala-
pultság (az ellipszis körtôl való eltérése) mellett a Sitnikov-problé-
ma egy fázisportréja. Középen koncentrikus zárt görbék (a legbel-
sô régió nincs ábrázolva), majd a ciklusoknak megfelelô szigetek
kétoldalt. b) A 2:1-es rezonancia (z = 1, 84, v = 0) jobb oldali szige-
te e = 0,093-ra.
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metriai struktúra, amely a kaotikus viselkedést jel-
lemzi,

• végül, az egyenleteket számítógéppel, numeri-
kusan kell megoldani, mivel egyszerû alakú megoldá-
saik nem léteznek.

A következôkben a fázistér alakzatainak megisme-
résén keresztül derítjük fel a probléma különbözô
mozgástípusait.

A rendszert leíró mozgásegyenletben egyetlen füg-
gô változó van, a harmadik égitest fôsíktól mért távol-
sága, ezért mondhatjuk, hogy egy szabadsági fokú a
rendszer. Ez részben igaz is akkor, amikor a kettôsök
körpályán keringenek, ha azonban a gerjesztés is
megjelenik (ellipszisen mozog a kettôs), akkor azt
mondjuk, hogy másfél szabadsági fokú a rendszer. Az
idô a plusz fél. Adott szabadsági fokú rendszer fázis-
tere a szabadsági fokok számának kétszerese, mivel
minden egyes szabadsági fokhoz tartozik egy hely-
koordináta és egy sebesség, amelyek a fázisteret kife-
szítik. Ebbôl a szempontból az idô kicsit furcsa
mennyiség, de a szabályhoz alkalmazkodik, úgyhogy
a fél szabadsági foka egy fázistér-dimenziót ér. A Sit-
nikov-probléma fázistere tehát háromdimenziós, a
kitérés, az ehhez tartozó sebesség és az idô, vagy a
helyette bevezethetô fázis, ami a fôkomponensek
pillanatnyi helyzetére jellemzô. E három adat egyér-
telmûen jellemzi a rendszer állapotát. Vagyis a moz-
gásegyenlet megoldása adott pillanatban ebben a
3-dimenziós térben egyetlen pont, követve a mozgást
pedig egy folytonos fázisgörbe (trajektória).

A kaotikus viselkedés tanulmányozásához, ahogy
már említettem, leképezéseket célszerû bevezetni.
Gerjesztett rendszerek esetén ez viszonylag egyszerû,
mert csak a gerjesztés periódusát kell a mintavétel
egységének választani, és így információvesztés nél-
kül kaphatunk képet a dinamikai viselkedésrôl. A

Sitnikov-probléma esetében ez a háromdimenziós
fázistér „feldarabolását” jelenti az idôtengely (vagy a
fázistengely) mentén. Az effajta leképezést strobosz-
kopikus leképezésnek nevezik, hiszen adott idô eltel-
tével nézünk csak rá a rendszerre, és mentjük el a
kitérés-sebesség (z, v ) adatpárokat (2. ábra ). Az el-
nevezést a hasonló elven mûködô stroboszkóplámpa
ihlette.

Most nézzük meg, hogy milyen szerkezetû egy
ilyen stroboszkopikus metszet, fázisportré (3. ábra ).
Láthatunk rajta önmagukba záródó közel koncentri-
kus görbéket (amelyek „szigeteket” alkotnak), azok
közepén elhelyezkedô pontokat, a görbék között
vastag sötét sávokat, valamint szétszórt rendezetlenül
elhelyezkedô pontokat. A következôkben azt ismer-
jük meg, hogy milyen mozgást reprezentálnak ezek
az alakzatok.

A „tökéletes” mozgás

Haladjunk belülrôl kifelé. A zárt görbék minden eset-
ben egy pontot fognak közre a fázistérképen. Ezek a
pontok a periodikus mozgásoknak felelnek meg. Ez
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az a mozgástípus, mely során a harmadik égitest ép-

4. ábra. Kitérés-idô a), sebesség-idô b) görbék 2:1-es rezonanciá-
ban. A stroboszkopikus leképezés metszeteinek a függôleges szag-
gatott vonalak felelnek meg. Láthatjuk, hogy minden második met-
szeten kapjuk ugyanazt a kitérés-sebesség párt.
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pen ugyanabba a pozícióba, ugyanakkora sebesség-
gel érkezik vissza minden egyes fénykép készítése-
kor (hasonlóan, mint az ingaóra ingája). Helyeseb-
ben szólva ez a megfogalmazás csak egyetlen pontra
érvényes. Vannak olyan periodikus pályák, amelyek
minden második fényképen lesznek ugyanazon a
helyen, vagyis az 1., 3., 5. stb. fényképeken egy adott
helyen jelennek meg, a páros számúakon pedig egy
másik helyen. Az ilyen periodikus mozgásoknak két
pont felel meg a fázisportrén, ahogy az látszik is a fô
sziget két oldalán jobbról és balról nagyjából z =
±1,84 és v = 0 helyeken. Az, hogy ez a mozgás két
pontot ad a metszeten azt jelenti, hogy amíg ugyan-
abba a pozícióba ugyanazzal a sebességgel megérke-
zik a részecske két fényképezés történik, azaz a fô-
komponensek két keringést végeznek. Az elsô kerin-
gés végén a tesztrészecske a z = −1,84, v = 0 pontban
található, a második végén pedig a z = 1,84, v = 0
pontban. Az effajta mozgást kettes ciklusnak, vagy a
csillagászatban használt 2:1-es rezonanciának mond-
juk, mivel a tesztrészecske és a fôkomponensek pe-
riódusideje racionális arányban állnak egymással. Így
már kitalálható, hogy az egyetlen pont az 1:1-es rezo-

nanciának felel meg, ahol a tesztrészecske – ahogy
azt már láttuk – egy fôkomponens-keringés alatt tesz
meg egy teljes periódust. A harmadik égitest kitérés-
idô diagramján mindezt ellenôrizhetjük is (4. ábra ).
A mozgás kezdôfeltételétôl függôen, ezeken kívül
természetesen még számtalan különbözô rezonancia
található [5].

Kváziperiodikus pályák

A következô mozgástípus nem annyira szabályos,
mint az elôzô részben bemutatott tökéletesen periodi-
kus. Ezek a pályák a fázisportrén zárt görbéket rajzol-
nak ki. Ez annak felel meg, hogy mozgása során a
harmadik test a tömegközéppont körüli kitéréseket
végez ugyan, de soha, egyik fényképezéskor sem tér
vissza ugyanabba a pontba, ugyanazzal a sebesség-
gel. Másképp mondva, a mozgás több periodikus
megoldás összege, ilyenkor a fôkomponensek kerin-
gési periódusa és a tesztrészecske periódusa nem
racionális arányban állnak egymással. Az ilyen moz-
gásokat közel-periodikusnak, vagy idegen szóval kvá-
ziperiodikusnak mondjuk. Az elnevezésben benne
van, hogy a mozgás viszonylag rendezett, de nem tö-
kéletesen ismétli önmagát. Az, hogy közel-periodikus
egy mozgás a fázisportrén – többek között – abban
nyilvánul meg, hogy az általuk formált zárt görbék
éppen a periodikus pályákat reprezentáló pontok
körül alakulnak ki.

Mindörökké káosz

Bár a harmadik test energiája nem marad meg a moz-
gás során, általánosabb értelemben a dinamika mégis
konzervatív, ugyanis a súrlódás hiánya miatt a fázis-
térfogat nem változik, konzerválódik (lásd Liouville-
tétel). Ezért soroljuk a Sitnikov-problémát is a konzer-
vatív rendszerek közé. Az 1960-as években kimondott
és bizonyított matematikai tétel határozza meg, hogy
a konzervatív rendszerekben a fázisportré zárt görbéi
közül melyek maradnak meg hosszú ideig, és melyek
azok, amelyek a rendszert érô zavaró hatás (jelen
esetben a kettôsök pályalapultsága) következtében
felbomlanak, és „törmelékként” vastag sávokat hagy-
nak maguk után [3, 6–8]. Ezekben a sávokban a moz-
gás idôben rendezetlen, azaz a fényképezés pillanatá-
ban a sávon belülre majdnem bárhova eshet a pont.
Ez a fajta mozgás tehát még „tökéletlenebb”, mint a
közel-periodikus megoldások voltak. Ezek a mozgá-
sok a kaotikus viselkedés megtestesítôi a rendszer-
ben. A kis tömegû égitest véges térrészben maradva
végez rendezetlen mozgást, azaz a tömegközéppont-
átmenetek rendezetlenül követik egymást. Az effajta
mozgás érdekessége, hogy mindvégig (permanensen )
kaotikus marad, és a részecske a tömegközéppont
körül végtelen hosszú ideig, szabálytalan idôközökkel
oszcillál. Ez annak következménye, hogy a fázisport-
rén a görbék nem metszhetik egymást, ellenkezô
esetben a megoldás nem egyértelmû. Tehát a kaoti-
kus sávokból a pontok nem vándorolhatnak el a fázis-
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tér tetszôleges területeire, mert ahhoz keresztezniük

5. ábra. A 3. ábra kinagyított részlete. A kaotikus sávot sûrûn bejár-
ja a trajektória, de vannak szigetek amelyek tiltott tartományok. Ez
az egymásba ágyazott struktúra a felbontás növelésével is megma-
rad. A kaotikus sávok fraktálhalmazt alkotnak a fázistérben.
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kellene az ôket körülvevô közel-periodikus mozgá-
soknak megfelelô zárt görbéket (lásd 3.b ábra ). Kö-
vetkezésképpen a tesztrészecske a fôkomponensek
síkjától lefelé és felfelé csak meghatározott határok
között mozoghat.

Fentebb említettem, hogy a kaotikus mozgás során
a trajektória majdnem bárhová eljuthat a fázistér egy
meghatározott részében. A majdnem szó annak kö-
szönhetô a mondatban, hogy ha nagyító alá tesszük
ezeket a sávokat, láthatjuk, hogy kisebb skálán is je-
len vannak a kváziperiodikus mozgás szigetei, mint-
egy beágyazva a kaotikus sávokba (5. ábra ), és ez,
bármekkora nagyítót is használunk, megmarad. Azt
mondjuk, hogy a kaotikus sávok önhasonló alakza-
tok, nagyságrendekkel változtatva a felbontást ugyan-
azt a struktúrát kapjuk. Hasonlóan a szigetek partvo-
nalához, a Hold felszínének kráterezettségéhez, vagy
éppen a karfiol mintázatához. Az ilyen alakzatokat
fraktáloknak nevezzük [9, 10].

Látható tehát, hogy a kaotikus viselkedés megjele-
nésével a fázistérben meghatározott alakzatok rajzo-
lódnak ki. Kvantitatív vizsgálatok kimutatták, hogy a
dinamika és a geometria rendezetlen mozgás esetén
is szoros kapcsolatban áll egymással.

Itt mutatkozik meg a kaotikus viselkedés tanulmá-
nyozásában a fázistér használatának elônye, mert –
ahogy láthatjuk – a rendezett mozgás egyszerû fázis-
térbeli megnyilvánulásai mellett a bonyolult viselke-
désnek komplex, de jól meghatározható alakzatok
felelnek meg.

„Akik” elszöknek

A fázisportré szerkezetének kialakításában látszólag
jelentéktelen szereplônek tûnnek a szigetek között és
körül – soha nem belül – elhelyezkedô rendezetlenül
szétszórt pontok (3.a és 3.b ábra ). Ha az Olvasó tü-
zetesebben megnézi az ábrákat, akkor láthatja, hogy a
zárt görbék között nincsenek ilyen pontok. Ott a kao-
tikusan viselkedô pályák véletlenszerû pontjai a kaoti-
kus sávot rajzolják ki, amelynek jól meghatározott
szerkezete van, mint azt feljebb láttuk. Akkor vajon
milyen mozgásnak felelnek meg a szétszórt pontok?

A korábbiakban már megismert kaotikus viselke-
dés, bármeddig is figyeljük a rendszert, mindvégig
ugyanazt a fajta viselkedést mutatja. A permanens
káosz jelenségével a fizikusok már a múlt század de-
rekán tisztában voltak, az 1980-as évek közepétôl
azonban egyre inkább elôtérbe került a kaotikus vi-
selkedés azon fajtája, amely csak véges ideig tart,
majd a kezdeti rendezetlenség után viszonylag egy-
szerû mozgásba „torkollik”. Ezt a jelenséget véges
idejû vagy másképpen tranziens káosznak nevezik.
Eleinte disszipatív rendszerekben kutatták a jelensé-
get, mivel azok fázisterében találhatók olyan alakza-
tok, amelyek mintegy vonzzák a trajektóriákat, és
miközben a fázisgörbék megközelítik ezeket az ob-
jektumokat, a mozgás kaotikus jelleget ölthet (miután
elérték azokat, a bonyolult mozgás megszûnhet).

Vagyis, ha a rendszer idôbeli viselkedését sokáig kö-
vetjük, akkor a kezdetben rendszertelenül viselkedô
mozgás rendezetté válhat.

Súrlódásmentes esetben is kimutatták a jelenséget.
Ezekben a rendszerekben a véges idejû káosz szórási
jelenségként realizálódik. Azaz a vizsgált részecske,
tömegpont kezdetben szabályos mozgást végez, majd
megközelíti a szórócentrumot, ott éri valamiféle fizi-
kai hatás, majd e hatás következtében kidobódik,
elhagyja a szórási tartományt, és mozgása ismét egy-
szerûvé válik. Itt a véges idejû kaotikus viselkedés a
szórócentrum közelében figyelhetô meg.

Nézzük példának a Sitnikov-problémát. Ebben,
konzervatív rendszer lévén, várható szórási jelenség.
Valahonnan „magasról” beejtjük a tesztrészecskét a
tömegközéppont felé. Eleinte nagyon kis gyorsulás-
sal indul hiszen még elég távol van a fôkomponen-
sektôl, és azok hatása így még igen kicsi. A tömegkö-
zéppont közelébe érve, ahol távolsága már össze-
mérhetô a kettôs relatív távolságával, a fôkomponen-
sek gravitációs hatása egyre inkább érvényesül, és a
harmadik égitest mozgása elveszti addigi (viszonylag
egyszerû) jellegét. Elkezd oszcillálni a tömegközép-
pont körül, majd valamennyi idô múlva eltávolodik a
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fôsíktól, és elhagyja a rendszert (felfelé vagy lefelé)

6. ábra. A kaotikus nyereghalmaz e = 0,57-re. a) A nyereghalmaz
Cantor-felhô típusú objektum, fraktáltulajdonságai jól meghatároz-
hatók. Látszik, hogy kevésbé sûrûn tölti ki a fázisteret, mint a kaoti-
kus sávok. Mérete viszont kiterjedtebb, és a hozzá tartozó mozgás
dinamikai tulajdonságai is instabilabbak, kaotikusabbak, mint a
permanens káoszé. b) Az a) panel kinagyított részlete.
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ismét egyszerû mozgással.
A korábban említett szétszórt pontok a fázisportrén

azoknak a „szóródó” pályáknak felelnek meg, amikor
a részecske hosszabb-rövidebb idô után elhagyja a
rendszert. Ahogy a végtelen idejû kaotikus viselkedés-
nek is egy meghatározott geometriájú alakzat, a kaoti-
kus sáv felel meg a fázistérben, úgy a tranziens káo-
szért is egy jól definiálható objektum felel. Ezt nevez-
zük kaotikus nyereghalmaznak. Ennek egyik fontos
tulajdonsága, hogy ez is fraktálhalmaz, akárcsak a kao-
tikus sávok. Geometriája azonban eltérô jellegû. Azt
mondjuk, hogy a kaotikus nyereghalmaz kettôs vagy
összetett fraktál, mert mindkét irányban mérve, dimen-
ziója tört szám. Természetesen ez is önhasonló, mint
minden más fraktál (6. ábra ). A tranziens jelenségek
körében is megtalálták a kapcsolatot a mozgás dinami-
kai jellege, és a nyereghalmaz geometriai felépítése
között. Itt kell megjegyezni, hogy ebben az összefüg-
gésben szerepel egy eddig mellôzött, ám igen fontos
tényezô, a káosz átlagos élettartama. Ez, mint neve is
mutatja, azt adja meg, hogy ha sok-sok különbözô
kezdôfeltételbôl induló mozgást vizsgálunk a nyereg-
halmaz közelében, akkor azok átlagosan mennyi ideig
mutatnak – jelen problémánkban a fôsík közelében –
kaotikus viselkedést. Érdekes, hogy adott probléma,
adott paraméterére ez az érték állandó bárhonnan is
vesszük a kezdôfeltételeket.

Végezetül egy igen érdekes jelenséggel zárnám rö-
vid kalandozásunkat a Sitnikov-probléma fázisterében.

Említettem, hogy ha a numerikusan megszerkesz-
tett nyereghalmaz (a 6. ábrán látható pontfelhô) vala-
mely pontjából indítjuk a tesztrészecskét, akkor az
megközelíti a tömegközéppontot, végez valahány,
elôre meghatározhatatlan számú rendszertelen rez-
gést, majd egyszercsak elhagyja a rendszert. Felmerül
a kérdés, találhatunk-e olyan kezdôfeltételt, amelybôl
indítva a tesztrészecskét, az megközelíti a tömegkö-
zéppontot, és a továbbiakban mindörökké rendszer-
telen rezgéseket végez körülötte, azaz többé nem
hagyja el a rendszert. A válasz, igen. E kezdôfeltéte-
leknek „maga a nyereghalmaz” felel meg. A bökkenô
csak az, hogy számítógéppel megtalálni nem lehet ezt
az alakzatot, hiszen olyan végtelenül pontosan kelle-
ne választanunk a kezdôpontot, hogy arra a legtöké-
letesebb számítógép sem képes. Elméletileg tehát van
kapcsolat a tranziens és permanens káosz között,
gyakorlatilag azonban csak nagyon hosszú ideig „oda
ragadó” mozgásokat mutathatunk ki számítógépes
megoldásaink során.

Láttak már ilyet?

Eddigiekben csillagászati problémáról volt szó. Felme-
rülhet a kérdés az Olvasóban, hol lehet megfigyelni ezt
az égen? Sajnos a Sitnikov-probléma annyira speciális
elrendezésû, hogy ehhez hasonló mozgás az általunk
ismert csillagrendszerekben nem alakult ki. Gyakorlati
jelentôsége tehát itt véget is érhetne. Viszont egyszerû-
ségének és a benne rejlô komplex dinamikai viselke-
désnek köszönhetôen számtalan káosszal foglalkozó
könyv, dolgozat, közlemény tárgya volt már, amelyek
során közelebb vitte mind a szerzôket, mind az olvasó-
kat az egyszerû dinamikai rendszerekben megfigyelhe-
tô kaotikus viselkedés megértéséhez, továbbgondolá-
sához. Jelen dolgozatnak is az a célja, hogy felkeltse az
Olvasó érdeklôdését a dinamikai rendszerekben megfi-
gyelhetô kaotikus viselkedés iránt.
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HOGYAN IS MOZOG EGY TÖMEGES RUGÓ? – II.

1. ábra. A rugó (longitudinális) deformációjának alakja az elsô né-
hány normál módusban m/M = 0,6 esetén.
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Emlékeztetô

Egy egyik végén rögzített l hosszúságú, m tömegû D
direkciós erejû rugóból és a másik végéhez rögzített
M tömegû testbôl álló rendszer mozgását vizsgáljuk.
Ennek során a rugót egy ρ = m /l sûrûségû, és ε = Dl
Young-moduluszú egy-dimenziós rugalmas közegnek
tekintjük, amelynek egyes pontjait a rögzített végtôl
mért x nyugalmi távolsággal paraméterezzük. A rugó
pontjainak s (x, t ) longitudinális elmozdulását az

hullámegyenletet írja le, amelyben a hangsebesség

(1)1
c 2

∂2 s (x, t )
∂ t 2

∂2 s (x, t )
∂x 2

= 0

A feladatot az elrendezésbôl adódó peremfeltételek

(2)
c = ε

ρ
= D l 2

m
.

teszik egyértelmûvé: a rugó x = 0 vége rögzített, tehát

a másik végén levô test mozgása pedig követi New-

(3)s (x = 0, t ) = 0,

ton II. törvényét, azaz

Munkánk elsô felében megkerestük a rendszer sa-

(4)ε ∂s (x, t )
∂x x = l

= M ∂2 s (l, t )
∂t 2

.

játrezgéseit – normál módusait (1. ábra ), amelyek
történetesen állóhullámok –, és a rendszer mozgását
ezekbôl építettük fel (ezek szerint fejtettük ki). Ez az
eljárás minden kezdeti feltétel esetén alkalmazható,
de nem feltétlenül szemléletes, mivel a normál mó-
dusokra való összegzés – legalábbis analitikusan –
nehézségekbe ütközhet. Tipikusan ez a helyzet az
elsô részben tárgyalt példákban, azaz az M tömegnél
fogva kihúzott, majd elengedett, illetve az M -en ke-

resztül meglökött rugó esetében. Pedig tanulságos
lenne legalább az elején nyomon követni a rugó moz-
gásának részleteit. Az ugyanis biztosan nem teljesen
sima: a kezdetben (nyújtva vagy nyújtatlanul, de)
nyugvó rugó egyik végével t = 0-ban történik valami
(elengedjük, illetve meglökjük), és ez a változás véges
idô alatt terjed végig a rugón, és verôdik vissza vala-
hogy a végeken. Ennek nyomon követésére alkalmas
az a (normál módusos leírással egyébként ekvivalens)
megközelítés, amely a rendszer mozgását ide-oda
haladó hullámfrontok segítségével adja meg.

Mozgó hullámfrontok

Az eljárás alapja az, hogy az (1) hullámegyenlet általá-
nos megoldása jobbra és balra haladó tetszôleges
alakú hullámokból áll:

(Az egyértelmû szóhasználat kedvéért úgy vesszük,

(5)s (x, t ) = f
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

g
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

.

hogy a rugó bal vége a rögzített, míg az M tömeg a
jobb oldali végen van.) f (t ) és g (t ) alakját az köti ösz-
sze, hogy teljesülniük kell a (3) és (4) peremfeltéte-
leknek. Az elsô szerint

míg a második szerint

(6)f (t ) = g (t ),

Itt

(7)g″⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

αg ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

= α f ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

f ″⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

.

és a ′ az argumentum szerinti deriválást jelenti.

(8)α = c ρ
M

,

(6) és (7) az egyes hullámoknak a megfelelô vé-
gekrôl való visszaverôdését írják le. (6) szerint, ha a
balra, illetve jobbra menô hullám egy adott t0 idôben

akkor egy késôbbi t idôben a jobbra menô hullám

g
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t0

x
c

és f
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t0

x
c

,

(9)f
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

=

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

fg

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

, ha x < c (t t0) (< l)

f
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

, ha c (t t0) < x < l,
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ahol

(10)fg

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

= g
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

.

Az M tömegen való visszaverôdés ennél bonyolul-
tabb, mert az M mozgása miatt a hullám alakja torzul.
Az ezt leíró (7) egyenlet f (t ) ismeretében g (t )-re (pél-
dául konstans variálással) megoldható.1 A megoldás

1 A

g″(t ) αg ′(t ) φ (t )

típusú egyenlet megoldásának lépései:

A homogén egyenlet általános megoldása g ′ re

ghom′ (t ) C0 e αt.

Az inhomogén egyenlet egy speciális megoldását

g ′(t ) C (t ) e αt

alakban keressük. Ezt behelyettesítve C(t) re a

C ′ (t ) eαt φ(t )

egyenletet kapjuk, amelynek megoldása:

C (t ) ⌡
⌠
t

eαy φ(y ) dy C1.

Ezt felhasználva g (t ) integrálással megkapható:

g (t ) ⌡
⌠
t

C (z ) e αz dz C2.

gf

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

=

⌡
⌠

t x/c

t0 l/c 0

e αz

⌡
⌠
z

t0 l/c 0

eαy ⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

α f ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

y 2 l
c

f ″ ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

y 2 l
c

dy dz

Δ v
α

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

1 exp
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

α ⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

t t0

x l
c

Δ g.
(11)

Itt

és az integrálok alsó határaként megadott t0 + l/c+0

t t0 > l x
c

,

azt jelenti, hogy ez a határ felülrôl közelít a t0 + l/c
értékhez. (Ennek jelentôségére késôbb visszatérünk.)
Ha tehát egy t0 idôben az f (t0 −x/c ) és a g (t0 +x/c )
adott, akkor egy késôbbi t -ben

A gf -ben szereplô két integrációs konstans, Δv és Δg a

(12)g
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

=

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

g
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

, ha 0 < x < l c (t t0)

gf

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

, ha l c (t t0) < x < l.

következô módon illesztendô: Δg -t az határozza meg,
hogy a balra menô hullámnak folytonosnak kell len-
nie, hiszen a rugó nem szakad el. Ebbôl

(13)g
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t0

l
c

= gf

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t0

l
c

, azaz Δ g = g
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t0

l
c

adódik. A Δv meghatározásakor két esetet kell meg-
különböztetni. Egyrészt külsô behatás nélkül az M
sebessége folytonos, mert a rugó csak véges erôvel
tud a testre hatni, így a véges M tömeg sebessége nem
ugorhat. Ebbôl következik, hogy

Az itt szereplô limeszek kiszámolásánál azonban fi-

(14)

lim
t →t0 0

f ′ (t l /c ) gf′ (t l /c ) =

lim
t ′ →t0 0

f ′ (t ′ l /c ) g ′ (t ′ l /c ) .

gyelembe kell venni, hogy a rugó mentén a sebesség,
így egyes argumentumoknál az f ′ (t− l /c ) ugorhat.2

2 Ha a jobbra menô hullámban a sebesség valahol, azaz f ′(t− x/c)
valamilyen argumentumnál ugrik, akkor ott f ″(t − x/c) végtelen, ami
megjelenik a (11)-ben szereplô integrál alatt. Ez a szingularitás integ-
rálható, és finomabb matematikai eszközökkel jól kezelhetô, itt azon-
ban más eljárást javasolunk: az általánosság csorbítása nélkül választ-
hatjuk t0-nak azt az idôpontot, ahol az f ′(t − l/c) ugrása van. Ekkor
az integrál alsó határát t0 + l /c +0-nak választva biztosítjuk, hogy az
integrál szinguláris tagot ne tartalmazzon (az integrálokat az f ″ szin-
gularitása fölött kezdjük), így

lim gf′ (t +l /c ) = Δv,
t → t0 + 0

a Δv -t pedig úgy illesztjük, hogy az M sebessége folytonos legyen.

Ez végül is a

szabályt eredményezi. Ettôl különbözô eset, ha az

(15)
Δ v = lim

t →t0 0
f ′ ⎛⎜

⎝
⎞
⎟
⎠

t l
c

lim
t →t0 0

f ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

lim
t →t0 0

g ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

adott t0 pillanatban az M -et meglökjük úgy, hogy a
sebessége vM legyen. Ekkor a szabály

(A késôbbiekben egy olyan példát fogunk vizsgálni,

(16)

lim
t →t0 0

f ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

g ′f
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

=

f ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t0

l
c

Δ v = vM .

amelyben mindkét lehetôségre figyelni kell.)
A kezdeti feltételek most azonosak azzal, hogy

Ebbôl f ′ és g ′ kifejezhetô, tehát f és g megadható:

(17)

f
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

x
c

g
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

x
c

= s0 (x ),

f ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

x
c

g ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

x
c

= v0 (x ).

Itt két dolgot kell megjegyeznünk. Egyrészt a ±C integ-

(18)

g0

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

x
c

= 1
2

s0 (x ) 1
2c ⌡

⌠
x

0

v0 (y ) dy ( C ),

f0

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

x
c

= 1
2

s0 (x ) 1
2c ⌡

⌠
x

0

v0 (y ) dy ( C).

rációs konstansok idôfüggô tagot nem generálnak és az
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s (x, t )-bôl kiesnek, tehát ignorálhatók. Másrészt a (18)
által meghatározott kezdeti f és g mindig egy olyan
helyzetet ír le, amelyben az M tömeg kezdôsebessége

Ha az ettôl különbözik, mert például az indításkor

v = lim
x →l

v0 (x ).

meglökjük, akkor azt a fentiek szerint a Δv megfelelô
megválasztásával vehetjük figyelembe.

Mindent egybevetve a mozgás a következô módon
írható le. A g0-val megadott elmozdulástér a rögzített
vég felé tolódik, és onnan ellentétes fázisban vissza-
verôdik. Eközben az f0-val megadott elmozdulástér az
M felé tolódik, és az M tömegrôl verôdik vissza. En-
nek megfelelôen egy t < l /c idôpontban

és

(19)f
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

=

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

fg0

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

, ha x < c t (< l)

f0

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

, ha c t < x < l

ahol -t és -t értelemszerûen (10) és (11) adja

(20)g
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

=

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

g0

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

, ha 0 < x < l c t

gf0

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

, ha l c t < x < l,

fg0
gf0

meg. Így f és g a kezdeti feltételek segítségével meg-
kapható a t < l /c idôre. A fenti eljárásból azonban
világos, hogy bármely idôpillanatból kiindulva a
mozgás jellemzôi újabb l /c idôintervallumra megad-
hatók, tehát az eljárás ismétlésével tetszôleges ideig
követhetôk.

Ebben a leírásban a technikából adódóan van egy
l /c idejû szakaszosság. Ennek nem feltétlenül kell a
megoldásban is megjelennie, de bizonyos esetekben
(mint például a bemutatandó példában) ez kifejezet-
ten jellemzô magára a mozgásra. Nevezetesen, ha a
rugó mentén a sebesség ugrik, akkor az a sebesség-
ugrás a (10)-nek és (14)-nek megfelelôen a két vég
között a haladási irány szerint váltakozó elôjellel
oda-vissza verôdik. A sebességugrás két oldalán a
∂s (x, t )/∂x relatív megnyúlás nem azonos, ezért va-
lahányszor az ugrás az M -hez ér, hirtelen megválto-
zik az arra ható erô. Az M tömeg

gyorsulása emiatt minden alkalommal (14)-nek meg-

(21)aM = ε
c M

⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

f ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

g ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

felelôen

értékkel megváltozik.

(22)ΔaM = 2 ε
c M

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

lim
t →t0 0

f ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

lim
t →t0 0

f ′ ⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t l
c

Fontos megjegyezni, hogy a rendszerben két ka-
rakterisztikus idô van: a

is fontos paraméter. Az elsô az az idô, amíg egy jel a

(23)τ 1 = l
c

mellett a τ 2 = 1
α

= M
ρ c

rugón végigfut, a második egyfajta relaxációs idônek
látszik. Az ezekhez tartozó hosszúságskálák a rugó
hossza, illetve lM = M /ρ, ami a rugó olyan hosszú da-
rabjának felel meg, aminek a tömege éppen M. Ezek
jelentôségére az alábbi példa kapcsán visszatérek.

Az M -en keresztül meglökött rugó mozgása

(II. megoldás az elsô részben b)-vel jelzett kezdeti
feltétel mellett.) A hirtelen meglökött (vagy v sebes-
séggel a rugónak ütközô) M tömegû test egy hullám-
frontot indít el, amely a rugón ide-oda haladva hol a
rögzített végrôl, hol az M tömegrôl újra és újra visz-
szaverôdik. A primer hullámfront alakját az határoz-
za meg, hogy kezdetben mind f, mind g nulla, így Δg
is az, és az egyedüli nem nulla tagban (16) szerint
Δv = −v:

ahol

(24)s (x, t ) = s1 (x, t ), amíg 0 < t < l /c,

és

(25)
s1 (x, t ) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

s0

⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦1 e

α t x l
c , ha l c t ≤ x ≤ l,

0 különben,

(Ezzel összefüggésben a τ2 idôállandó szemléletesen

(26)s0 = v
α

.

értelmezhetô: egy egyik irányban végtelen hosszú ru-
gónak ütközve az M tömegû test exponenciális függ-
vény szerint fékezôdik le, ennek az idôállandója az
adott ρ és c mellett τ2.)

Amikor az (egyébként g (t+x /c )-nek megfelelô)
s1(x, t ) hullámfront eléri a rögzített véget (t = l /c ),
akkor ellentétes elôjellel visszaverôdik, azaz az (in-
nentôl kezdve már sehol nem 0) s1(x, t ) mellett megje-
lenik az -nek megfelelô)fs1

(t x /c )

hullámfront, amely a rögzített vég felôl az M tömeg

(27)
s2 (x, t ) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

s0

⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦1 e

α t x l
c , ha 0 ≤ x ≤ c t l,

0 különben

felé halad. Tehát az l /c < t < 2l /c időintervallumban a
rendszer mozgását az

adja meg, amelyben az elôzôek szerint

(28)s (x, t ) = s1 (x, t ) s2 (x, t )
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Miután az s2(x, t ) frontja eléri az l véget, azaz ha t ≥

(29)

f
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

= s2 (x, t ),

g
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x
c

= s1 (x, t ).

2l /c, akkor az elmozdulástér

amíg t < 3l /c. Ebben már mind s1(x, t ), mind s2(x, t )

(30)s (x, t ) = s1 (x, t ) s2 (x, t ) s3 (x, t )

sima függvények, és az M tömegrôl visszavert front
mozgását az

függvény adja meg. (A fent ismertetett eljárásban t0 =

(31)s3(x,t) =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

s0

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

1
⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

1 2α⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x 3 l
c

e
α t x 3 l

c ,

ha 3 l c t ≤ x ≤ l,

0 különben

2l /c-t választva Δg -t és Δv -t (13), illetve (15)-nek meg-
felelôen meghatározva -re s1(x, t ) + s3(x, t )gs2

(t x /c )
adódik, tehát az s1(x, t ) „folytatódik”, és megjelenik
mellette s3(x, t ).) Nem követem tovább, de az eljárás
tetszôleges ideig folytatható.

Figyelemre méltó, hogy az M tömegen való vissza-
verôdéskor mindig megváltozik a front alakja: elôször
az egyszerû exponenciális függvény egy polinommal
szorzódik, minden további alkalommal pedig a poli-
nom fokszáma nô.

Eredményünk különösen érdekes, ha a τ2 relaxá-
ciós idô lényegesen hosszabb mint τ1, azaz ami alatt a
jel a rugón végigfut (ez az M >> m eset). Ekkor egé-
szen addig, amíg t << τ2 (ebbe a hullámfront számos
oda-vissza mozgása belefér), α szerint sorba fejthe-
tünk, és megelégedhetünk a vezetô járulékkal. Ebben
a közelítésben

(32a)s (x, t ) ≈

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

0, ha

0 < x < l c t,

v
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x l
c

, ha

l c t < x < l,

amíg 0 < t < l
c

,

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

2 v x
c

, ha

0 < x < c t l,

v
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t x l
c

, ha

c t l < x < l,

amíg l
c

< t < 2 l
c

,

s (x, t ) ≈

⎧
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

2 v x
c

, ha

0 < x < 3 l c t,

v
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

t 3 x l
c

, ha

3 l c t < x < l,

amíg 2 l
c

< t < 3 l
c

,

(32b)

Arról van tehát szó, hogy az ide-oda mozgó front bal
oldalán a rugó (kezdetben teljesen, késôbb közelítô-
leg) áll, míg a másikon a sebessége közelítôleg −v. A
relatív összenyomódottság (−∂s /∂x ) a bal oldali 0 és
a jobb oldali nagyjából v /c értékrôl indulva a front két
oldalán felváltva ∼2v /c lépésekben növekszik. (Eb-
ben a közelítésben nem látszik, de ezalatt az M sebes-
sége lassan csökken.) Figyelemre méltó tehát, hogy a
rugó összenyomása sem idôben, sem térben nem
egyenletesen történik, és az M gyorsulása sem sima,
hanem

lépésekben változik (ahogy azt (22) alapján elvár-

ΔaM ∼ 2 v
c

ε
M

= 2 v c
l

m
M

juk).
Hasonló módon érdekes és szépen leírható az

eredmény, ha a relaxáció sokkal gyorsabb mint a jel-
terjedés, azaz τ1 >> τ2 (m >> M ). Ilyenkor az ide-oda
verôdô „hullámvonulat” szélessége ∼lM << l. A rugó-
nak csak az ebbe esô darabja van összenyomva vagy
megnyújtva, és csak ez a darabja mozog, a többi lé-
nyegében áll. Ennek megfelelôen az M tömeg is lé-
nyegében csak akkor mozog, amikor a hullám ép-
pen visszaverôdik róla. A hullámvonulatot úgy kell
elképzelni, hogy a hullámfrontnak a haladás irányá-
ba esô széle éles, a szélessége az lM nagyságrendjébe
esik (ezt jelölöm -mel), de a hátsó széle elmo-l̃ M

sódott.

s (x, t ) ≈

⎧
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⎪
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⎪
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⎪
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⎪
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⎧
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⎪
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⎪
⎩

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

0, amikor

0 < x < l ct,

s0, amikor

l ct l̃ M < x < l,

ha 0 < t < l
c

,

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

0, amikor

0 < x < ct l l̃ M,

s0, amikor

ct l < x < l,

ha l
c

< t < 2l
c

,

(33a)
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s (x, t ) ≈

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎭

0, amikor

0 < x < 3l ct,

s0, amikor

3l ct l̃ M < x < l,

ha 2l
c

< t < 3l
c

,

(33b)

Általánosságban elmondhatjuk, hogy a rugó moz-
gását egy szakaszosság jellemzi, a szakaszok hossza
pedig az a τ1 idô, amíg egy jel végigfut a rugón. A két
véglet között az alapvetô különbség abban van, hogy
hogyan viszonyul ehhez a τ2 relaxációs idô. Ha τ2 >> τ1,
a relaxációs idô alatt, tehát ami alatt számottevôen
megváltozik például az M sebessége, a hullámfront éle
sokszor oda-vissza fut a rugón, az exponenciálissal
leírható elmozdulástér (a torzulás mellett) sokszorosan
önmagára „hajtogatódik”. A fordított, τ1 >> τ2 esetben a
jel teljes hossza ( ) sokkal rövidebb mint a rugó, ésl̃ M

bár a hullám egyre inkább „fodrozódik” (ahogy az
M -rôl visszaverôdik), hosszúsága (az exponenciális
lecsengés mértéke) a mozgás során változatlan marad.

Egy ráadásfeladat

Mind az állóhullámokkal, mind a mozgó hullámfrontok
leírásával kapcsolatban igen tanulságos az alábbi feladat:
mikor, és mekkora sebességgel pattan vissza a kezdet-
ben álló rugónak v sebességgel nekiütközô M tömeg? A
megoldáshoz az M -re ható erôt (vagy az M gyorsulását)
kell vizsgálni. Amíg M a rugót nyomja, a mozgás a fel-
jebb tárgyalt b) kezdeti feltételnek felel meg, de amikor a
rugó vége erô-, azaz megnyúlásmentessé válik, az M el-
repül. A feladatot ugyan nem tudjuk általánosságban
analitikusan megoldani, de a két (M >> m, illetve M <<
m) végletben a probléma jól kezelhetô. A fentiek alapján
az is nyilvánvaló, hogy a két határesetben egészen más-
ként kell eljárnunk, és mást is kell várnunk.

Az M >> m eset. A rendszer mozgását a normál mó-
dusok segítségével adjuk meg. Az elsô részben tár-
gyaltak szerint az M gyorsulását

adja meg. Ez várhatóan ∼T0/2 körül lesz nulla. A fel-

(34)s̈ (l, t ) =
∞

n = 0

ωn

2M sin2κn

m M sin2κn

v sinωn t

harmonikusok

járuléka lényegesen leegyszerûsödik, ha

(35)
∞

n = 1

ωn

2Msin2κn

m Msin2κn

v sin
⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

nπ 1
nπ

m
M

c
l

t

(36)1
π

m
M

c
l

T0

2
≈ m

M
<< 1.

Ez egy kicsit szigorúbb feltétel mint az m /M << 1, de
ha ez is teljesül, a κn -ekre, valamint az ωn -ekre vonat-
kozó közelítésekben és t ∼< T0/2 esetén a szinusz ar-
gumentumában is a vezetô tag vehetô. Ekkor M gyor-
sulása jó közelítéssel

A második tagban az összegzés elvégezhetô, és arra

(37)

s̈ (l, t ) ≈ v D
m

m
M

sinω 0 t

ω 0

v D
m

m
M

∞

n = 1

2
π

sin
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

n π c
l

t

n
.

vezet, hogy

Itt {t } definíciója:

(38)s̈ (l, t ) ≈ v D
m

m
M

sinω 0 t

ω 0

v D
m

m
M

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

1 { t }
τ 1

.

ahol a μ egész, és

(39){ t } = t 2μ τ 1,

Ennek megfelelôen (38) második tagja egy fûrészfog-

(40)2μ τ 1 < t < (2μ 2) τ 1.

függvény (v.ö. (22)!) (Figyelemre méltó, hogy t <<
T0-ra (38) a μ-vel lépcsôzetesen növekszik:

ahogy azt (32) alapján várjuk.) T0/2 közelében (38)

(41)
s̈ (l, t ) ≈ v D

m
m
M

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

1 t
τ 1

{ t }
τ 1

≈

v c
l

m
M

(2μ 1),

tehát az ellökôdés t idejét végül is a

(42)s̈ (l, t ) ≈ v D
m

m
M

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

T0

2τ 1

t
τ 1

1 { t }
τ 1

,

egyenlet adja meg. A megoldás

(43)⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

T0

2
t τ 1 { t } = 0

ahol a ν egész, és

t =

T0

2
(2ν 1) τ 1

2
, (44)

Az adott (m /M )1/2 << 1 esetben a gyorsuláshoz hason-

(45)(2ν 1) τ 1 <
T0

2
< (2ν 1) τ 1.

lóan az M
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sebessége is kiértékelhetô. Az kiszámításánál

1. táblázat

A visszalökôdés idôpontja és sebessége
néhány tömegaránynál

m/M t/2τ1 T0/4τ1 u/v

0,6 1,9558 2,2278 0,6329

1,0 1,5338 1,8259 0,6876

∞ 1 1 0,7358

2. ábra. A meglökött M tömeg gyorsulása.

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
0

0
1 3 5 7

m M/ = 0,1

m M/ = 0,6

t t/ 1

t t/ 1

T t0 1/

T t0 1/

a
M

a
M

(46)ṡ (l, t ) =
∞

n = 0

2 M sin2κn

m M sin2κn

v cosωn t

s̈ (l, t )
alkalmazott közelítésekkel, és (43) felhasználásá-
val az

értéket kapjuk. Ennek megfelelôen az elrepülô test

(47)
ṡ (l, t ) ≈ v

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

1
⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1
6

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

1 { t }
τ 1

2 m
M

kinetikus energiája

Eredményünk szerint tehát az M tömegû test általá-

(48)1
2

M (ṡ )2 ≈ 1
2

M v 2

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

1 2
⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

1
6

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

1 { t }
τ 1

2 m
M

.

ban hamarabb (határesetben pont akkor) repül el,
mintha csak a nulladik módus lenne gerjesztve, a se-
bessége mindig kisebb, mint v, de lehet nagyobb,
mint a nulladik módus sebességamplitúdója, viszont
az az energia, amit magával visz, kevesebb, mint a
nulladik módusé. (Annak a kérdésnek, hogy ezt a
módusokból milyen arányban viszi el, nincs értelme,
hisz az elrepülés után megváltoznak a rendszer nor-
mál rezgései.) Mindezt a (m /M )1/2 << 1 közelítésben
kaptuk.

Ha m /M nagyobb, a megoldásban szerepet játszó
fûrészfog-függvény torzul, az elrepülés ideje és sebes-
sége eltolódhat, de a kapott megoldás jellege (tehát
hogy t < T0/2, és hogy sok energia marad a rugóban)
megmarad.

Az M << m eset. Ilyenkor a rugó mozgását a hul-
lámfrontokkal célszerû megadni. Eszerint leghama-
rabb akkor tud az M elrepülni, amikor az általa elin-
dított hullámfront a rögzített végrôl visszafordulva
éppen róla verôdik vissza. Feltételezzük, hogy a tö-
megviszonyok olyanok, hogy valóban ez történik,
azaz a test még azelôtt elrepül, hogy az s3(x, t ) frontja
a rögzített végrôl visszaverôdve újra elérné az M tö-
meget (tehát valamikor 2τ1 és 4τ1 között). Az erô-
mentesség feltétele

Ebbôl

(49)
∂s (x, t )

∂x x = l
=

3

i = 1

∂si (x, t )

∂x x = l
= 0.

adódik, ahol

(50)t = 2τ 1 ξ τ 2

t akkor értelmezhetô, ha t < 4τ1, azaz ξτ2 < 2τ1. Ez a

(51)ξ = 1 e
2 m

M

2
.

feltétel azonos a

feltétellel. Ha ez nem teljesül, akkor az s3(x, t ) frontja

(52)
2 m

M
> 1 e

2 m
M

2
, azaz m

M
> 0,578592…

a rögzített végrôl visszaverôdve még (50) elôtt eléri
az M -et, ezért más s (x, t )-vel kell számolni. Ha tehát
M elég kicsi, (50) használható, és az ellökôdés sebes-
ségére

adódik. Ez akkor a legnagyobb, ha M → 0, ilyenkor ξ →

(53)u =
3

i = 1

∂si (l, t )

∂ t t = 2τ 1 ξ τ 2

= 2v e ξ

1, és

A minimális érték akkor van, ha (52) éppen teljesül,

(54)lim
M →0

u
v

= 2
e

= 0,735758…

ekkor ξ = 2m /M = 1,15718…, és

(Itt meg kell jegyezni, hogy ezekbôl a számításokból

(55)u
v

= 0,628739…

nem derül ki, hogy ez abszolút minimum-e, vagy ki-
sebb tömegaránynál, tehát ha a hullámfront egynél
többször verôdik vissza az M -rôl, adódhat-e ennél
kisebb u /v. Egy biztos, valahol minimumának kell
lennie, hiszen m /M → 0 esetén egyhez tart.)

Néhány eset adatait az 1. táblázatba foglaltuk. A
második oszlop az ellökôdés idejét adja egy jel oda-
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vissza futásának idejéhez viszonyítva, a harmadik osz-
lop összehasonlítás céljából az alapmódus rezgéside-
jének felét adja meg ugyanezen a skálán, míg a ne-
gyedik a kimenô és bejövô sebességek hányadosa. A
∞-hez tartozó adatok határértékként értendôk.

Feladatunk érdekessége az, hogy nem az M tehe-
tetlensége miatt mindenképpen sima sM = s (l, t ) el-
mozdulást, hanem az aM gyorsulást kellett vizsgálni.
Láthattuk, hogy elég kis m /M tömegarány mellett
még közelítôleg kirajzolódik a harmonikus rezgésre
jellemzô szinuszhullám, de ennek nagyobb tömegará-
nyok mellett már alig van nyoma. Ezt hivatott illuszt-
rálni az 2. ábra, amely az aM gyorsulást mutatja önké-
nyes egységekben a nulladik módus elsô periódusa
alatt egy kisebb és egy nagyobb tömegarány mellett
t /τ1 függvényében. Az összehasonlítás végett szagga-
tott vonallal bejelöltük a nulladik módushoz tartozó
gyorsulást is. (Annak kiderítését, hogyan néz ki mind-
ez a sokkal szebben viselkedô a) kezdeti feltétel mel-
lett, az olvasóra bízzuk.)

Befejezés gyanánt

Munkánk alapkérdése az volt, hogy mennyire jól írja le
egy tömeges rugón lévô test mozgását a szokásos (ideá-
lis rugó által mozgatott effektív tömeg) közelítés.

Vizsgálódásunkban abból indultunk ki, hogy a ru-
gó maga egy egydimenziós rugalmas közeggel mo-
dellezhetô. E közeg mozgását egy egyszerû hullám-
egyenlet írja le, amelyben a rugóhoz csatlakozó tö-
meg egy speciális (az adott tömegre vonatkozó New-
ton-egyenletbôl megkapható) peremfeltétellel veendô
figyelembe.

Megkonstruáltuk a rendszer normál módusait. Ezek
állóhullámok, amelyek közül a leghosszabb hullám-
hossznak megfelelô alapharmonikus elég nagy (akár
m /M ∼ 1) tömegarány mellett is jó közelítéssel úgy
viselkedik, mintha egy ideális rugó a szokásos effektív
tömeget mozgatná. A rövidebb hullámhosszú módu-

sok rezgési frekvenciája nem egész számú többszörö-
se egyik hosszabb hullámhosszúnak sem, ezért a rugó
mozgása általában nem periodikus (kivéve, ha csak
egy módus van gerjesztve).

A fentiek alapján az, hogy a mozgás mennyire jól
közelíthetô az ideális rugó mozgásával, a kezdeti fel-
tételektôl függ, mert ezek határozzák meg, milyen
súllyal jelennek meg a magasabb frekvenciájú módu-
sok. Ezt két példán szemléltettük: a) az M tömegnél
fogva kihúzott majd magára hagyott rugó mozgását,
illetve b) az eredetileg nyújtatlan és nyugvó rendszer-
ben az M meglökésével indított mozgást elemeztük.
Konklúziónk szerint az a) esetben egész nagy tömeg-
arányig az alapmódus a meghatározó, a b) esetben
viszont már kisebb tömegarányok mellett sem elha-
nyagolhatók a felharmonikusok.

Bár a normál módusokkal elvben minden lehetsé-
ges helyzet leírható, a gyakorlatban problémát jelent-
het ezek felösszegzése, azaz a mozgás követése. Ez
nem merül fel a hullámegyenlet egy másfajta megol-
dása esetén, amelynek lényege, hogy a rugót model-
lezô rugalmas közegen jobbra és balra haladó hullá-
mokat a rugó két végét leíró peremfeltételeknek meg-
felelôen összeillesztjük. Igaz, hogy itt többet kell szá-
molni, de a mozgás lényegében tetszôleges ideig nyo-
mon követhetô. A b) esetet ezzel a módszerrel is
megvizsgálva bemutattuk, hogy a rugó tényleges
mozgását az alakítja ki, hogy a két vége között egy
hullámfront ide-oda verôdik.

Vizsgálódásunkat egy, a b) helyzethez illeszthetô
feladat megoldásával zártuk: megnéztük, hogy mikor
és mekkora sebességgel löki el a rugó a végén lévô
testet, ha az nincs rögzítve hozzá. Nem igazán megle-
pô eredményünk szerint a test a kezdôsebességénél
mindig kisebb sebességgel repül el, ezért valamennyi
energia mindig ottmarad a rugóban. A konkrét ered-
mény mellett ez a feladat jól illusztrálja, hogy mennyi-
ben hasonlít az M mozgása a harmonikusra, ha m /M
elég kicsi, és hogy mennyire nem hasonlít arra, ha a
tömegarány nagyobb.

A FIZIKA TANÍTÁSA

ALADDINA CSODALÁMPÁJA Bolyai János Gimnázium
és Kereskedelmi Szakközépiskola, Ócsa

Schronk Edina

A 19. Ifjúsági Tudományos és Innovációs Tehetségku-
tató Versenyen egy elektrokémiai témájú munkával
indultam; mentorom ösztönzésére esett erre a válasz-
tásom. Olyan pályamunkát szerettem volna készíteni,
amelynek gyakorlati felhasználása is lehet és egyszerû
körülmények között is elkészíthetô. Úgy gondoltam,
bôrünk savasságát hasznosítani lehetne, azaz galván-

elektromos úton elektromos feszültség és áram ter-
melhetô; mégpedig úgy, hogy fogyasztóként egy lám-
pát (LED-et) is világításra tudjunk bírni. Elképzelésem
szerint a lámpa nem csupán fényforrásként lenne
használható, hanem „játékos” diagnosztikai eszköz-
ként is, hiszen bôrünk pillanatnyi elektrokémiai álla-
pota szerint mûködik.
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A lámpához szükségem volt egy minél nagyobb fe-

1. ábra. A hat darab elkülönülô, sorba kötött cella.

2. ábra. Fémlapokkal történô kialakítás.

1. táblázat

Tekercses jellegû kialakítás mért értékei

a bôr állapota feszültség áramerôsség

száraz 34 mV 0,1 μA

nedves 130 mV 0,3 μA

ecetes oldatba mártott 300 mV* 3,0 μA

* erôsen ingadozó érték

szültséget és áramerôsséget adó elektródapárra, amely
nem mérgezô, és lehetôleg könnyen hozzáférhetô (sôt,
akár újrahasznosítható vagy már újrahasznosított) anya-
gokból van. A mûködéshez tenyerünkkel egyszerre
meg kell fognunk (vagy más csupasz testrészünkkel
érintkeztetni kell) az elektródákat. Így elektrolitként az
emberi bôrt használtam. A legjobbnak tûnô közönséges
fémeket mérések útján választottam ki. Környezetünk-
ben elôforduló és viszonylag olcsó anyagok közül elsô-
ként a réz-vas pár bizonyult a legjobbnak.

Ráadásul ezzel az új módszerrel bôvül a napjaink-
ban egyre népszerûbb „energia guberálás” [1] köre is,
hiszen a jelenlegi népszerû kategóriákba (mint pél-
dául a termoenergia, vagy elektrosztatikus energia
stb.) nem illik bele, viszont néhány mikrowatt bejövô
elektromos teljesítmény hatására is mûködik, így egy
igazi „energy harvester”.

Mûködési elv, a megvalósíthatóság
bemutatására irányuló elôkísérletek

Elsô lépésként hat darab cella felhasználásával stabi-
lan elértem az ibolya színû LED 3 V feletti mûködési
feszültségét (1. ábra ). Az elôkísérletek során nem-
csak az elektródákat, hanem az elektrolitokat is vari-
áltam – elektrolitként az ecetsavas oldat mindig na-
gyon jónak bizonyult, és valamennyire hasonlít is az
emberi bôrre.

Majd a 2. ábrán látható módon egy háromrétegû
vászondarabot itattam át ecetes oldattal. Itt az egyes
cellák már nem különülnek el teljesen (mint a poha-
ras kísérletnél), hiszen az elektrolit részben közös, így
mindig fellép valamennyi veszteségi áram is. (Amikor
majd ember fogja meg az elektródákat, ott is kell erre
számítani.) A veszteségek miatt arra lehet számítani,
hogy több darab sorba kötött cellára lesz szükség. A
réz- és vaslapok szomszédos páronkénti mechanikus
egymáshoz rögzítésével kötöttem sorba a cellákat,
természetesen figyelve a közöttük lévô maximum 3
mm-es távolság betartására, és a szélek lelógására a
rövidzárlati áram mérséklése végett. A vászondarab-

bal való érintkezés tökéletesítésére pedig könnyen
formázható gyurmaalappal láttam el a szerkezetet.
Méréseim szerint elég sok (legalább 10) cellával és
ecetes oldattal a veszteségek ellenére is sikerül elérni
a LED világítását.

Mivel ez a fajta elôkísérlet sikeresnek bizonyult, a
következôkben már nagyobb számú, ám kisebb felüle-
tû cellák kialakításával próbálkoztam. Elôször egy hen-
ger alakú lámpatest kialakítására törekedtem, amelynek
oldalán palástként helyezkednek el az elektródák. Te-
nyerünkkel ezt megfogva bírhatnánk világításra a LED-
et. Ehhez elsôként minél nagyobb számú, ám annál
kisebb cella kialakítása volt a célom, amit vas- és rézhu-
zalok feltekerésével oldottam meg. Egy 5 cm átmérôjû
PVC-csôre tekercseltem fel egymás mellé a huzalokat
olyan módon, hogy a galvanizálás helyén damillal vá-
lasztottam el a két fémdrótot egymástól. Ezek a követ-
kezô sorban természetesen egymás mellé kerültek, így
kapcsoltam sorba az egyes cellákat. Azonos vastagságú
(0,5 mm), könnyen tekercselhetô huzalokat választot-
tam és ezekkel megegyezô átmérôjû damilt. Az elérhe-
tô legnagyobb precizitás érdekében mindenek elôtt egy
saját tervezésû tekercselô „gépet” készítettem, majd
ennek segítségével a szálakat pontosan egymás mellé
csévéltem fel. Az egymáson való átfordulási pontokat
egy vonalba igazítottam, majd kémiailag semleges
epoxi típusú, kétkomponensû ragasztóval a csôre rög-
zítettem ôket. Végül – ügyelve a szálak épségére – ket-
téfûrészeltem a tekercset, és a számomra felhasználha-
tó részen (ahol a szálak párhuzamosan futottak) méré-
seket végeztem. Ekkor már az emberi bôrt használtam
elektrolitként és 15 darab cella segítségével külön mé-
réseket végeztem száraz, nedves, illetve ecetsavas
kézen (3. ábra ). A mérési eredmények az 1. táblázat-
ban találhatók.
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Mindeközben nem adtam fel egy jobb elektródapár

3. ábra. Párhuzamosan futó, vékony szálakkal történô kialakítás.

4. ábra. Kör alakú lapokkal való megoldás.

2. táblázat

Új, jobb elektródapáros iránti kutatás.

mérés módja áramerôsség feszültség

mérések száraz tenyéren

alumínium, réz 0,30 V 1 μA

horgany (cink), réz 0,50 V 2 μA

ólom, réz 0,23 V 0 μA

KO, réz 0,07 V 0 μA

ezüst, horganyzott vas

száraz 0,89 V 2 μA

vizes 0,94 V 13 μA

sóoldatos 0,94 V 620 μA

arany, horganyzott vas

száraz 0,39 V 1 μA

sóoldatos 0,73 V 400 μA

20 Ft-os érme, horganyzott vas

száraz 0,43 V 1 μA

vizes 0,76 V 10 μA

sóoldatos 0,95 V 35 μA

rézcsô, horganyzott vascsô (2 cm széles)

száraz 0,69 V 16 μA

vizes 0,78 V 40 μA

sóoldatos 0,74 V 1000 μA

rézcsô, horganyzott vascsô (3 cm széles)

száraz 0,76 V 23 μA

vizes 0,76 V 40 μA

sóoldatos 0,73 V 600 μA

3. táblázat

Kör alakú lapokkal kialakított elrendezés mért értékei

a bôr állapota feszültség áramerôsség

száraz 335 mV 1,8 μA

nedves 250 mV 6,5 μA

ecetes oldatba mártott 730 mV 75,0 μA

iránti kutatást, még több anyagot szereztem, illetve ál-
lítottam párba. A méréseket, ahogy az elôzôekben,
most is száraz, nedves, illetve ecetsavas kézzel végez-
tem el (2. táblázat ). A vas-réz elektródánál magasabb
feszültséget és áramerôsséget elôállító cink-réz párosra
bukkantam, ezért a továbbiakban ezzel dolgoztam.

A háromszálú, azaz trifilláris tekercsek elkészítésével
párhuzamosan, jellegét tekintve azonos, ám kivitelezés-
ben eltérô módszerrel is próbálkoztam. Kör alakú (3 és
5 cm átmérôjû és körülbelül 0,5 mm vastag) cink- és
rézlapokat, valamint ehhez illô szigetelôanyagot vág-
tam ki, ezek közepét átfúrtam, majd egy csavar és né-
hány eltérô átmérôjû alátét felhasználásával (természe-
tesen ezeket elszigeteltem a celláktól) rögzítettem ôket,
meglehetôsen szorosan (4. ábra, 3. táblázat ).

Az elôkísérletekbôl kiderült, hogy a cellák méreté-
nek csökkentése árán elért cellaszám-növeléssel lé-
nyegesen csökken a kinyerhetô áramerôsség. Ráadá-
sul – a bekötött cellák számához képest – a feszültség
növekedése szinte elhanyagolható. Ennek legfôbb
oka a közös elektrolit használatából adódó veszteségi
áramok kialakulása, illetve, hogy a kinyerhetô áram-
erôsség függ a felület nagyságától. Ráadásul, ha nem
elég agresszív az oldat (hanem például közönséges
víz), akkor már túl kicsi lesz a feszültség, és a LED

nem fog világítani. Az emberi tenyérben elférô méret-
ben és pusztán nedves elektródákkal sehogyan sem
sikerült elérnem a mûködést. Ezért a továbbiakban
kisebb számú, de nagyobb felületû cellák kialakításá-
ra törekedtem.

Kísérletek kevesebb, nagyobb felületû,
csôdarabokból kialakított cellákkal

Elsôként azonos (2,7 cm) külsô átmérôjû és 1 cm
hosszú vas- és rézcsôvel kísérleteztem. Ezeket is rög-
zítenem kellett, azonban nem sikerült azonos falvas-
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tagságú csövekhez jutnom, így nem használhattam

5. ábra. Két-két vas- és rézcsôdarabból kialakított cella.

6. ábra. Három-három vas- és rézcsôdarabból kialakított cella.

4. táblázat

Két darab vas- és rézcsôbôl kialakított cella mért értékei

a bôr állapota feszültség áramerôsség

száraz 180 mV 1,8 μA

nedves 300 mV* 6,5 μA

ecetes oldatba mártott 580 mV 75,0 μA

* erôsen ingadozó

5. táblázat

Három darab vas- és rézcsôbôl kialakított cella
mért értékei

a bôr állapota feszültség áramerôsség

száraz 350 mV 3,9 μA

nedves 630 mV 16,3 μA

ecetes oldatba mártott 640 mV 52,5 μA

PVC- vagy egyéb tömör csövet a henger alapjaként. A
kísérleteket két darab (5. ábra, 4. táblázat ), illetve
három darab (6. ábra, 5. táblázat ) sorba kötött cellá-
val is elvégeztem.

A mért adatokból következik, hogy még ezzel a
megoldással sem lehet a közös elektrolitból szárma-
zó rövidzárási áram nagyságát kellôen redukálni. Az
áramerôsség értékek viszont már kettô cellánál is
jobbak, mint az elôzô, több cella alkalmazása esetén,
így érdemesebb minél nagyobb felületû cellákat ki-
alakítani. Ha azonban több cellát kötünk sorba, az
egyes cellák felülete kisebb lesz (ami a kinyerhetô
áramerôsség csökkenését is maga után vonja), az egy
galváncellában kialakuló feszültség és az általam
sorba kötött cellák feszültségének arányáról már nem
is szólva!

A galváncella teljesítményének felerôsítése
áramkör segítségével

A fentiek miatt úgy találtam, hogy módosítani kell
eredeti elképzelésemet, és nem sok cella sorba köté-
sével próbáltam elérni a LED mûködtetéséhez szüksé-
ges legalább 3 V-os feszültséget, hanem egy konver-

ter áramkör segítségével. A konverternek meg kell
elégednie azzal a feszültséggel (és árammal), amit 1
db cella képes nyújtani. Nem nyilvánvaló, hogy lehet
ilyen átalakítót készíteni…, de lehet!

Sokféle DC-DC feszültségkonverter létezik és vásá-
rolható is, de a mûködéshez többségük minimálisan
1–1,5 V-os bemenô feszültséget és eközben jó pár
mA-es áramerôsséget igényel. Esetünkben ez egész
egyszerûen nem áll rendelkezésre, ugyanis még Cu-Al
elektródáknál is maximum 0,5–0,9 V körüli feszült-
ségértékeket mérhetünk, miközben az áramerôsség
csak 10 mikroamper nagyságrendû. Ezért egy olyan
konvertáló áramkört kellett készíteni, amelyik menet
közben nem pazarolja az áramot (a szivárgási veszte-
ségi árama elhanyagolható), és megelégszik körülbe-
lül 0,8 V-os bemenô feszültséggel.

A konverter konkrét felépítésének és mûködésé-
nek megtervezésekor elsô lépésként az elektródák
felôl érkezô nagyon pici (10 μA körüli) áram töltését
összegyûjtjük egy 100 μF-os elektrolitkondenzátorban
(C ), amely 10–20 másodperc alatt feltöltôdik a cella
feszültségére. Kezdetben a transzformátoron semmi-
lyen áram nem tud átfolyni, mert a T tranzisztor és a
LED is zárt állapotban vannak.

Azonban amikor a C elektrolitkondenzátor feszült-
sége meghaladja a nagyjából 0,5 V-os feszültséget, a
T (bipoláris) tranzisztor bázis-emitter diódáján már
anynyi áram folyik, hogy az nyitásba kezdi vezérelni
a tranzisztort a kollektor-emitter között. A szilícium-
tranzisztorok (mint a BC212 is) nyitásához elvileg
0,6–0,7 V-os feszültség kellene, de ezt a feszültséget
néhány mA-es kollektoráramnál szokás mérni, ese-
tünkben pedig sokkal kisebb áramokkal dolgozunk,
így a szükséges nyitófeszültség is kisebb. Ahogy a
tranzisztor nyitni kezd, számottevô áram indul meg a
transzformátor primer tekercsén, amelynek ellenállá-
sa esetünkben 22 Ω körül van. A meginduló áram
feszültséget indukál a szekunder tekercsben is, még-
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pedig kissé (háromszoros arányban) feltranszformál-

7. ábra. Az áramkör kapcsolási rajza.
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va. A szekunder tekercset olyan polaritással kapcsol-
juk rá a tranzisztor bázisára, hogy pozitív visszacsato-
lás jöjjön létre. Ezért amikor a tranzisztor nyitni kezd,
a szekunder tekercsen indukálódott (feltranszfor-
mált) negatív feszültség még gyorsabb nyitásra kész-
teti a tranzisztort.

Ez az önmagát erôsítô folyamat csak addig tart,
ameddig az áram növekedni képes a transzformátor
primer tekercsén keresztül: a primer tekercs egyen-
áramú ellenállása, a tranzisztor maradék ohmos el-
lenállása, és a kimerülni kezdô C kondenzátor csök-
kenô feszültsége elôbb-utóbb csökkenést eredmé-
nyeznek. Ezután a pozitív visszacsatolás a tranzisz-
tor minél gyorsabb lezárását fogja eredményezni,
ugyanis a csökkenô áram olyan (pozitív) feszültsé-
get indukál a transzformátor szekunder tekercsében,
amely a tranzisztort zárni igyekszik. Ez a folyamat
igen hamar eljut a tranzisztor teljes lezárásáig (az R
ellenállás szerepe csupán annyi, hogy a tranzisztor
bázisába ne folyjék be feleslegesen nagy, vesztesé-
get okozó áram).

Ekkor történik meg a számunkra fontos esemény:
a transzformátor induktivitásán áthaladó áram nem
hagyja magát egy pillanat alatt kikapcsolni. A T tran-
zisztor le is zár, azért az elektronok még jó ideig to-
vább haladnak a kollektor felé, és ott felhalmozódva
egyre nagyobb negatív potenciált eredményeznek.
Ez az impulzusszerû feszültségnövekedés akár 20–
30 V-os negatív feszültséget is eredményezhetne, de
nálunk mindenesetre nem növekszik magasabbra,
mint a LED nyitófeszültsége, amelyet elérve az áram
a LED-en keresztül halad tovább (azt egy pillanatra
világításra bírva), így a kollektornál nem halmozód-
nak tovább az elektronok. A villanási folyamat azért
áll le, mert csakhamar elfogy a transzformátorban
(mint induktivitásban) tárolt mágneses energia. Te-
hát az áramkör a C kondenzátorban folyamatosan
halmozódó energiát idônként „megcsapolja”, és a
kondenzátor-transzformátor alkotta rendszer egy
olyan áramimpulzust alakít ki belôle, amelynek fe-
szültsége is elegendô a LED meghajtásához. Na-
gyobb C kapacitással és kisebb transzformátor-ellen-
állásokkal nagyobb, de ritkább villanásokat lehet
produkálni. A 7. ábra szerinti értékekkel a villaná-
sok száraz tenyérnél néhány másodpercenként jön-

nek, nedves és szennyezett tenyérnél meg szinte
folyamatosan. Nem túl világos környezetben a vil-
lanások jól láthatók. (Ez a konverter áramkör na-
gyon hasonlít a televíziós készülékekben korábban
elôszeretettel használt blocking-oszcillátorokhoz [2],
csak most nagyon kis feszültségû és áramú táplálás-
hoz van igazítva.)

A lámpa végsô formájának elnyerése

Az elsô áramkör elkészült. Egy rézcsövet helyeztem
az egyik kivezetésére, a másikra pedig egy hengerré
hajlított, összeforrasztott cinklemezt, a lámpa így mû-
ködik! Újabb áramköröket készítettem, majd a kiveze-
téseket már az elképzelésemhez közelebb álló réz- és
cinklapokkal kötöttem össze.

Elôször szerettem volna készíteni egy „hagyomá-
nyos” (Aladdina), rúdlámpa jellegû zseblámpát, ami-
hez szükségem volt egy kör alakú lámpatestre. Azt az
önkéntelen feltételezést is ki szerettem volna zárni,
hogy egy ilyen zseblámpa minden bizonnyal elemmel
mûködik, ezért nem egy hagyományos zseblámpates-
tet, hanem egy átlátszó üveghengert használtam. En-
nek belsejében helyeztem el az áramkört oly módon,
hogy a LED a henger egyik kivezetésénél legyen,
majd a hengerre palástként helyeztem el a két fémla-
pot. Kétféle megoldás létezik: az elektródákat kör
formájúra hajlítjuk, és így helyezzük el egymás mel-
lett, vagy félkör alakú formát készítünk belôle, és
párhuzamosan helyezkednek el az egyenes oldalak.
Természetesen itt is ügyelni kell a cellák közötti mini-
mum 1, maximum 3 mm távolságra. Ezt tenyerünkkel
megfogva világításra bírhatjuk a LED-et. Mindkét kivi-
telezéssel mûködôképes lámpát kapok.

Ezután egy, a mesébôl ismert, formatervezett lám-
pát is szerettem volna készíteni, alakra nézve hason-
lót Aladdin lámpájához. Ilyen formájú edényt szinte
sehol nem tudtam beszerezni, ezért kerámiából ké-
szíttettem. Az enyém oldala kissé lapított lett, ide he-
lyeztem a megfogandó elektródákat, amelyeket meg-
lehetôsen nehéz megfelelô alakúra hajlítani. A kanóc
helyén világít a LED, és a lámpa testében kapott he-
lyet a konvertáló elektronika. Ha a lámpát elég szoro-
san fogjuk (dörzsölni azért nem kell), akkor idôvel
villogni kezd. Több, különbözô méretû darabot is
készítettem.

Több emberrel is kipróbáltam a lámpa mûködését,
különféle körülmények között végeztem kísérleteket:
kézmosás után, tiszta kézzel; étkezés után, illetve
sportolás után; 10 másodperces periódusonként mér-
tem a LED villanásainak számát. A kapott adatok iga-
zolásul szolgáltak következtetéseimre: a tiszta kéz
kevésbé savas, mint a mozgás következtében izzadttá
vált, de az étkezés is aktívan befolyásolja a mérhetô
értékeket. Az egyénenkénti különbség persze a test-
felépítéstôl is függ, ezért a kísérleti alanyok magassá-
gát és súlyát is dokumentáltam (6. táblázat ).

Az Aladdin-lámpa kapcsán akár párhuzamot is
vonhatnánk a bagdadi elemmel [3]. Figyelemre méltó,
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hogy olyan kétezer éves iraki agyagedényeket tártak

6. táblázat

Az elkészült Aladdin-lámpa mûködése különbözô
emberek kezében

kísérleti alany adatai 10 s alatt lezajlott villanások száma

magasság súly étkezés
után

kézmosás
után

sport
után

179 cm 70 kg 32 db 27 db 98 db

166 cm 58 kg 26 db 27 db 56 db

159 cm 49 kg 42 db 32 db 53 db

163 cm 48 kg 35 db 11 db 41 db

163 cm 56 kg 52 db 26 db 66 db

8. ábra. A zseblámpa és Aladdin lámpája formájú elkészítés.

fel, amelyek belsejében egy rézcsô és egy – feltehe-
tôen savas kémhatású folyadékkal való érintkezés fo-
lyamán oxidálódott – elszigetelt vasrúd található,
amelyek galvánelemként funkcionálhattak. Ebben vi-
szont a folyékony halmazállapotú elektrolit minden
bizonnyal az edény belsejében helyezkedett el, míg
az én lámpámon az edény külsô felén kapnak helyet
és nem akármilyen folyadék adja az elektródák közöt-
ti közvetítô közeget…

A lámpa használata

A tenyerünket a lámpán elhelyezkedô fémlapokra
kell tenni a 8. ábrán látható módon.

Ha elég szorosan fogjuk, a galvanizációs folyamat
hatására elektromos áram termelôdik.

Ezt az edény/henger belsejében elhelyezett áram-
kör annyira felerôsíti, hogy arról már egy LED-et is
mûködtetni tudunk: a fénykibocsátó dióda 20–30 má-
sodpercen belül villogni kezd. A villanások között
eltelt idôt több tényezô is befolyásolja, ám érdemes
feljegyezni az egységnyi idô alatt mérhetô villanások
számát, mert ebbôl a bôrét adó személy egészségi
állapotára is következtethetünk.

A lámpa mindaddig mûködik, amíg a kezünkben
tartjuk, ha letesszük, a folyamat önmagától leáll.

További elképzelések, fejleszthetôség

LED helyett egy kis teljesítményû hangszórót is mûkö-
désre bírhat az áramforrás. Ezáltal elég lesz csupán
hallótávolságon belül lennünk, így nagyobb fényben
is használható lesz a szerkezet.

Másik elektródapár, például cink-réz elektródapár
alkalmazásával számunkra ideális a kinyerhetô áram
mennyisége, ám nemesfémek alkalmazásával ezt még
fokozni lehet. Ezért tervezem egy vezetô anyag arany-
nyal vagy ezüsttel való galvanizálását, és ezt használ-
nám pozitív elektródaként.

Orvosi, dietetikai felhasználása is elképzelhetô,
hiszen a lámpa mûködését nagyban befolyásolja bô-
rünk ellenállása, de ennek kimutatására már sokféle

eszköz készült (EEG, EKG stb.), a lámpát nem ennek
mérésére szeretném használni.

A galváncellából kinyerhetô áram mennyisége az
elektrolit anyagi minôségétôl is függ, esetünkben az
emberi bôr savasságától, amit a savháztartásunk hatá-
roz meg. Savháztartásunk egyensúlyának felborulása
sokáig észrevétlen maradhat, ám súlyos következmé-
nyekkel járhat, mint például a csontritkulás, szellemi
és fizikai teljesítôképesség-csökkenés, anyagcsere-
eltolódás vagy súlyproblémák. Mivel a lámpa mûkö-
désébôl bôrünk savasságára is következtethetünk
(minél savasabb az ember bôre, a LED annál sûrûb-
ben villog), a lámpa orvosi mérômûszerré való fejlesz-
tése sem kizárt.

Mindenesetre hasznos kis dietetikai tanácsadó le-
het, mert a savháztartás elsôsorban az elfogyasztott
ételek pH-értékétôl függ. Mûszerünkkel esetleg ellen-
ôrizhetjük aktuális savháztartásunkat, és eszerint állít-
hatjuk össze étrendünket.

Másik elképzelésem további „energiaguberálás”,
hogy ezt az energy harvestert a mindennapokban is
felhasználhassuk energia nyerésére. Gondoljunk bele,
hogy mennyi idôt töltünk a számítógép elôtt, közben
meglehetôsen sokat nyugtatjuk tenyerünket az egé-
ren! Milyen praktikus lenne, ha az egereknél is hasz-
nosíthatnánk az elképzelést: magunk termelnénk meg
a kattintgatáshoz szükséges elektromos áramot.

Számos elképzelésem van a szerkezet továbbfej-
lesztésére. Már van standard lámpám – ráadásul kettô,
kíváncsisággal és lelkesedéssel fogadták az emberek
ezeket a „találmányokat”. Úgy gondolom, hogy na-
gyobb tömegek is érdeklôdést mutatnának iránta az
egyszerû használhatósága miatt (például nem kell
elemért szaladgálniuk a boltba…, a kezük mindig
„kéznél van” ).
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XIII. SZILÁRD LEÓ NUKLEÁRIS TANULMÁNYI VERSENY
Beszámoló, I. rész Sükösd Csaba

BME Nukleáris Technika Tanszék

Szilárd Leó születésének centenáriuma alkalmából,
Marx György professzor kezdeményezésére 1998-ban
került elôször megrendezésre a Szilárd Leó Országos
Középiskolai Tanulmányi Verseny. Azóta a Szilárd
Leó Tehetséggondozó Alapítvány és az Eötvös Loránd
Fizikai Társulat minden évben megrendezi a versenyt.
2006 óta határon túli magyar anyanyelvû iskolák tanu-
lói részére is megnyitottuk a részvétel lehetôségét. Az
idén éltek ezzel elôször szerbiai vajdasági iskolák:
Zentáról a Gimnázium, valamint a Bolyai Tehetség-
gondozó Gimnázium és Kollégium, továbbá Újvidék-
rôl a Gimnazija Svetozar Marković. Örvendetesen
folytatódtak az erdélyi iskolákból történô jelentkezé-
sek is: Székely Mikó kollégium (Sepsiszentgyörgy),
János Zsigmond Unitárius Kollégium (Kolozsvár),
valamint a Nagykárolyi Elméleti Líceum (Nagykároly).
A határon túli iskolákból összesen húsz elsô kategó-
riás (11–12. osztályos) tanulót neveztek be a verseny-
be. Sajnos, Felvidékrôl és Kárpátaljáról 2010-ben sem
kaptunk nevezéseket. Összesen 251 elsô kategóriás (a
már említett határon túliakon kívül 177 vidéki és 54
budapesti) valamint 140 junior kategóriás (vidékrôl
118, Budapestrôl 22) nevezés érkezett.

A 2010. március 1-jén megtartott elsô forduló (vá-
logató verseny) tíz feladatát az iskolákban három óra
alatt lehetett megoldani. Kijavítás után a tanárok
azokat a megoldásokat küldték be a BME Nukleáris
Technika Tanszékére, ahol a 9–10. osztályos (junior)
versenyzôk legalább 40%-os, a 11–12. osztályos (I.
kategóriás) versenyzôk legalább 60%-os eredményt
értek el.

Az alábbiakban ismertetjük a válogató verseny – a
2. részben pedig a döntô – feladatait, valamint rövid
megoldásukat. Valamennyi feladatra 5 pontot lehetett
kapni.

A válogató verseny (I. forduló)
feladatai és megoldásuk

1. feladat
Szilárd Leó életrajzi totó
1. Hányadik lett 18 éves korában az Eötvös Loránd

Matematikai Tanulmányi Versenyen? 1: elsô, 2:
második, x: harmadik.

2. Mikor hagyta el Európát? 1: 1933, 2: 1938, x: 1939.
3. Mi volt Einsteinnel közös szabadalma? 1: mágneses

hûtôszekrény, 2: kemosztát, x: ciklotron elv.
4. A hidegháború idején, 1947-ben, a megegyezés

érdekében híressé vált levelet írt egy ország veze-
tôjének. Kinek? 1: Truman, 2: Churchill, x: Sztálin.

5. Küzdött egy európai és egy közel-keleti atomfegy-
vermentes övezet létrehozásáért. Ezért mondta rá
Klein György: 1: „…maga volt a világ lelkiismere-

te…”, 2: „…minden elismerést megérdemel…”, x:
„…nincs nála erre alkalmasabb ember…”

Megoldás: a helyes tipposzlop: 2, 2, 1, X, 1. Minden
helyes válasz 1 pontot ért.

Megjegyzések: az elsô kérdéssel kapcsolatban: az
1916-os Eötvös Matematikai Versenyt Koródi Albert
nyerte, a 18 éves Szilárd Leó akkor a második volt (a
fizika versenyt megnyerte). A megadott szakirodalom
közül egyesekben azonban csak annyi szerepelt,
hogy Szilárd Leó megnyerte mind a matematikai,
mind a fizikai Eötvös Versenyt, ezért a Versenybizott-
ság úgy döntött, hogy azokra a megoldásokra is ad
egy pontot, akik az elsô kérdésre 1-gyel válaszoltak.

2. feladat
Miért helyes, illetve miért helytelen úgy elképzelni,

hogy az elektronok az atommag körül ahhoz hason-
lóan keringenek, mint a bolygók a Nap körül? Milyen
jelenségeket lehet jól leírni a modellel, és melyeket
nem?

Megoldás
A modell által jól leírt jelenségek:
– az atom tömegének legnagyobb része egy igen

kis térrészre összpontosul;
– az atomban lévô pozitív töltések egy igen kis

térrészre összpontosulnak (Rutherford-kísérlet);
– a Coulomb-erô képes a különbözô elektromos

töltésû részeket ugyanúgy pályán tartani, ahogyan a
gravitációs erô a bolygókat, mivel mindkettô a távol-
ság négyzetével fordítottan arányos.

A modell hibái:
– A keringô elektronok gyorsuló mozgást végez-

nek, tehát sugározniuk kellene. Emiatt bele kellene
zuhanniuk a magba.

– A bolygók keringési távolsága széles határok
között bármi lehet. Az elektronok energiája – és ez-
által a keringési távolságuk – csak meghatározott érté-
keket vehet fel. Ezt a modell nem magyarázza, pedig
ez biztosítja az atomok stabilitását.

– A keringés velejárója a perdület. A kvantumme-
chanika és a kísérletek szerint azonban a H-atom
alapállapotában az elektron pályamomentuma nulla.

3. feladat
A gadolínium ezüstös színû, lágy nehézfém. Egyes

izotópjai nagyon jó neutronelnyelôk, így ha atom-
reaktorba kerül, akkor – a xenonhoz hasonlóan –
reaktorméreg. Mivel a 157Gd atommagok neutronfelvé-
tel után olyan izotóppá alakulnak, amelyek már nem
nagyon jó neutronelnyelôk, ezért egy idô után elfogy-
nak a neutronelnyelésre alkalmas atommagok. Emiatt
a gadolíniumot kiégô méregnek nevezik. Abban vi-
szont különbözik a xenontól, hogy a reaktor leállása
után nem szaporodik. Az atomreaktorok teljesítmény-
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növelése és az üzemanyagciklus meghosszabbítása
érdekében az eddigi 3,82%-os dúsítású kazetták közé
4,2%-os dúsításúakat is helyeznek. Miért célszerû
ilyenkor a reaktorba gadolíniumot is juttatni?

Megoldás
A reaktor teljesítményét – kissé leegyszerûsítve –

az aktív zónában lévô hasadóanyag mennyisége és
az átlagos neutronfluxus nagysága határozza meg. Az
energiatermelési kampány elején még sok a hasadó-
anyag, ezért kisebb neutronfluxus kell az elôírt telje-
sítmény eléréséhez, mint a kampány végén, amikor
az üzemanyag már fogyóban van. A neutronfluxus
növekedését a kiégô mérgek – például gadolínium –
alkalmazásával is el lehet érni. Ha a gadolínium kez-
detben megfelelô arányban van jelen, akkor elérhetô,
hogy a gadolínium kiégése miatt növekvô neutron-
fluxus éppen kompenzálja a hasadóanyag fogyásából
eredô hatást, és a reaktor teljesítménye akár további
szabályozóelemek nélkül is – szinte automatikusan –
állandó szinten marad.

Különösen fontos a kiégô mérgek alkalmazása tel-
jesítménynöveléskor, és/vagy kampányidô hosszabbí-
táskor. Ezekben az esetekben több energiát akarunk
termelni egy kampány alatt, ezért több hasadóanyagot
kell bevinni a reaktorba. Ezt magasabb dúsítású ka-
zettákkal érik el. Nem biztos azonban az, hogy az
eredetileg tervezett szabályozóelemek elegendôek
arra, hogy a kampány elején az így bevitt többletreak-
tivitást az elôírt biztonsági szinten le tudják kötni.
Kiégô mérgek – például gadolínium – alkalmazásával
azonban kompenzálni lehet a bevitt többlet hasadó-
anyag hatását.

4. feladat
Az újságokban a következô hír jelent meg: „Az

ELTE és a KFKI RMKI három kutatóját érte az a meg-
tiszteltetés, hogy elôször publikálhattak 2,36 tera-
elektronvolton történt ütközéseket. A rekord energia-
szintet a CERN gyorsítójában, az LHC-ben állították
elô, ahol még magasabb energián fogják keresni a
rejtélyes Higgs-bozont. A részecskevadászatban jól
jönnek majd a magyarok mérései.” A három magyar
kutató név szerint: Siklér Ferenc, Veres Gábor és Kraj-
czár Krisztián.

A nyugalmi tömegük hányszorosára nôtt a 2,36 TeV
energiát eredményezô ütközésben részt vevô, felgyor-
sított protonok tömege?

Megoldás
Miután a protonok egymással szembe ütköztek, a

2,36 TeV-es ütközési energiát két, egyenként 1,18 TeV
= 1,88 10−7 J mozgási energiájú proton hozta létre. A
protonok nyugalmi tömege 1,672 10−27 kg. A mozgási
energiát az

képlettel lehet megadni, ebbôl

E = m c 2 m0c
2

m =
E m0 c 2

c 2
,

behelyettesítve:

Ez a proton nyugalmi tömegének 1250-szerese.

m = 1,88 10 7 1,672 10 27 9 1016

9 1016
=

2,09 10 24 kg.

5. feladat
Becsüljük meg Magyarország összes lakásában lévô

radongáz tömegét! Mekkora lenne e gázmennyiség
térfogata normálállapotban?

Adatok: A 222Rn felezési ideje Tf = 3,8 nap. A la-
kások légterének átlagos (radonból származó) ak-
tivitása 50 Bq/m3. A lakások számát vegyük 4 millió-
nak, az átlagos térfogatot pedig V = 60 m2 × 3 m =
180 m3-nek.

Megoldás
Az összes aktivitás:

másrészt

Aö = 4 106 1,8 102 m3 50 Bq
m3

= 3,6 1010 Bq,

amibôl

A = ln 2
Tf

N,

így a radongáz tömege

N = A
ln 2

Tf = 3,6 1010 1/s
ln 2

3,8 8,64 104 s =

170,51 1014 ≈ 1,7 1016,

E gázmennyiség térfogata normál állapotban:

m = 1,7 1016

6 1023
222 g = 62,9 10 7 g ≈ 6,3 μg.

Második (alternatív) megoldás

V ≈ 1,7 1016

6 1023
22410 cm3 = 6,35 10 4 cm3 ≈ 0,6 mm3.

V = m R T
M p

=
6,3 10 6 g 8,314 J

K mol
273 K

222 g
mol

105 N
m2

=

64 10 11 m3 ≈ 0,6 mm3.

6. feladat
A Nap 3,92 1026 W teljesítménnyel sugároz.
a) Mekkora tömeget veszít másodpercenként a

sugárzása következtében?
b) Egy átlagos emberi élet 75 év. Tömegének há-

nyad részét veszíti el ez alatt az idô alatt a Nap?
c) Hova lesz a Nap tömegvesztesége?

A FIZIKA TANÍTÁSA 33



Megoldás
a) A másodpercenkénti energiaveszteség ΔE =

3,92 1026 J. ΔE = m c2 a relativitáselmélet szerint,
ahonnan a másodpercenkénti tömegveszteség

b) 75 év alatt körülbelül 1,0 1019 kg a tömegveszte-

m = ΔE

c 2
≈ 4,36 109 kg.

ség, azonban ez a Nap tömegének mindössze

azaz 5 pikonapnyi része.

1,0 1019 kg
1,99 1030 kg

≈ 5 10 12,

c) A Nap sugárzás miatt bekövetkezô tömegveszte-
ségének legnagyobb része sugárzás formájában ma is
az Univerzumban van. Igen kis része beleütközött
csillagokba, bolygókba (például Föld). Ám a Föld
(vagy egyéb bolygók) által elnyelt sugárzás nagy ré-
sze ismét kisugárzódott, bár jóval alacsonyabb hômér-
sékletû hômérsékleti sugárzás formájában.

7. feladat
A Balatonon idén a jég átlagosan 14 cm vastagságú-

ra „hízott”.
a) Mennyi idô alatt tudja ezt a Nap megolvasztani,

ha a Nap változó sugárzási intenzitását úgy közelítjük,
mintha naponta 6 órán keresztül 30°-kal járna a hori-
zont felett, és a sugárzás 90%-a visszaverôdik a jégrôl?

b) Becsülje meg, hogy mekkora tömegû hidrogén
fúziója szolgáltatna ennyi energiát a Napban végbe-
menô fúziós folyamat során?

Adatok: a Balaton területe 595 km2, a jég hômér-
sékletét vegyük mindenütt 0 °C-nak. A Föld felszí-
nére érkezô napsugár teljesítménye derült idôben,
merôleges beesésnél: 600 W/m2. Az energiatermelô
magfúziós folyamat (több közbeesô lépcsôn keresz-
tül): A H és a He atommag tömege rend-4 1

1H → 4
2He.

re: mH = 1,673 10−27 kg, illetve mHe = 6,647 10−27 kg.
Megoldás
Elôször 1 m2 jégre végezzük el a számolást. A jég-

tábla térfogata V = 1 m2 0,14 m = 0,14 m3. A jég sû-
rûsége 920 kg/m3, ezért a jégtábla tömege: 128,8 kg. A
jég olvadáshôje 3,35 105 J/kg, azaz ekkora jégtábla
megolvasztásához 4,3 107 J szükséges. Mivel a Nap
átlagosan csak 30°-kal jár a horizont felett, ezért a
merôleges beeséskor érvényes 600 W/m2 helyett csak
600 sin30° = 300 W/m2 az intenzitás, és ennek is csak
10%-a nyelôdik el, a többi visszaverôdik. Tehát a jég-
ben elnyelôdô teljesítmény: 30 W/m2. 1 m2-es jégtábla
megolvasztásához tehát

szükséges. A feladat szerint naponta átlagosan csak

t = 4,3 107

30
= 1,43 106 s = 398 h

6 órát süt a Nap, ezért a 398 órányi napsütéshez 66,4
napra van szükség. Mivel minden egyes négyzetmé-
terre ugyanakkora energia esik, ezért a teljes jég-

mennyiség felolvasztásához is ugyanennyi idôre van
szükség.

b) A feladat második része a szükséges energia fú-
ziós elôállításában résztvevô hidrogén tömege. A teljes
jégfelület megolvasztásához Q = 4,3 107 595 106 =
2,56 1016 J energia szükséges. A fúzióban4 1

1H → 4
2He

felszabaduló energia a tömeghiányból számolva q =
(4mH−mHe) c2 = 4,05 10−12 J, ennyi energia elôállításá-
hoz N = Q/q = 0,63 1028 magreakció szükséges. Minden
magreakcióban 4 hidrogén vesz részt, így az „elhasznált”
H-atommagok száma: 2,5 1028. Egyetlen H-atom tömege
1,673 10−27 kg, ezért ennyi energiát ∼42 kg hidrogén
fúziójával lehet elôállítani. (A Napban 66 nap alatt termé-
szetesen ennél sokkal több hidrogén fuzionál, hiszen a
Nap által kibocsátott energiának csak igen kis része for-
dítódik a balatoni jég megolvasztására.)

8. feladat
Egy 500 nm hullámhosszúságú monokromatikus fényt

a tér minden irányába egyenletesen kibocsátó, pontsze-
rûnek tekinthetô fényforrás teljesítménye 20 mW.

a) Másodpercenként hány foton érkezhet be ebbôl
a 2 km távolságban álló megfigyelô szemébe, ha pu-
pillájának átmérôje 2 mm?

b) Legfeljebb milyen messzirôl lehet ezt a fényfor-
rást még éppen meglátni, ha tudjuk, hogy egy sötét-
hez szoktatott szem retinája másodpercenként körül-
belül 30 foton beesését már képes érzékelni?

Megoldás
Az 500 nm hullámhosszúságú foton energiája: E = h f

= h c/λ = 4 10−19 J. A másodpercenként kibocsátott
fotonok száma: N = 20 mW/4 10−19 J = 5 1016 darab.

a) A szembe érkezô fotonok számát úgy kapjuk
meg, hogy az összesen kibocsátott foton számát el-
osztjuk a 2 km sugarú gömb felszínével, és azt meg-
szorozzuk a 2 mm átmérôjû pupilla területével:

b) A 30 foton ennek körülbelül századrésze. Mivel

n = 5 1016 1 10 3 2
π

4 π 2 103 2
∼ 3,1 103 foton/s.

az intenzitás a távolság négyzetével fordítottan ará-
nyos, ezért tízszer olyan messzire lehet még elmenni
ahhoz, hogy észrevegyük a fényforrást, azaz körülbe-
lül 20 km-re. Ez az eredmény természetesen csak ak-
kor igaz, ha a levegô fényelnyelésétôl és fényszórásá-
tól eltekintünk. (A gyakorlatban 20 km távolságban
ezeknek már jelentôs szerepe van.)

9. feladat
Egy γ-forrás aktivitása 925 kBq. A Geiger–Müller-

számlálóval másodpercenként 160 darab beütést tu-
dunk regisztrálni, amikor a forrás és a számláló közé
3,2 mm vastag ólomlemezt helyeznek. A lemez eltá-
volításakor a beütésszám 280-ra nô másodpercenként.

a) Milyen messze van a 4 cm átmérôjû GM-csô a
forrástól, ha a csô a ráesô fotonok 10%-át érzékeli?

b) Milyen vastag ólomlemezt kellene alkalmazni,
ha azt szeretnénk, hogy 50%-kal csökkentse a sugár-
zás intenzitását?
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Megoldás
a) A számláló a 925 103 darab fotonból csak 280-at

érzékel. Mivel a csô csak minden tizedik ráesô fotont
érzékeli, ezért 2800 foton éri el a csô felszínét. A for-
rás által kibocsátott fotonok egy 4πR 2 felületû göm-
bön egyenletesen oszlanak el, ahol R a detektor for-
rástól mért távolsága. A detektor felszíne:

Erre esik 2800 foton másodpercenként, a kibocsátott

π ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

d
2

2

= 4 π cm2.

925 ezerbôl. Azaz:

Ebbôl kapjuk:

2800 = 4 π
4 π R 2

925 103.

azaz R = 18,18 cm.

R 2 = 925 103

2800
= 330,35,

b) Az ólomlemez a sugárzást az exponenciális gyen-
gülési törvény szerint gyengíti.

ahol L a felezési rétegvastagság. A feladat éppen erre

I (x ) = I0 2
x
L ,

kérdez rá, hiszen ez az a vastagság, amely az intenzi-
tást a felére csökkenti.

A feladatból tudjuk, hogy

Azaz

I (3,2 mm)
I0

= 160
280

= 0,571.

Mindkét oldal logaritmusát véve kapjuk:

0,571 = 2
3,2
L .

amibôl

lg0,571 = 3,2
L

lg2,

L = 3,2 lg2
lg0,571

= 3,96 mm.

10. feladat
a) Mi volt a 64 kg töltetû hirosimai atombomba

robbanóanyaga?
b) Megközelítôleg az anyag hány százaléka lépett

reakcióba a 15 kt (kilotonna) erejû robbanásban?
c) Mit gondol, miért?
d) Adjon egyszerû magyarázatot arra, hogy miért

van szükség egy bizonyos kritikus tömegre az ön-
fenntartó láncreakció létrejöttéhez!

Adatok: 1 kilotonna hagyományos robbanóanyag-
ból 4,184·1012 J energia szabadul fel. A bomba robba-

nását okozó anyag egyetlen atommagjának magreak-
ciójából felszabaduló energia 32 pJ.

Megoldás
a) A hirosimai atombomba robbanóanyaga igen ma-

gas (>90%) dúsítású 235U volt.
b) Tudjuk, hogy egy hasadásban megközelítôleg

32 10−12 J energia szabadul fel. A reakcióba lépett
magok száma tehát

azaz 3,27 mol. A bomba hasadóanyaga zömében 235-

15 4,184 1012

32 10 12
= 1,96 1024,

ös tömegszámú urán. A láncreakcióban résztvevô
urán tömege tehát 3,27 235 = 768 g, ami a bombában
lévô hasadóanyag tömegének körülbelül 1,2%-a.

c) Az anyagnak azért csak ilyen kis hányada lépett
reakcióba, mert a felszabaduló hatalmas energia elpá-
rologtatta a bomba többi részét, mielôtt a láncreakció
kiterjedhetett volna arra is.

d) A kritikus tömeg – a legegyszerûbb magyarázat
szerint – azért létezik, mert a láncreakcióban keletke-
zô neutronok száma a térfogattal arányos, míg a bom-
ba felületén kilépô, a láncreakció számára elveszô
neutronok száma a felülettel. Az önfenntartás érdeké-
ben el kell érni egy kritikus arányt a keletkezô/elve-
szô neutronok között. Ez az arány:

Innen látható, hogy a bomba sugarának növelésével

térfogat
felület

∼ R 3

R 2
∼ R.

ez az arány javítható, és megfelelô hasadóanyag ese-
tén van olyan méret, amikor ez az arány eléri az ön-
fenntartó láncreakcióhoz szükséges értéket.

Az elôdöntô eredményei

Az elôdöntô feladatait 72 fô I. kategóriás – Budapest-
rôl 20-an, vidékrôl 51-en, valamint 1 határon túli – és
18 fô junior – 3 budapesti és 15 vidéki – versenyzô
teljesítette olyan szinten, hogy dolgozataikat a javító
tanárok tovább tudták küldeni a BME Nukleáris Tech-
nika Tanszékére további rangsorolás végett.

A verseny krónikájához hozzátartozik, hogy az
egyik iskolából három diák dolgozatát hibás kategó-
riajelzéssel küldték tovább: érettségi elôtt álló diáko-
kat junior kategóriájúaknak tüntettek fel. A verseny
meghirdetésében szerepelt, ha valaki nem a megfele-
lô kategóriában versenyez, akkor a Versenybizottság
kizárhatja. Az esetet kivizsgálva a Versenybizottság
megállapította, hogy a kategória téves megadása a
javító/felkészítô tanár hibája. Ezért olyan döntés szü-
letett, hogy a vétlen diákokat nem büntetjük, nem
zárjuk ki a versenybôl (azaz I. kategóriás diákként
versenyezhetnek tovább), de eredményüket nem szá-
mítjuk be a tanári Delfin-díj pontversenyébe, s nem
vesszük figyelembe a Marx György vándordíjért való
versenyben sem. A három diák közül kettô eredmé-
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nye elegendô volt az I. kategória döntôjébe jutásához,
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így ôk továbbjutottak.
A beküldött dolgozatokat ellenôrizve egy egyetemi

oktatókból álló bírálóbizottság a legjobb 10 junior
versenyzôt és a legjobb 20 elsô kategóriás versenyzôt
hívta be a paksi Energetikai Szakközépiskolában
2010. április 24-én megrendezett döntôre. Külön örö-
met jelentett, hogy az idén elôször egy határon túli
tanuló – Sipos E. Lehel Sepsiszentgyörgyrôl – is olyan
szép eredményt ért el, amivel bekerült a meghívottak
közé. Sajnos a döntô elôtt értesítést kaptunk: mégsem
tud részt venni a döntôn. Néhány további diák is le-

mondta a versenyt a Kémia OKTV-vel való ütközés
miatt, így végül 18 fô I. kategóriás, és 9 fô junior kate-
góriás diák versenyzett.

Az idén csak három lány jutott be a verseny döntô-
jébe, ketten az I. kategóriában, egy pedig a juniorok
között. A verseny fordulóin (mobiltelefon és Internet
kivételével) bármilyen segédeszközt használhattak a
diákok.

A Fizikai Szemle következô számában a döntô fel-
adatairól és értékelésérôl, a helyezésekrôl, valamint a
tanári Delfin-díj és a Marx György vándordíj nyerte-
seirôl számolunk be.

HÍREK – ESEMÉNYEK

AZ AKADÉMIAI ÉLET HÍREI

Einstein Teleszkóp

Rácz István, az RMKI–VIRGO és az MTA–ET csoportok vezetôjének
összeállítása alapján.

Einstein 1916-ban közölt általános relativitáselmélete
megjósolta a gravitációs hullámok létezését, és azóta
asztrofizikai megfigyelések igazolták az elméleti kö-
vetkeztetéseket. A jelenlegi, elektromágneses hullá-
mokon alapuló asztrofizikai, csillagászati megfigyelé-
seket a nagy áthatoló képességû gravitációs hullámok
segítségével új, korábban elérhetetlen tartományokra
terjeszthetjük ki, ami különösen az asztronómia és a
kozmológia megújulásához vezethet. A fény számára
az Ôsrobbanás után 300 000 év elteltével vált átlátszó-
vá a Világegyetem, míg a gravitációs hullámok segít-
ségével a Világegyetem sokkal korábbi folyamatairól
is alapvetô ismereteket kaphatunk.

Az Einstein Teleszkóp (ET) célja az, hogy Európa
vezetô szerepet érjen el a gravitációs hullámok észle-
lésére alapozott új tudományág, a gravitációshullám-
csillagászat kialakításában. Ehhez új technológiák
kifejlesztése szükséges, különösen a vákuumtechnika,
a lézerfizika, valamint a számítástechnika és az infor-
matika területén. Az EU FP7-es keretprogramja támo-
gatja a tervelôkészítô szakaszt. Az EU pénzügyi hátte-
rével, közel 4 milliárd euróból, 10 év alatt egy olyan
új, nagy kutatási központ épül fel, amely mintegy 50
évig üzemel majd.

A gravitációs hullámok megfigyelésére irányuló
földfelszíni kísérleti berendezések Amerikában 2002
óta LIGO néven, Európában 2004 óta VIRGO néven
mûködnek. A European Gravitational Observatory
(EGO) a mûködô elsô generációs VIRGO projekt mel-
lett tervezi a második generációs, érzékenyebb Ad-
vanced VIRGO és az évtized végére a harmadik gene-
rációs, szuperérzékeny Einstein Teleszkóp projekt in-
dítását is. A Magyar Tudományos Akadémia Részecs-
ke és Magfizikai Kutatóintézetében létrejött VIRGO
Csoport 2008-ban csatlakozott a VIRGO európai tudo-
mányos együttmûködés munkájához és a csoport
szakmai hitelének köszönhetôen 2009 óta az ugyan-
csak az EGO által szervezett ET projekt munkájában
is részt vesz. Az ET – valamint a hozzá hasonló ameri-
kai és japán berendezések – a következô öt évtized-
ben a precíziós csillagászati és kozmológiai megfigye-
lések elsôdleges eszközei lesznek.

Az ET tizenegy lehetséges helyszínének vizsgálata
után a második fordulóba a következô négy pályázat
jutott: Németország (Fekete-erdô), Magyarország
(Mátra), Olaszország (Szardínia) és Spanyolország
(Pireneusok). A továbbjutottak nevét az MTA-n meg-
rendezett 3. ET Nemzetközi Mûhelyen, 2010. novem-
ber 23–24-én hirdették ki.

A beruházás fázisai: a döntést elôkészítô munkála-
tok, azaz a versenyben lévô helyszínek részletes geo-
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A szerkesztôbizottság fizika tanításáért 
felelôs tagjai kérik mindazokat, akik 
a fizika vonzóbbá tétele, a tanítás 

eredményességének fokozása érdekében 
új módszerekkel, elképzelésekkel 

próbálkoznak, hogy ezeket osszák meg 
a Szemle hasábjain az olvasókkal!

lógiai, szeizmológiai vizsgálata, ami várhatóan 2014–
2015-ig tart. 2016–2017-re várható a helyszín kiválasz-
tása, elôkészítése, a részletes konkrét helyre történô
tervezés. A döntésben a geológiai adottságokon túl
fontos szerepet kap majd a fogadó állam kormányá-
nak, tudományt támogató szervezeteinek és kutatói-
nak összehangolt erôfeszítése. A szükséges alagútépí-
tési munkálatok 2017–2018-ban kezdôdhetnek, 2022-
re várhatóan befejezôdnek. A vákuumrendszer építé-
se 2021-ben indulhat, a detektorok kiépítése 2023-tól,
míg az elsô adatok mintegy 2025-tôl várhatók.

Kutatási és fejlesztési (K+F) lehetôségek a VIRGO és
az ET projektekben: Mivel a két projekthez kapcsolódó
kutatási és fejlesztési lehetôségek egymásra épülnek,
célszerû elôször ezeket a VIRGO detektor kapcsán átte-
kintenünk. A VIRGO, a többi elsô generációs gravitá-
cióshullám-detektorhoz hasonlóan, 2014–2015-re éri
majd el a második generációs detektorokra jellemzô
tízszeres érzékenységnövekedést, ami a megfigyelhetô
csillagászati események számát ezerszeresére növeli. E
fejlesztés keretében a vákuumrendszeren és az optikai
rendszeren kívül a vezérlô és adatgyûjtô elektronikai
rendszert is felújítják. Az EGO konzorcium úgy döntött,
hogy a VIRGO vákuumrendszer elemeinek elméleti
modellezését, mérnöki tervezését, valamint gyártását és
a VIRGO detektorba történô beépítését az MTA RMKI
mérnökeinek bevonásával kívánja megoldani. A vá-
kuumrendszer létesítésében való magyar részvétel mér-
téke megfelelô hazai pénzügyi források esetén, 20%
önrész biztosításával lényegesen növelhetô lehetne;
minden egyes itthon befektetett magyar forint négy
forint külföldi (EGO) megrendelést hozna. Így a létre-
hozott érték 20%-ánál jóval nagyobb része maradhatna
a tervezésben és kivitelezésben érintett magyar mérnö-
köknél és vállalkozásoknál.

A VIRGO detektor két lépcsôben elképzelt felújítá-
sa akkor ér véget, amikor az ET detektor vákuum-
rendszerének megépítése a kiválasztott európai hely-
színen megkezdôdik. Azok a hazai vállalatok, ame-
lyek a VIRGO fejlesztésében részt vesznek, lényeges
versenyelônnyel rendelkeznek majd az ET detektor
közel 50 000 m3 térfogatú vákuumrendszerének fel-
építésére kiírandó tenderben.

Ha nálunk valósulna meg az ET detektor, szinte
elképzelhetetlen tudományos, mûszaki, ipari és gaz-
dasági húzóágazat megjelenését jelentené a szûkebb
és tágabb régióban.

Geológiailag nagyon stabil, kis szeizmikus zajjal
terhelt környezetben, mélyen a föld alatt kell felépíte-

ni a 10 km oldalhosszúságú, 5 m átmérôjû alagutak-
ból álló szabályos háromszög alakú alagútrendszert
(lásd a címlapot). Az építkezés a Mátrában évszáza-
dok óta folytatott bányászattal összemérhetô mennyi-
ségû nyersanyagkincset hozhat a felszínre, amely csak
mellékterméke az érintett bányavállalatok mérnökei-
nek és bányászainak adott óriási megrendelésnek.

A kialakított járatokat betonozni kell, majd a vá-
kuumrendszer elemeivel kell feltölteni. Ez magyar
építôipari, valamint vákuum- és lézertechnikai meg-
rendeléseket generál. Ezt követné Európa legponto-
sabb szeizmológiai állomásának kialakítása, majd a
detektort felépítô optikai interferométerek rendszeré-
nek kialakítása. Mindez európai laboratóriumokban
kifejlesztett, világszínvonalú technikai elemek Ma-
gyarországra történô telepítését, részben hazai kifej-
lesztését jelentené. A projekt ezen a ponton is kap-
csolódik az MTA kutatóintézeteihez (RMKI, amely a
hazai gravitációs kutatások központja, ATOMKI, Szi-
lárdtestfizikai és Optikai Kutató Intézet) és egyeteme-
inkhez (ELTE, BME, Szegedi Egyetem). A detektor – a
tervek szerint – öt évtizeden keresztül mér majd, és az
idôközben elért újabb technikai fejlesztések is megje-
lennének a detektornál.

A hasonló kaliberû nagyberuházások (mint például
CERN LHC, grenoble-i nagyfluxusú neutronforrás stb.)
tapasztalatai bizonyítják, hogy az ilyen volumenû csúcs-
berendezések tervezése, építése és mûködtetése a kör-
nyék gazdasági fejlôdésének motorjává válik. A csúcs-
technológiai fejlesztés helye világszínvonalú tudásköz-
pontot hoz létre, építôipari és egyéb kiszolgáló munka-
helyeket teremt a kis és közepes vállalkozásoknak is, a
külföldi vendégkutatók ellátása a vendéglátóipar szín-
vonalát és bevételeit növeli. Ezért is rendkívül figyelem-
reméltó az a tény, hogy a Föld mélyébe ágyazott Ein-
stein Teleszkóp létesítésének helyszíneként, a gyön-
gyösoroszi elhagyott ércbányában végzett mérések
alapján a Mátra is komolyan szóba került.

Ha nem a Mátrában valósulna meg az ET detektor, a
korábban említett EGO–RMKI együttmûködésben a vá-
kuumtechnológiai elemek gyártásához szükséges fej-
lesztések önmagukban is hosszú távú, kedvezô megté-
rüléssel járó K+F befektetésre adnak lehetôséget mind
a VIRGO, mind pedig az ET detektorok kapcsán.

Az építkezések várható megkezdése Eötvös Loránd
halálának centenáriumával esik majd egybe, így a
precíziós gravitációs mérései alapján méltán híressé
lett magyar tudós nevével is összekapcsolódik az ET
teleszkóp projekt.



Felhívás javaslattételre

• Szalay Sándor-díjat annak a személynek, aki az 
atom- vagy atommag-fizikában, illetve ezek interdisz-
ciplináris alkalmazási területén,

• Szigeti György-díjat annak a személynek, aki a 
lumineszcencia- és félvezetõ-kutatások gyakorlati al-
kalmazásában,

•  Bozóky László-díjat annak a személynek, 
aki a sugárfizika és a környezettudomány 

területén,
•   Felsõoktatási Díjat annak a sze-

mélynek, aki a felsõoktatás területén 
kimagasló eredmény ért el.

Társulati díjak

•  Eötvös Loránd Fizikai Társu-
lat Érem a Társulat azon tagjának 
adható, aki a fizika területén hosszú 

idõn keresztül folytatott kutatási, al-
kalmazási vagy oktatási tevékenységé-
vel és a Társulatban kifejtett munkás-

ságával kiemelkedõen hozzájárult a 
fizika hazai fejlõdéséhez.

•  A Társulat Prometheusz 
éremmel – „A fizikai gon-

dolkodás terjesztéséért” – 
tüntetheti ki azt, aki a 
fizikai mûveltség foko-
zásához országos hatás-
sal hozzájárult.

•  A Társulat Eötvös 
Plakett emléktárgya an-
nak a tagnak/személy-
nek ítélhetõ oda, aki 

rendkívüli mértékben nyújt segítséget a Társulat célki-
tûzéseinek megvalósításához, neves külföldi vendég-
nek a Társulat valamely rendezvényén tartott elõadása 
alkalmából.

A Társulat díjaira az Alapszabály szerint a Társulat 
szakcsoportjai és területi szervezetei, valamint a Tár-
sulat tagjai tehetnek javaslatot, de minden társulati tag 
maga is pályázhat a díjakra. A díjak elnyerésének a 
társulati tagság nem feltétele. A javaslatokat és a pá-
lyázatokat az illetékes szakcsoportok véleményével 
együtt a www.elft.hu weblapról letölthetõ, vagy a tit-
kárságon beszerezhetõ ûrlap felhasználásával kell a 
Társulat titkárságára eljuttatni.

A díjazottak személyérõl a Díjbizottság javaslatára a 
Társulat Elnöksége dönt.

Kádár György fõtitkár

A korábbi évekhez hasonlóan az idén is szándékunk-
ban áll kiosztani az Eötvös Loránd Fizikai Társulat érme-
it és díjait.  Ezúton is kérem a Társulat szakcsoportjait, a 
területi szervezeteket és a Társulat valamennyi tagját, 
hogy a Társulat díjainak odaítélésére vonatkozó javas-
lataikat (pályázatukat) 2011. április 1-jéig szíves-
kedjenek eljuttatni a Társulat titkárságára 
(1121 Budapest, Konkoly Thege Mik-
lós út 29–33., 31. épület, II. emelet, 
315. szoba).

A díjak odaítélésével kapcso-
latban az Alapszabály vonatkozó 
rendelkezései az irányadóak, a 
díjak kiosztására az elõrelátha-
tóan 2011. májusban megren-
dezendõ küldöttközgyûlés ke-
retében kerül sor.

Tudományos díjak

A Eötvös Loránd Fizikai Társulat az 
alábbi tudományos díjakat adomá-
nyozhatja:

• Bródy Imre-díjat annak a 
személynek, aki a fizika al-
kalmazásának területén,

• Budó Ágoston-díjat 
annak a személynek, aki 
az optika, molekulafizika 
vagy a kísérleti fizika te-
rületén,

• Detre László-díjat annak a személynek, aki a 
csillagászatban, valamint bolygónkkal és annak koz-
mikus környezetével foglalkozó fizikai kutatások terü-
letén,

• Gombás Pál-díjat annak a személynek, aki az al-
kalmazott kvantumelmélet kutatása területén,

• Gyulai Zoltán-díjat annak a személynek, aki a 
szilárdtestfizika területén,

• Jánossy Lajos-díjat annak a személynek, aki az el-
méleti és kísérleti kutatások területén,

• Novobátzky Károly-díjat annak a személynek, 
aki az elméleti fizikai kutatások területén,

• Schmid Rezsõ-díjat annak a személynek, aki az 
anyag szerkezetének kutatása területén,

• Selényi Pál-díjat annak a személynek, aki a kí-
sérleti kutatás területén,
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Tájékoztató az Eötvös Loránd Fizikai Társulat 2011. évi tagdíjairól

Tisztelt Kollégák!

Mindenek elõtt szeretném tolmácsolni a Társulat elnökségének üdvözletét és újévi jókívánságait a Társulat 

tagjainak, a fizika barátainak és a Fizikai Szemle valamennyi olvasójának. Biztosíthatom Önöket, hogy a Társu-

lat és a Fizikai Szemle az idén is változatlan erõvel kívánja megvalósítani mindazokat a feladatokat, amelyek 

betöltésére Alapszabályában vállalkozott. Bár a Társulat mûködését érintõ költségek várhatóan idén is növe-

kednek, az adott helyzetben a társulati tagdíjakon az Elnökség mégsem változtatott. Kérem, hogy a 2011. 

évre vonatkozó tagdíjukat az alábbiak figyelembevételével, a mellékelt csekkel szíveskedjenek befizetni.

Ha Ön a Társulatunk rendes tagja, akkor a 2011. évi tagdíja 7.300,- Ft.

Ha Ön a Társulatnak rendes tagjaként általános vagy középiskolai tanár, akkor évi tagdíja 730,- Ft alaptagdíj + 

6.570,- Ft kiegészítõ tagdíj, azaz összesen 7.300,- Ft. (Az alap- és kiegészítõ tagdíjat együtt kérjük befizetni.)

Ha Ön nyugdíjasként rendes tagja a Társulatnak, 2011. évi tagdíja 2.500,- Ft. Ezúttal is kérem azokat a nyug-

díjas korú tagjainkat, akik nyugdíjuk mellett teljes munkaviszonnyal vagy közalkalmazotti jogviszonnyal ren-

delkeznek, hogy a tagdíjfizetés szempontjából ne tekintsék magukat nyugdíjasnak!

Ha Ön tanulmányait végzi (felsõoktatási intézmény hallgatója) és munkaviszonnyal nem rendelkezik, vagy 

középiskolai tanuló, akkor kedvezményes tagdíja 3.200,- Ft.

Kérem, hogy tagdíjukat mielõbb szíveskedjenek rendezni. A tagjainknak tagsági jogon járó Fizikai Szemle fo-

lyamatos küldését csak azok számára tudjuk biztosítani, akik 2011. évi tagdíjukat rendezték. Felhívom ugyan-

akkor szíves figyelmüket arra a lehetõségre, hogy tagdíjuk megfizetését esetleg munkahelyük is átvállalhatja.

Az EPS-be a továbbiakban csak egyéni tagként lehet belépni. Kérem a kollégákat, hogy a hazai fizika meg-

felelõ képviselete érdekében az EPS-be minél nagyobb számban lépjenek be.

Felhívás tagjainkhoz és a fizika minden barátjához!

Tájékoztatom a Társulat tagjait és a Fizikai Szemle olvasóit, hogy a 2009. évrõl szóló jövedelemadó-bevallás-

hoz kapcsolódó felajánlások révén a Társulat 2010-ben 959.191,- Ft bevételhez jutott, amit a korábbi évekhez 

hasonlóan, teljes egészében a Fizikai Szemle megjelentetési költségeinek részbeni fedezeteként használtunk 

fel. E támogatás tette lehetõvé többek között azt is, hogy tagjaink folyamatosan megkaphatták társulatunk 

folyóiratát, amiért köszönetünket fejezzük ki a Társulat javára rendelkezõknek. Kérem a fizika minden barátját, 

ha teheti, az idén is rendelkezzék személyi jövedelemadója 1%-ának a Társulat céljaira való felajánlásáról, és 

buzdítsa erre barátait, ismerõseit is. Az Eötvös Loránd Fizikai Társulat nyilatkozaton feltüntetendõ adószáma 

19815644-2-41.

Budapest, 2011. január hó

Tisztelettel:

Kádár György fõtitkár




