
EGYSZERÛEN BONYOLULT – A SITNIKOV-PROBLÉMA

1. ábra. A Sitnikov-probléma elrendezése. Két egyenlô (m ) tömegû
égitest egymás körül Kepler-pályán kering, relatív távolságuk 2r. A
harmadik elhanyagolhatóan kis tömegû égitest (P3) a fôkomponen-
sek síkjára merôleges, azok tömegközéppontján áthaladó, egyenes
mentén mozog.
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Miért probléma, ha ilyen egyszerû?

Nézzük meg elôször, hogy tényleg egyszerû-e? Egy
tömegpontról akkor mondjuk, hogy Sitnikov-féle
mozgást végez, ha egy egyenes mentén mozog, még-
pedig olyan egyenes mentén, amely két egyenlô tö-
megû, egymás körül keringô égitest közös tömegkö-
zéppontján halad át. Itt mindjárt kiderül, hogy csilla-
gászati példáról van szó. Amikor problémáról beszé-
lünk, burkoltan a harmadik égitest mozgására va-
gyunk kíváncsiak, amit a két fôkomponens (az egyen-
lô tömegû égitestek) gravitációs hatása befolyásol (1.
ábra ). A Newton-féle gravitációs erô centrális, azaz
az adott tömegpontok között húzott egyenes mentén
hat [1]. Ebbôl és a Sitnikov-rendszer szimmetrikus
elrendezésébôl következôen a kis tömegû égitestre
ható két erô eredôje valóban a függôleges egyenesbe
esik. Tehát a mozgás tényleg egy egyenes mentén
zajlik. Ha a két fôkomponens körpályán kering (azaz
távolságuk minden idôpillanatban állandó marad),
akkor a harmadik égitestre – az egyenes bármely
pontján – a fôsíktól (a két nagy tömegû test keringési
síkja) mért távolságával arányos erô hat. Ezen erô
hatására a tesztrészecske (kis tömege miatt nevezhet-
jük így is) a tömegközéppont körül harmonikus rez-
gômozgást végez.

Körpályát feltételezve a rendszer nem tûnik túlsá-
gosan bonyolultnak. Szép példája a középiskolai har-
monikus oszcillátornak, bár a megoldás egy kicsit
bonyolultabb alakú, ahogy azt már 1911-ben megmu-
tatták [2].

Azonban nem véletlenül hivatkoznak probléma-
ként a rendszerre. Ha megengedjük, hogy a fôkom-
ponensek keringjenek egymás körül, amit egy kettôs
csillagrendszer esetében joggal feltételezünk, és nem
ragaszkodunk a görögök által tökéletesnek vélt kör-
pályához, akkor a harmadik, kis tömegû égitest moz-
gásában drasztikus változásokat figyelhetünk meg. És
ne gondoljunk arra, hogy nyolcas alakban vagy vala-
mi kusza pályán kezd el vándorolni. Mindvégig az
egyenes mentén marad, de mozgása oly rendszerte-
lenné válik, hogy azt a mai fizikában használatos
kaotikus szóval illethetjük. És mindez csupán azért,
mert a fôkomponensek ellipszispályán keringenek
egymás körül, vagy másképp megfogalmazva, idô-
ben változik a távolságuk, hol közelebb kerülnek
egymáshoz (pericentrum környékén, ahogy a csilla-
gászok mondják), hol pedig eltávolodnak egymástól
(apocentrum környékén).

Még egy fontos következménnyel jár az, hogy ger-
jesztett rendszerrel van dolgunk. Nevezetesen, a har-

madik test mechanikai energiája a mozgás során nem
állandó. Az ilyen rendszerek dinamikai viselkedésével
bôvebben [3] foglalkozik.

Ennyi ismerettel a hátunk mögött már nyugodtan
mondhatjuk, hogy a Sitnikov-probléma valóban prob-
léma. Hiszen vannak esetek, és ezek a tipikus esetek,
amikor bizony bonyolult lehet az egyenes vonalú
mozgás is. Természetesen ebben a bonyolultságban
nyilvánul meg a rendszer dinamikai viselkedésének a
szépsége, amelyet az írás következô részében ismer-
het meg az Olvasó.

Mielôtt azonban a probléma alaposabb vizsgálatá-
ba fognánk, egy mondatot kell ejteni a rendszer név-
adójáról is. K. Sitnikov orosz matematikus volt, aki
elsôként bizonyította az égi mechanika híres rendsze-
rérôl, a háromtest-problémáról, hogy benne oszcillá-
tormozgás is lehetséges [4]. Ezért róla nevezték el ezt
a speciális elrendezést.

Hosszú tél rövid nyár, rövid tél hosszú nyár?

Ha az ember kaotikus viselkedéssel találja szembe
magát egy dinamikai rendszer vizsgálata során, értem
itt ez alatt, ha a kitûzött feladat megoldása idôben
rendszertelen változást produkál, akkor néhány jól
bevált módszert fel kell adni és helyettük újakat kell
bevezetni. Itt három dolgot fogok röviden megem-
líteni, amelyeket az Olvasó szinte minden, káosszal
foglalkozó tankönyvben sokkal részletesebben is
megtalál [3]:

• az idôbeli viselkedés helyett a rendszer fázisteré-
nek tanulmányozása a célravezetô,
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• a fázistérben leképezéseken látható jól az a geo-

2. ábra. A stroboszkopikus leképezés vázlatosan. A háromdimen-
ziós fázisteret a gerjesztés periódusával megegyezô idônként fény-
képezzük le (a mozgásegyenlet dimenziótlanítása után a Sitnikov-
probléma esetén ez éppen 2π), és csak az ezekhez a portrékhoz
tartozó kitérés-sebesség párokat tartjuk meg. Az ábráért köszönet
Tél Tamásnak és Gruiz Mártonnak.
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3. ábra. Fázisportrék különbözô excentricitásra. a) 0,1-es pályala-
pultság (az ellipszis körtôl való eltérése) mellett a Sitnikov-problé-
ma egy fázisportréja. Középen koncentrikus zárt görbék (a legbel-
sô régió nincs ábrázolva), majd a ciklusoknak megfelelô szigetek
kétoldalt. b) A 2:1-es rezonancia (z = 1, 84, v = 0) jobb oldali szige-
te e = 0,093-ra.
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metriai struktúra, amely a kaotikus viselkedést jel-
lemzi,

• végül, az egyenleteket számítógéppel, numeri-
kusan kell megoldani, mivel egyszerû alakú megoldá-
saik nem léteznek.

A következôkben a fázistér alakzatainak megisme-
résén keresztül derítjük fel a probléma különbözô
mozgástípusait.

A rendszert leíró mozgásegyenletben egyetlen füg-
gô változó van, a harmadik égitest fôsíktól mért távol-
sága, ezért mondhatjuk, hogy egy szabadsági fokú a
rendszer. Ez részben igaz is akkor, amikor a kettôsök
körpályán keringenek, ha azonban a gerjesztés is
megjelenik (ellipszisen mozog a kettôs), akkor azt
mondjuk, hogy másfél szabadsági fokú a rendszer. Az
idô a plusz fél. Adott szabadsági fokú rendszer fázis-
tere a szabadsági fokok számának kétszerese, mivel
minden egyes szabadsági fokhoz tartozik egy hely-
koordináta és egy sebesség, amelyek a fázisteret kife-
szítik. Ebbôl a szempontból az idô kicsit furcsa
mennyiség, de a szabályhoz alkalmazkodik, úgyhogy
a fél szabadsági foka egy fázistér-dimenziót ér. A Sit-
nikov-probléma fázistere tehát háromdimenziós, a
kitérés, az ehhez tartozó sebesség és az idô, vagy a
helyette bevezethetô fázis, ami a fôkomponensek
pillanatnyi helyzetére jellemzô. E három adat egyér-
telmûen jellemzi a rendszer állapotát. Vagyis a moz-
gásegyenlet megoldása adott pillanatban ebben a
3-dimenziós térben egyetlen pont, követve a mozgást
pedig egy folytonos fázisgörbe (trajektória).

A kaotikus viselkedés tanulmányozásához, ahogy
már említettem, leképezéseket célszerû bevezetni.
Gerjesztett rendszerek esetén ez viszonylag egyszerû,
mert csak a gerjesztés periódusát kell a mintavétel
egységének választani, és így információvesztés nél-
kül kaphatunk képet a dinamikai viselkedésrôl. A

Sitnikov-probléma esetében ez a háromdimenziós
fázistér „feldarabolását” jelenti az idôtengely (vagy a
fázistengely) mentén. Az effajta leképezést strobosz-
kopikus leképezésnek nevezik, hiszen adott idô eltel-
tével nézünk csak rá a rendszerre, és mentjük el a
kitérés-sebesség (z, v ) adatpárokat (2. ábra ). Az el-
nevezést a hasonló elven mûködô stroboszkóplámpa
ihlette.

Most nézzük meg, hogy milyen szerkezetû egy
ilyen stroboszkopikus metszet, fázisportré (3. ábra ).
Láthatunk rajta önmagukba záródó közel koncentri-
kus görbéket (amelyek „szigeteket” alkotnak), azok
közepén elhelyezkedô pontokat, a görbék között
vastag sötét sávokat, valamint szétszórt rendezetlenül
elhelyezkedô pontokat. A következôkben azt ismer-
jük meg, hogy milyen mozgást reprezentálnak ezek
az alakzatok.

A „tökéletes” mozgás

Haladjunk belülrôl kifelé. A zárt görbék minden eset-
ben egy pontot fognak közre a fázistérképen. Ezek a
pontok a periodikus mozgásoknak felelnek meg. Ez
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az a mozgástípus, mely során a harmadik égitest ép-

4. ábra. Kitérés-idô a), sebesség-idô b) görbék 2:1-es rezonanciá-
ban. A stroboszkopikus leképezés metszeteinek a függôleges szag-
gatott vonalak felelnek meg. Láthatjuk, hogy minden második met-
szeten kapjuk ugyanazt a kitérés-sebesség párt.
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pen ugyanabba a pozícióba, ugyanakkora sebesség-
gel érkezik vissza minden egyes fénykép készítése-
kor (hasonlóan, mint az ingaóra ingája). Helyeseb-
ben szólva ez a megfogalmazás csak egyetlen pontra
érvényes. Vannak olyan periodikus pályák, amelyek
minden második fényképen lesznek ugyanazon a
helyen, vagyis az 1., 3., 5. stb. fényképeken egy adott
helyen jelennek meg, a páros számúakon pedig egy
másik helyen. Az ilyen periodikus mozgásoknak két
pont felel meg a fázisportrén, ahogy az látszik is a fô
sziget két oldalán jobbról és balról nagyjából z =
±1,84 és v = 0 helyeken. Az, hogy ez a mozgás két
pontot ad a metszeten azt jelenti, hogy amíg ugyan-
abba a pozícióba ugyanazzal a sebességgel megérke-
zik a részecske két fényképezés történik, azaz a fô-
komponensek két keringést végeznek. Az elsô kerin-
gés végén a tesztrészecske a z = −1,84, v = 0 pontban
található, a második végén pedig a z = 1,84, v = 0
pontban. Az effajta mozgást kettes ciklusnak, vagy a
csillagászatban használt 2:1-es rezonanciának mond-
juk, mivel a tesztrészecske és a fôkomponensek pe-
riódusideje racionális arányban állnak egymással. Így
már kitalálható, hogy az egyetlen pont az 1:1-es rezo-

nanciának felel meg, ahol a tesztrészecske – ahogy
azt már láttuk – egy fôkomponens-keringés alatt tesz
meg egy teljes periódust. A harmadik égitest kitérés-
idô diagramján mindezt ellenôrizhetjük is (4. ábra ).
A mozgás kezdôfeltételétôl függôen, ezeken kívül
természetesen még számtalan különbözô rezonancia
található [5].

Kváziperiodikus pályák

A következô mozgástípus nem annyira szabályos,
mint az elôzô részben bemutatott tökéletesen periodi-
kus. Ezek a pályák a fázisportrén zárt görbéket rajzol-
nak ki. Ez annak felel meg, hogy mozgása során a
harmadik test a tömegközéppont körüli kitéréseket
végez ugyan, de soha, egyik fényképezéskor sem tér
vissza ugyanabba a pontba, ugyanazzal a sebesség-
gel. Másképp mondva, a mozgás több periodikus
megoldás összege, ilyenkor a fôkomponensek kerin-
gési periódusa és a tesztrészecske periódusa nem
racionális arányban állnak egymással. Az ilyen moz-
gásokat közel-periodikusnak, vagy idegen szóval kvá-
ziperiodikusnak mondjuk. Az elnevezésben benne
van, hogy a mozgás viszonylag rendezett, de nem tö-
kéletesen ismétli önmagát. Az, hogy közel-periodikus
egy mozgás a fázisportrén – többek között – abban
nyilvánul meg, hogy az általuk formált zárt görbék
éppen a periodikus pályákat reprezentáló pontok
körül alakulnak ki.

Mindörökké káosz

Bár a harmadik test energiája nem marad meg a moz-
gás során, általánosabb értelemben a dinamika mégis
konzervatív, ugyanis a súrlódás hiánya miatt a fázis-
térfogat nem változik, konzerválódik (lásd Liouville-
tétel). Ezért soroljuk a Sitnikov-problémát is a konzer-
vatív rendszerek közé. Az 1960-as években kimondott
és bizonyított matematikai tétel határozza meg, hogy
a konzervatív rendszerekben a fázisportré zárt görbéi
közül melyek maradnak meg hosszú ideig, és melyek
azok, amelyek a rendszert érô zavaró hatás (jelen
esetben a kettôsök pályalapultsága) következtében
felbomlanak, és „törmelékként” vastag sávokat hagy-
nak maguk után [3, 6–8]. Ezekben a sávokban a moz-
gás idôben rendezetlen, azaz a fényképezés pillanatá-
ban a sávon belülre majdnem bárhova eshet a pont.
Ez a fajta mozgás tehát még „tökéletlenebb”, mint a
közel-periodikus megoldások voltak. Ezek a mozgá-
sok a kaotikus viselkedés megtestesítôi a rendszer-
ben. A kis tömegû égitest véges térrészben maradva
végez rendezetlen mozgást, azaz a tömegközéppont-
átmenetek rendezetlenül követik egymást. Az effajta
mozgás érdekessége, hogy mindvégig (permanensen )
kaotikus marad, és a részecske a tömegközéppont
körül végtelen hosszú ideig, szabálytalan idôközökkel
oszcillál. Ez annak következménye, hogy a fázisport-
rén a görbék nem metszhetik egymást, ellenkezô
esetben a megoldás nem egyértelmû. Tehát a kaoti-
kus sávokból a pontok nem vándorolhatnak el a fázis-
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tér tetszôleges területeire, mert ahhoz keresztezniük

5. ábra. A 3. ábra kinagyított részlete. A kaotikus sávot sûrûn bejár-
ja a trajektória, de vannak szigetek amelyek tiltott tartományok. Ez
az egymásba ágyazott struktúra a felbontás növelésével is megma-
rad. A kaotikus sávok fraktálhalmazt alkotnak a fázistérben.
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kellene az ôket körülvevô közel-periodikus mozgá-
soknak megfelelô zárt görbéket (lásd 3.b ábra ). Kö-
vetkezésképpen a tesztrészecske a fôkomponensek
síkjától lefelé és felfelé csak meghatározott határok
között mozoghat.

Fentebb említettem, hogy a kaotikus mozgás során
a trajektória majdnem bárhová eljuthat a fázistér egy
meghatározott részében. A majdnem szó annak kö-
szönhetô a mondatban, hogy ha nagyító alá tesszük
ezeket a sávokat, láthatjuk, hogy kisebb skálán is je-
len vannak a kváziperiodikus mozgás szigetei, mint-
egy beágyazva a kaotikus sávokba (5. ábra ), és ez,
bármekkora nagyítót is használunk, megmarad. Azt
mondjuk, hogy a kaotikus sávok önhasonló alakza-
tok, nagyságrendekkel változtatva a felbontást ugyan-
azt a struktúrát kapjuk. Hasonlóan a szigetek partvo-
nalához, a Hold felszínének kráterezettségéhez, vagy
éppen a karfiol mintázatához. Az ilyen alakzatokat
fraktáloknak nevezzük [9, 10].

Látható tehát, hogy a kaotikus viselkedés megjele-
nésével a fázistérben meghatározott alakzatok rajzo-
lódnak ki. Kvantitatív vizsgálatok kimutatták, hogy a
dinamika és a geometria rendezetlen mozgás esetén
is szoros kapcsolatban áll egymással.

Itt mutatkozik meg a kaotikus viselkedés tanulmá-
nyozásában a fázistér használatának elônye, mert –
ahogy láthatjuk – a rendezett mozgás egyszerû fázis-
térbeli megnyilvánulásai mellett a bonyolult viselke-
désnek komplex, de jól meghatározható alakzatok
felelnek meg.

„Akik” elszöknek

A fázisportré szerkezetének kialakításában látszólag
jelentéktelen szereplônek tûnnek a szigetek között és
körül – soha nem belül – elhelyezkedô rendezetlenül
szétszórt pontok (3.a és 3.b ábra ). Ha az Olvasó tü-
zetesebben megnézi az ábrákat, akkor láthatja, hogy a
zárt görbék között nincsenek ilyen pontok. Ott a kao-
tikusan viselkedô pályák véletlenszerû pontjai a kaoti-
kus sávot rajzolják ki, amelynek jól meghatározott
szerkezete van, mint azt feljebb láttuk. Akkor vajon
milyen mozgásnak felelnek meg a szétszórt pontok?

A korábbiakban már megismert kaotikus viselke-
dés, bármeddig is figyeljük a rendszert, mindvégig
ugyanazt a fajta viselkedést mutatja. A permanens
káosz jelenségével a fizikusok már a múlt század de-
rekán tisztában voltak, az 1980-as évek közepétôl
azonban egyre inkább elôtérbe került a kaotikus vi-
selkedés azon fajtája, amely csak véges ideig tart,
majd a kezdeti rendezetlenség után viszonylag egy-
szerû mozgásba „torkollik”. Ezt a jelenséget véges
idejû vagy másképpen tranziens káosznak nevezik.
Eleinte disszipatív rendszerekben kutatták a jelensé-
get, mivel azok fázisterében találhatók olyan alakza-
tok, amelyek mintegy vonzzák a trajektóriákat, és
miközben a fázisgörbék megközelítik ezeket az ob-
jektumokat, a mozgás kaotikus jelleget ölthet (miután
elérték azokat, a bonyolult mozgás megszûnhet).

Vagyis, ha a rendszer idôbeli viselkedését sokáig kö-
vetjük, akkor a kezdetben rendszertelenül viselkedô
mozgás rendezetté válhat.

Súrlódásmentes esetben is kimutatták a jelenséget.
Ezekben a rendszerekben a véges idejû káosz szórási
jelenségként realizálódik. Azaz a vizsgált részecske,
tömegpont kezdetben szabályos mozgást végez, majd
megközelíti a szórócentrumot, ott éri valamiféle fizi-
kai hatás, majd e hatás következtében kidobódik,
elhagyja a szórási tartományt, és mozgása ismét egy-
szerûvé válik. Itt a véges idejû kaotikus viselkedés a
szórócentrum közelében figyelhetô meg.

Nézzük példának a Sitnikov-problémát. Ebben,
konzervatív rendszer lévén, várható szórási jelenség.
Valahonnan „magasról” beejtjük a tesztrészecskét a
tömegközéppont felé. Eleinte nagyon kis gyorsulás-
sal indul hiszen még elég távol van a fôkomponen-
sektôl, és azok hatása így még igen kicsi. A tömegkö-
zéppont közelébe érve, ahol távolsága már össze-
mérhetô a kettôs relatív távolságával, a fôkomponen-
sek gravitációs hatása egyre inkább érvényesül, és a
harmadik égitest mozgása elveszti addigi (viszonylag
egyszerû) jellegét. Elkezd oszcillálni a tömegközép-
pont körül, majd valamennyi idô múlva eltávolodik a
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fôsíktól, és elhagyja a rendszert (felfelé vagy lefelé)

6. ábra. A kaotikus nyereghalmaz e = 0,57-re. a) A nyereghalmaz
Cantor-felhô típusú objektum, fraktáltulajdonságai jól meghatároz-
hatók. Látszik, hogy kevésbé sûrûn tölti ki a fázisteret, mint a kaoti-
kus sávok. Mérete viszont kiterjedtebb, és a hozzá tartozó mozgás
dinamikai tulajdonságai is instabilabbak, kaotikusabbak, mint a
permanens káoszé. b) Az a) panel kinagyított részlete.
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ismét egyszerû mozgással.
A korábban említett szétszórt pontok a fázisportrén

azoknak a „szóródó” pályáknak felelnek meg, amikor
a részecske hosszabb-rövidebb idô után elhagyja a
rendszert. Ahogy a végtelen idejû kaotikus viselkedés-
nek is egy meghatározott geometriájú alakzat, a kaoti-
kus sáv felel meg a fázistérben, úgy a tranziens káo-
szért is egy jól definiálható objektum felel. Ezt nevez-
zük kaotikus nyereghalmaznak. Ennek egyik fontos
tulajdonsága, hogy ez is fraktálhalmaz, akárcsak a kao-
tikus sávok. Geometriája azonban eltérô jellegû. Azt
mondjuk, hogy a kaotikus nyereghalmaz kettôs vagy
összetett fraktál, mert mindkét irányban mérve, dimen-
ziója tört szám. Természetesen ez is önhasonló, mint
minden más fraktál (6. ábra ). A tranziens jelenségek
körében is megtalálták a kapcsolatot a mozgás dinami-
kai jellege, és a nyereghalmaz geometriai felépítése
között. Itt kell megjegyezni, hogy ebben az összefüg-
gésben szerepel egy eddig mellôzött, ám igen fontos
tényezô, a káosz átlagos élettartama. Ez, mint neve is
mutatja, azt adja meg, hogy ha sok-sok különbözô
kezdôfeltételbôl induló mozgást vizsgálunk a nyereg-
halmaz közelében, akkor azok átlagosan mennyi ideig
mutatnak – jelen problémánkban a fôsík közelében –
kaotikus viselkedést. Érdekes, hogy adott probléma,
adott paraméterére ez az érték állandó bárhonnan is
vesszük a kezdôfeltételeket.

Végezetül egy igen érdekes jelenséggel zárnám rö-
vid kalandozásunkat a Sitnikov-probléma fázisterében.

Említettem, hogy ha a numerikusan megszerkesz-
tett nyereghalmaz (a 6. ábrán látható pontfelhô) vala-
mely pontjából indítjuk a tesztrészecskét, akkor az
megközelíti a tömegközéppontot, végez valahány,
elôre meghatározhatatlan számú rendszertelen rez-
gést, majd egyszercsak elhagyja a rendszert. Felmerül
a kérdés, találhatunk-e olyan kezdôfeltételt, amelybôl
indítva a tesztrészecskét, az megközelíti a tömegkö-
zéppontot, és a továbbiakban mindörökké rendszer-
telen rezgéseket végez körülötte, azaz többé nem
hagyja el a rendszert. A válasz, igen. E kezdôfeltéte-
leknek „maga a nyereghalmaz” felel meg. A bökkenô
csak az, hogy számítógéppel megtalálni nem lehet ezt
az alakzatot, hiszen olyan végtelenül pontosan kelle-
ne választanunk a kezdôpontot, hogy arra a legtöké-
letesebb számítógép sem képes. Elméletileg tehát van
kapcsolat a tranziens és permanens káosz között,
gyakorlatilag azonban csak nagyon hosszú ideig „oda
ragadó” mozgásokat mutathatunk ki számítógépes
megoldásaink során.

Láttak már ilyet?

Eddigiekben csillagászati problémáról volt szó. Felme-
rülhet a kérdés az Olvasóban, hol lehet megfigyelni ezt
az égen? Sajnos a Sitnikov-probléma annyira speciális
elrendezésû, hogy ehhez hasonló mozgás az általunk
ismert csillagrendszerekben nem alakult ki. Gyakorlati
jelentôsége tehát itt véget is érhetne. Viszont egyszerû-
ségének és a benne rejlô komplex dinamikai viselke-
désnek köszönhetôen számtalan káosszal foglalkozó
könyv, dolgozat, közlemény tárgya volt már, amelyek
során közelebb vitte mind a szerzôket, mind az olvasó-
kat az egyszerû dinamikai rendszerekben megfigyelhe-
tô kaotikus viselkedés megértéséhez, továbbgondolá-
sához. Jelen dolgozatnak is az a célja, hogy felkeltse az
Olvasó érdeklôdését a dinamikai rendszerekben megfi-
gyelhetô kaotikus viselkedés iránt.
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