HOGYAN IS MOZOG EGY TOMEGES RUGO? — 1.

Emlékeztetd

Egy egyik végén rogzitett [ hosszisaga, m tomegd D
direkcios erejd rugdbol és a masik végéhez rogzitett
M tomegu testbdl 4ll6 rendszer mozgasat vizsgaljuk.
Ennek soran a rugoét egy p = m/[ strlségy, és € = D/
Young-modulusza egy-dimenzios rugalmas kdozegnek
tekintjiik, amelynek egyes pontjait a rogzitett végtsl
meért x nyugalmi tavolsaggal paraméterezziik. A rugd
pontjainak s(x, ©) longitudinalis elmozdulasat az

1 slx, 1) Fslx 1) _

0 1
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hullaimegyenletet irja le, amelyben a hangsebesség

co |e _ |pP ©3)
p m

A feladatot az elrendezésbdl adodo peremfeltételek
teszik egyértelmivé: a rugd x = 0 vége rogzitett, tehat

s(x=0,0 =0, 3

a masik végén levs test mozgasa pedig koveti New-
ton II. torvényét, azaz

as(x, 1) _ L, s(LD)

& a.X' x=1 = al‘z ' (4)

Munkink elsé felében megkerestiik a rendszer sa-
jatrezgéseit — normal modusait (1. dbra), amelyek
torténetesen allohullamok —, és a rendszer mozgasat
ezekbdl épitettiik fel (ezek szerint fejtettiik ki). Ez az
eljaras minden kezdeti feltétel esetén alkalmazhato,
de nem feltétlentil szemléletes, mivel a normal mo-
dusokra vald Osszegzés — legalabbis analitikusan —
nehézségekbe titkozhet. Tipikusan ez a helyzet az
elsG részben targyalt példikban, azaz az M tomegnél
fogva kihuzott, majd elengedett, illetve az M-en ke-

1. abra. A rugd (longitudinalis) deformacidjanak alakja az elsé né-
hany normal modusban m/M = 0,6 esetén.

m/M= 0,6

20

Woynarovich Ferenc
MTA SZFKI

resztil meglokott rugd esetében. Pedig tanulsagos
lenne legalabb az elején nyomon koévetni a rugé moz-
gasanak részleteit. Az ugyanis biztosan nem teljesen
sima: a kezdetben (nyuGjtva vagy nyujtatlanul, de)
nyugvo rugd egyik végével ¢ = 0-ban torténik valami
(elengedjlik, illetve meglokjik), és ez a valtozads véges
idG alatt terjed végig a rugon, és verddik vissza vala-
hogy a végeken. Ennek nyomon kovetésére alkalmas
az a (normal modusos leirdssal egyébként ekvivalens)
megkozelités, amely a rendszer mozgasit ide-oda
halado hullamfrontok segitségével adja meg.

Mozg6 hullimfrontok

Az eljaras alapja az, hogy az (1) hullamegyenlet 4ltala-
nos megolddsa jobbra és balra halad6 tetszSleges
alaka hullamokbol all:

s(x, ) = f(z‘ - f] + g[z + f] )

(Az egyértelm szohasznalat kedvéért Ggy vesszik,
hogy a rugd bal vége a rogzitett, mig az M tomeg a
jobb oldali végen van.) f(1) és g(¢) alakjat az koti 6sz-
sze, hogy teljestlnitik kell a (3) és (4) peremfeltéte-
leknek. Az elsG szerint

£ = -g(D), (6)

mig a masodik szerint

”+l+'+fl="7lf”7l
g(t C] ch[t C] of (t C) f[t C]. @)

Ttt

- P
o= ®)

és a’ az argumentum szerinti derivaldst jelenti.

(6) és (7) az egyes hullimoknak a megfelelS vé-
gekrdl valo visszaverddését irjak le. (6) szerint, ha a
balra, illetve jobbra mend hullam egy adott #, id6ben

X . X
g[to + C) es /(to - c]’

akkor egy késébbi tidGben a jobbra mend hullam

{3

ji{l":} ha x < ¢(t-1) (< D)

/{tf) ha c(t-1) < x < |,
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ahol

fg(z - x] = g(z‘ - x] (10)
c c
Az M tomegen valo visszaverddés ennél bonyolul-
tabb, mert az M mozgasa miatt a hullam alakja torzul.
Az ezt leir6 (7) egyenlet f(1) ismeretében g(#)-re (pél-
daul konstans varialassal) megoldhato.! A megoldas

t+x/c z
f e e‘”’[(xf’yy - yfz—l :|dydz+
ty+1l/c+0 ty+1l/c+0 ¢
an
Av{l exp(oc[ttoJr X ZD} +Ag
c
Itt
l-x
Pty > =

és az integralok alsé hataraként megadott #,+1/c+0
azt jelenti, hogy ez a hatar felulr6l kozelit a t,+1/c
értékhez. (Ennek jelentGségére késSbb visszatériink.)
Ha tehat egy ¢, id6ben az f({,—x/c) és a g(i,+x/c)

adott, akkor egy késGbbi -ben

g(ﬂf} ha 0 <x</-c(t-1)

x

g[l‘+] i
c

A gr-ben szerepl6 két integracios konstans, Av és Ag a
kovetkezé modon illesztends: Ag-t az hatirozza meg,
hogy a balra mené hullamnak folytonosnak kell len-
nie, hiszen a rugd nem szakad el. Ebbdl

g(to + l) = g{l‘o + l} azaz Ag = g(z‘o + l] (13)
c - c c

LA

(12)
g{ﬂf} ha I-c(t-t) <x <1

g +oag' =6
tipust egyenlet megoldasanak lépései:
A homogén egyenlet altalinos megoldasa g’ -re

oD = C e

Az inhomogén egyenlet egy specidlis megoldasat
g = cye™

alakban keresstk. Ezt behelyettesitve C{H)-re a
(1) = e o)

egyenletet kapjuk, amelynek megoldésa:

t

) = je%(y) dy+ C,.
Ezt felhasznalva g(#) integralassal megkaphato:

t
g = [c@edzc,

adodik. A Av meghatarozasakor két esetet kell meg-
kilonboztetni. Egyrészt kiilsé bebatds nélkiil az M
sebessége folytonos, mert a rugd csak véges erével
tud a testre hatni, igy a véges M tomeg sebessége nem
ugorhat. Ebbdl kovetkezik, hogy

lim (f"(t-1/c) +g/(t+1/0)) =

t—1,+0

lim (" (¢ - 1/c)+g' (1" +1/0)).

t" —1,-0

(14)

Az itt szereplS limeszek kiszdmolasandl azonban fi-
gyelembe kell venni, hogy a rugd mentén a sebesség,
igy egyes argumentumoknal az f’(¢—I/c¢) ugorhat.?
Ez véglil is a

Av=lim f’(zl) lim f'(;l)+
114 -0 Cc L —1,+0 Cc (15)

lim g’[z‘ + IJ
t—14,-0 C

szabalyt eredményezi. Ettél kilonboz6 eset, ha az
adott f, pillanatban az M-et meglokjik tgy, hogy a
sebessége v, legyen. Ekkor a szabaly

lim f’(z‘ Z)+g;.(t+ Z) =
t 14, +0 C : C
St - HNenv-o,
0 c M
(A késdbbiekben egy olyan példat fogunk vizsgalni,

amelyben mindkét lehetSségre figyelni kell.)
A kezdeti feltételek most azonosak azzal, hogy

X x| _
oo

(16)

an
/ X X
f [C) +g [C) i UO(X)
Ebbdl f” és g’ kifejezhetd, tehit fés g megadhato:
g X = ls<x>+ifv<y>dy<+o
N ¢ 27 2¢J " - ’
(18

20 2¢

0

JZ(?] -l 7ifvo(y) dy (0.

Itt két dolgot kell megjegyezniink. Egyrészt a £C integ-
racios konstansok id6fliiggs tagot nem generalnak és az

Ha a jobbra mend hullimban a sebesség valahol, azaz f"(1—x/c)
valamilyen argumentumnal ugrik, akkor ott f”(1—x/c) végtelen, ami
megjelenik a (11)-ben szerepld integral alatt. Ez a szingularitds integ-
ralhato, és finomabb matematikai eszkozokkel jol kezelhetd, itt azon-
ban mas eljarast javasolunk: az dltalanossag csorbitasa nélkul valaszt-
hatjuk #-nak azt az idGpontot, ahol az f”(t—1/c¢) ugrdsa van. Ekkor
az integral als6 hatarat #,+//c+0-nak valasztva biztositjuk, hogy az
integral szingularis tagot ne tartalmazzon (az integralokat az f” szin-
gularitasa folott kezdjik), igy

lim g/ (z+l/c) = Ay,

1= 1,+0

a Av-t pedig gy illesztjik, hogy az M sebessége folytonos legyen.
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s(x, )-bdl kiesnek, tehat ignoralhatok. Masrészt a (18)
altal meghatarozott kezdeti f és g mindig egy olyan
helyzetet ir le, amelyben az M tomeg kezdGsebessége

v = lim ¢ (x).
x =/
Ha az ettSl kiulonbozik, mert példaul az inditaskor
meglokjuk, akkor azt a fentiek szerint a Av megfelels
megvalasztasaval vehetjuk figyelembe.

Mindent egybevetve a mozgas a kovetkezé moédon
irhato le. A g,-val megadott elmozdulastér a rogzitett
vég felé tolodik, és onnan ellentétes fazisban vissza-
verddik. Ekdzben az f-val megadott elmozdulastér az
M felé tolodik, és az M tomegrél verddik vissza. En-
nek megfelelGen egy ¢ < //c idépontban

fg[tx} ha x < ct (<D
o ¢

j(;x]_ 19
¢ x
jz(tc} ha ct<x<1
és
go[ter} ha0<x</l-ct
c
g[+ﬁ = (20)
¢ M ohal-cr<ax<i
L+ — a /-
ey ’

ahol fg“-t és gt értelemszerden (10) és (11) adja
meg. Igy fés ga kezdeti feltételek segitségével meg-
kaphato a ¢t < //c id6re. A fenti eljarasbol azonban
viligos, hogy barmely idépillanatbol kiindulva a
mozgds jellemz6i Gjabb /¢ idSintervallumra megad-
hatok, tehat az eljaras ismétlésével tetszSleges ideig
kovethetSk.

Ebben a leirasban a technikdbo6l adoddan van egy
//c idejd szakaszossag. Ennek nem feltétlentl kell a
megoldasban is megjelennie, de bizonyos esetekben
(mint példaul a bemutatand6 példaban) ez kifejezet-
ten jellemz6 magara a mozgasra. Nevezetesen, ha a
rugbd mentén a sebesség ugrik, akkor az a sebesség-
ugrds a (10)-nek és (14)-nek megfelelGen a két vég
kozott a haladasi irdny szerint valtakozo elgjellel
oda-vissza verddik. A sebességugris két oldalin a
ds(x, 1)/dx relativ megnyidlds nem azonos, ezért va-
lahanyszor az ugras az M-hez ér, hirtelen megvalto-
zik az arra hato er8. Az M tomeg

€ A, L) +l
s

gyorsuldsa emiatt minden alkalommal (14)-nek meg-
felelGen

2¢e | . , [ . , / (22)
Aa, = =2=|1 r-—1|-1 r-—=
Do CM|:; i?()f[ C] zi?}()f( C]]

értékkel megvaltozik.
Fontos megjegyezni, hogy a rendszerben két ka-
rakterisztikus idS van: a

2D

22

T =—lmelletta‘cz=i=ﬂ
C o

1 p c
is fontos paraméter. Az elsé az az idS, amig egy jel a
rugdn végigfut, a masodik egyfajta relaxacids idének
latszik. Az ezekhez tartozé hosszisagskalak a rugd
hossza, illetve [, = M/p, ami a rugd olyan hossza da-
rabjanak felel meg, aminek a tomege éppen M. Ezek
jelent&ségére az alabbi példa kapcsan visszatérek.

(23)

Az M-en keresztiil meglokott rugd mozgasa

(II. megoldds az els6 részben b)-vel jelzett kezdeti
feltétel mellett.) A hirtelen meglokott (vagy v sebes-
séggel a rugdnak ttkoz6) Mtomegd test egy hullam-
frontot indit el, amely a rugén ide-oda haladva hol a
rogzitett végrdl, hol az M tomegrdl Gjra és Gjra visz-
szaverddik. A primer hullamfront alakjat az hataroz-
za meg, hogy kezdetben mind f, mind g nulla, igy Ag
is az, és az egyediili nem nulla tagban (16) szerint
Av=—uv:

sCo, ) = s,(x, 1), amig 0 < 1 < [/c, 24)
ahol
-5 [1 - e(ﬂ ha I-ct<x<1 (25
s, ) =31 ’ I
0 kilénben,
és
5, = g (26)

(Ezzel 0sszefliggésben a 1, idGallando szemléletesen
értelmezhetd: egy egyik irinyban végtelen hossza ru-
gonak utkdzve az M tomegl test exponencialis fligg-
vény szerint fékezédik le, ennek az idGallandoja az
adott p és ¢ mellett 1,.)

Amikor az (egyébként g(t+x/c)-nek megfeleld)
s;(x, ) hullamfront eléri a rogzitett véget (¢t = 1/¢),
akkor ellentétes elGjellel visszaverddik, azaz az (in-
nentdl kezdve mar sehol nem 0) s,(x, #) mellett megje-
lenik az f, (- x/¢)-nek megfelelS)

calioxt
s[le { )} ha 0< x<ct-1  (27)

s,(x, 1) =317

0 kilonben

hullamfront, amely a rogzitett vég fel6l az M tomeg
felé halad. Tehat az //c < t< 2//cid6intervallumban a
rendszer mozgasat az

sCx, 1) = s(x, 1) +5,(x, 1) (28)

adja meg, amelyben az el6zGek szerint
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/(t DCC) = 5,(x, 1),
g(t+ JCC) = 5(x, 1.

Miutan az s,(x, t) frontja eléri az [ véget, azaz ha 2
21/c, akkor az elmozdulastér

29

s, 1) = 5,(x, D +5,(x, 1) +5,(x, 1) 330)
amig ¢ < 3//c. Ebben mar mind s,(x, #), mind s,(x, £)
sima fuggvények, és az M tomegrdl visszavert front
mozgasat az

] a(h

x-31
c

" (3D

S, 11+20c[

s(x,0) =
ha 3/-ct< /,

0 kulonben

fuggvény adja meg. (A fent ismertetett eljardsban ¢, =
21/ c-tvalasztva Ag-t és Av-t (13), illetve (15)-nek meg-
feleléen meghatarozva g (¢ + x/c)-re s(x, 1) + s;(x, 1)
adodik, tehit az s,(x, ) folytatodik”, és megjelenik
mellette s(x, 1)) Nem kovetem tovabb, de az eljaras
tetsz6leges ideig folytathato.

Figyelemre mélto, hogy az M tomegen valod vissza-
verddéskor mindig megvaltozik a front alakja: elGszor
az egyszerl exponenciilis figgvény egy polinommal
szorzodik, minden tovabbi alkalommal pedig a poli-
nom fokszama né.

Eredménytink kialonosen érdekes, ha a 1, relaxa-
cios idG 1ényegesen hosszabb mint T, azaz ami alatt a
jel a rugon végigfut (ez az M > m eset). Ekkor egé-
szen addig, amig ¢ < 1, (ebbe a hullamfront szamos
oda-vissza mozgasa belefér), o szerint sorba fejthe-
tink, és megelégedhetiink a vezetd jarulékkal. Ebben
a kozelitésben

0, ha

0<x<I[-ct,

U(t*' XI], ha
c

|[-cr<x<]

amig 0 < £ < —Z,
c

s(x, 1) = (322)

-2 Uﬁ, ha
c

O0<x<ct-|

v(z‘ + XI} ha
c

ct-I1<x<|

amig—l<t<2—1
c
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-2 vﬁ, ha
c

0<x<3[-ct

(x, D)= _
S Z{l+ SXCZ} ha

3]-ct<x<]|

amig 2—l< < = 51

(32b)

Arrdl van tehat sz0, hogy az ide-oda mozgo front bal
oldalan a rugo (kezdetben teljesen, késébb kozelits-
leg) all, mig a masikon a sebessége kozelitSleg —v. A
relativ 6sszenyomodottsdg (—ds/dx) a bal oldali 0 és
a jobb oldali nagyjabdl v/ ¢ értékrdl indulva a front két
oldalan felvaltva ~2v/¢ lépésekben novekszik. (Eb-
ben a kozelitésben nem latszik, de ezalatt az M sebes-
sége lassan csokken.) Figyelemre mélt6 tehat, hogy a
rugd Osszenyomasa sem idSben, sem térben nem
egyenletesen torténik, és az M gyorsuldsa sem sima,
hanem

Ao - ZUE _ 20c

m
M c M I M

lépésekben viltozik (ahogy azt (22) alapjan elvar-
juk).

Hasonl6 modon érdekes és szépen leirhatd az
eredmény, ha a relaxacio sokkal gyorsabb mint a jel-
terjedés, azaz 1, > 1, (m > M). llyenkor az ide-oda
ver6ds hullamvonulat” szélessége ~/,, << /. A rug6-
nak csak az ebbe esé darabja van 6sszenyomva vagy
megnyujtva, és csak ez a darabja mozog, a tobbi 1é-
nyegében 4all. Ennek megfelelGen az M tomeg is 1é-
nyegében csak akkor mozog, amikor a hullam ép-
pen visszaverddik rola. A hullimvonulatot agy kell
elképzelni, hogy a hullimfrontnak a haladas iranya-
ba es6 széle éles, a szélessége az [, nagysigrendjébe
esik (ezt elolom [, -meD), de a hatsé széle elmo-
sodott.

0, amikor
0<x</[-ct

ha 0 <r<—
-s,, amikor

I-ct+l,<x<1,
sx, 1) = ) ‘ (332)

0, amikor
O<x<ct-1-1,
ha l<t<2J

-s,, amikor

ct-I1<x<l
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0, amikor

0<x<3l-ct

ha 2 << 3
s(x, 1) = || +s,, amikor

(33b)

3-ct+1l,<x<],

Altalinossigban elmondhatjuk, hogy a rugé moz-
gasit egy szakaszossag jellemzi, a szakaszok hossza
pedig az a 1, idG, amig egy jel végigfut a rugon. A két
véglet kozott az alapvets kilonbség abban van, hogy
hogyan viszonyul ehhez a 1, relaxacios id6. Ha 1, > 1,,
a relaxacios id6 alatt, tehat ami alatt szamottevSen
megviltozik példaul az M sebessége, a hullimfront éle
sokszor oda-vissza fut a rugén, az exponencialissal
leirhat6 elmozdulastér (a torzulds mellett) sokszorosan
6nmagira ,hajtogatodik”. A forditott, T, > T, esetben a
jel teljes hossza (/) sokkal rovidebb mint a rugo, és
bar a hullam egyre inkabb , fodrozodik” (ahogy az
M-r6l visszaverédik), hosszisiga (az exponenciilis
lecsengés mértéke) a mozgas soran valtozatlan marad.

Egy rdadasteladat

Mind az allohullamokkal, mind a mozgd hullimfrontok
leirasaval kapcsolatban igen tanulsagos az alabbi feladat:
mikor, és mekkora sebességgel pattan vissza a kezdet-
ben all6 rugbnak v sebességgel nekititkozé M tomeg? A
megoldashoz az M-re hat6 erét (vagy az M gyorsuldsat)
kell vizsgalni. Amig M a rugdt nyomja, a mozgas a fel-
jebb targyalt b) kezdeti feltételnek felel meg, de amikor a
rugd vége erd-, azaz megnyulismentessé valik, az M el-
repll. A feladatot ugyan nem tudjuk altalanossagban
analitikusan megoldani, de a két (M > m, illetve M <
m) végletben a probléma jol kezelhetS. A fentiek alapjan
az is nyilvanvalo, hogy a két hataresetben egészen mas-
ként kell eljirnunk, és mast is kell varnunk.

Az M > m eset. A rendszer mozgasat a normal mo-
dusok segitségével adjuk meg. Az elsé részben tar-
gyaltak szerint az M gyorsulasat

. = 2Msin’x, .
=Y o, " vsino,t (34
=0 m + Msin’K,

adja meg. Ez varhatéan ~7;/2 kortl lesz nulla. A fel-
harmonikusok

= 2 Msin*x
o —— " psin| nn+iﬂ+.“ <y (35)
m+ Msin’K, nn M /

n
n=1

jaruléka lényegesen leegyszerlsodik, ha

T
Amecth Am 4
nMI 2 M

(36)

24

Ez egy kicsit szigorabb feltétel mint az m/M < 1, de
ha ez is teljesil, a k,,-ekre, valamint az ®,-ekre vonat-
kozo kozelitésekben és ¢t < T)/2 esetén a szinusz ar-
gumentumadban is a vezets tag vehetd. Ekkor M gyor-
suldsa jo kozelitéssel

D m Sin®, 1t

S(Lt) = v— "
G0 Cn M o,

. TC
D - 2smn—ll‘
v —mz —(—]

m M= n

+

37

A misodik tagban az 0sszegzés elvégezhets, és arra
vezet, hogy

S = p 2 Mm% Dm[1{”]. (38)
m M ® m M T

Itt {#} definicidja:

(GD))
ahol a |1 egész, és

2ut, << QCu+2)1,. (40)
Ennek megfelelGen (38) masodik tagja egy fdrészfog-

fuggvény (v.0. (22)) (Figyelemre méltd, hogy ¢t <«
Ti-ra (38) a p-vel 1épcsdzetesen novekszik:

s =p |2 Myt 1)
m M T, T, 1)
cm
U—ZM(ZLL D,

ahogy azt (32) alapjan varjuk.) 7;/2 kozelében (38)

sUp=p | PM % SR ) BN )
m M|2t, T, T,
tehat az ellokédés tidejét végul is a
T
[;t]+(rl{l})=0 (43)
egyenlet adja meg. A megoldas
g
5 Qv -Dr,
P = _ 44
5 , (€29
ahol a v egész, és
T
Qv-D1, < < Qv +Dr,. (45)

Az adott (m/M)"* < 1 esetben a gyorsuldshoz hason-
l6éan az M
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= 2 Msin’K,

st =-Y

n=0 M+ MSiI‘lzK”

(46)

vcosm , t

sebessége is kiértékelhets. Az $(/ ) kiszamitasanal
alkalmazott kozelitésekkel, és (43) felhasznalasa-
val az

. B 1L, _aY | m (47)
sty = vl < [1 ﬁ] 5

értéket kapjuk. Ennek megfelelGen az elrepulS test
kinetikus energidja

2
Lo = Ly -2| L +(1 {”) my (48
2 2 6 T, | | M

Eredménytink szerint tehat az M tOomegd test altala-
ban hamarabb (hataresetben pont akkor) repil el
mintha csak a nulladik modus lenne gerjesztve, a se-
bessége mindig kisebb, mint v, de lehet nagyobb,
mint a nulladik moédus sebességamplitidoja, viszont
az az energia, amit magaval visz, kevesebb, mint a
nulladik moédusé. (Annak a kérdésnek, hogy ezt a
modusokbol milyen aranyban viszi el, nincs értelme,
hisz az elrepiilés utin megvaltoznak a rendszer nor-
mal rezgései.) Mindezt a (m/M)"? < 1 kozelitésben
kaptuk.

Ha m/M nagyobb, a megoldasban szerepet jatszo
fdrészfog-fliggvény torzul, az elrepiilés ideje és sebes-
sége eltolodhat, de a kapott megoldas jellege (tehat
hogy t < 1;/2, és hogy sok energia marad a rugoéban)
megmarad.

Az M < m eset. llyenkor a rugd mozgasat a hul-
lamfrontokkal célszerd megadni. Eszerint leghama-
rabb akkor tud az M elrepilni, amikor az 4ltala elin-
ditott hullamfront a rogzitett végrél visszafordulva
éppen rola verddik vissza. Feltételezziik, hogy a to-
megviszonyok olyanok, hogy valoéban ez torténik,
azaz a test még azel6tt elrepll, hogy az s;(x, ) frontja
a rogzitett végrol visszaverddve Gjra elérné az M to-
meget (tehat valamikor 21, és 41, kozott). Az erG-
mentesség feltétele

3. 0s(x, ¢
R R EL I
Ebbdl
r=21 +§&1, (50)
adodik, ahol
E=1+ 9_2%. GD
2

t akkor értelmezhetd, ha ¢ < 471,, azaz &1, < 21,. Ez a
feltétel azonos a

1. tablazat

A visszalokodés idGpontja és sebessége
néhany tomegaranynal

m/M /21, T,/4t, u/v
0,6 1,9558 2,2278 0,6329
1,0 1,5338 1,8259 0,6876
oo 1 1 0,7358
_pm
2M 5 gy M, azaz L > 0,578592... G2
M M

feltétellel. Ha ez nem teljestil, akkor az s,(x, t) frontja
a rogzitett végrol visszaverddve még (50) eldtt eléri
az M-et, ezért mas s(x, t)-vel kell szamolni. Ha tehat
M elég kicsi, (50) hasznilhato, és az ellokédés sebes-
ségére

> ds(L D)

M=E Jat

i=1

=2pet
=21 +¢&n,

(53)

adodik. Ez akkor a legnagyobb, ha M — 0, ilyenkor & —
1, és
u 2 _

lim = =
M—0 U

54

0,735758...

A minimalis érték akkor van, ha (52) éppen teljesiil,
ekkor & =2m/M=1,15718..., és
iv‘ = 0,628739... (55)
(Itt meg kell jegyezni, hogy ezekbdl a szamitasokbol
nem dertl ki, hogy ez abszolit minimum-e, vagy ki-
sebb tomegaranynal, tehat ha a hullimfront egynél
tObbszor verddik vissza az M-r6l, addédhat-e ennél
kisebb wu/v. Egy biztos, valahol minimumanak kell
lennie, hiszen m/M — 0 esetén egyhez tart.)
Néhany eset adatait az 1. tabldazatba foglaltuk. A
masodik oszlop az ellokédés idejét adja egy jel oda-

2. dbra. A meglokott M tomeg gyorsulasa.

o

T T P
=N\ T/t

t/h

m/M= 0,6
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vissza futasanak idejéhez viszonyitva, a harmadik osz-
lop 6sszehasonlitas céljabol az alapmodus rezgéside-
jének felét adja meg ugyanezen a skdldn, mig a ne-
gyedik a kimend és bejovs sebességek hanyadosa. A
oo-hez tartozo adatok hatdrértékként értenddk.

Feladatunk érdekessége az, hogy nem az M tehe-
tetlensége miatt mindenképpen sima s, = s(/ 1) el-
mozdulast, hanem az a,, gyorsulast kellett vizsgalni.
Lathattuk, hogy elég kis m/M tomegariny mellett
még kozelitSleg kirajzolodik a harmonikus rezgésre
jellemzd szinuszhullam, de ennek nagyobb tomegara-
nyok mellett mar alig van nyoma. Ezt hivatott illuszt-
ralni az 2. dbra, amely az a,, gyorsulast mutatja 6nké-
nyes egységekben a nulladik modus elsé periddusa
alatt egy kisebb és egy nagyobb tomegariny mellett
/7, figgvényében. Az Osszehasonlitas végett szagga-
tott vonallal bejeldltiik a nulladik moédushoz tartozo
gyorsulast is. (Annak kideritését, hogyan néz ki mind-
ez a sokkal szebben viselkedd a) kezdeti feltétel mel-
lett, az olvasora bizzuk.)

Befejezés gyandnt

Munkank alapkérdése az volt, hogy mennyire jol irja le
egy tomeges rugodn 1évs test mozgasat a szokasos (idea-
lis rugo altal mozgatott effektiv tomeg) kozelités.

Vizsgalédasunkban abbél indultunk ki, hogy a ru-
g6 maga egy egydimenzids rugalmas kozeggel mo-
dellezhets. E kozeg mozgasat egy egyszerd hullam-
egyenlet irja le, amelyben a rugdhoz csatlakoz6 to-
meg egy specialis (az adott tomegre vonatkozd New-
ton-egyenletbsl megkaphato) peremfeltétellel veendd
figyelembe.

Megkonstruiltuk a rendszer normal modusait. Ezek
allohullamok, amelyek kozil a leghosszabb hullam-
hossznak megfelel§ alapharmonikus elég nagy (akar
m/M ~ 1) tomegarany mellett is jo kozelitéssel gy
viselkedik, mintha egy idedlis rugd a szokasos effektiv
tomeget mozgatna. A rovidebb hullimhossza moédu-

A FIZIKA TANITASA

ALADDINA CSODALAMPAJA

A 19. Ifjasagi Tudomanyos és Innovacios Tehetségku-
tatd Versenyen egy elektrokémiai témajui munkaval
indultam; mentorom 0sztdnzésére esett erre a valasz-
tasom. Olyan palyamunkat szerettem volna késziteni,
amelynek gyakorlati felhasznalasa is lehet és egyszer
kortilmények kozott is elkészithets. Ugy gondoltam,
bériink savassagat hasznositani lehetne, azaz galvan-
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sok rezgési frekvencidja nem egész szamu tobbszoro-
se egyik hosszabb hullimhossztunak sem, ezért a rugd
mozgasa altaldban nem periodikus (kivéve, ha csak
egy modus van gerjesztve).

A fentiek alapjan az, hogy a mozgas mennyire jol
kozelithetS az idealis rugd mozgasaval, a kezdeti fel-
tételektsl figg, mert ezek hatirozzak meg, milyen
sullyal jelennek meg a magasabb frekvencidji moédu-
sok. Ezt két példian szemléltettiik: a) az M tomegnél
fogva kihtzott majd magira hagyott rugd mozgasat,
illetve b) az eredetileg nyujtatlan és nyugvo rendszer-
ben az M meglokésével inditott mozgast elemeztik.
Konklazionk szerint az a) esetben egész nagy tomeg-
aranyig az alapmodus a meghatdrozo, a b) esetben
viszont mar kisebb tomegarinyok mellett sem elha-
nyagolhatok a felharmonikusok.

Bar a normal modusokkal elvben minden lehetsé-
ges helyzet leirhato, a gyakorlatban problémat jelent-
het ezek felosszegzése, azaz a mozgds kovetése. Ez
nem mertl fel a hullamegyenlet egy masfajta megol-
dasa esetén, amelynek 1ényege, hogy a rugét model-
lez& rugalmas kozegen jobbra és balra haladé hulla-
mokat a rugd két végét leird peremfeltételeknek meg-
felelen Osszeillesztjiik. Igaz, hogy itt tobbet kell sza-
molni, de a mozgas lényegében tetszSleges ideig nyo-
mon kovethetS. A b) esetet ezzel a modszerrel is
megvizsgdlva bemutattuk, hogy a rugd tényleges
mozgasat az alakitja ki, hogy a két vége kozott egy
hullimfront ide-oda verédik.

Vizsgalodasunkat egy, a b) helyzethez illeszthetd
feladat megoldasaval zartuk: megnéztik, hogy mikor
és mekkora sebességgel 16ki el a rugd a végén lévs
testet, ha az nincs rogzitve hozza. Nem igazan megle-
p6 eredménytink szerint a test a kezdGsebességénél
mindig kisebb sebességgel repiil el, ezért valamennyi
energia mindig ottmarad a rugéban. A konkrét ered-
mény mellett ez a feladat jol illusztrdlja, hogy mennyi-
ben hasonlit az M mozgasa a harmonikusra, ha m/M
elég kicsi, és hogy mennyire nem hasonlit arra, ha a
tomegarany nagyobb.

Schronk Edina
Bolyai Janos Gimnazium
és Kereskedelmi Szakkdzépiskola, Ocsa

elektromos Uton elektromos fesziiltség €s aram ter-
melhetS; mégpedig Ggy, hogy fogyasztoként egy lam-
pat (LED-ev) is vilagitasra tudjunk birni. Elképzelésem
szerint a lampa nem csupan fényforrasként lenne
hasznalhat6, hanem ,jatékos” diagnosztikai eszkoz-
ként is, hiszen bérink pillanatnyi elektrokémiai alla-
pota szerint mikodik.
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