A FIZIKA TANITASA

UTKOZESEK ELEMZESE ENERGIA-IMPULZUS /
DIAGRAMOKKAL II. — A RELATIVISZTIKUS RAKETA

Ebben a cikkben olyan jarmuivet nevezek rakétinak,
amely alland6 Utemben, magihoz képest allando u
sebességgel hajtogazt bocsat ki hatrafelé, és igy hajtja
magat el6re. Egy rakéta akkor relativisztikus, ha a
sebességek — a hajtogazé vagy a rakétié vagy mind-
kettGé — a fénysebességgel dsszemérhetSek. (A cikk-

Koszonetemet fejezem ki Hrasko Péternek hasznos javaslataiért.
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ben végig ¢ = 1 egységeket hasznalok [1]. A sebessé-
gek ennek megfelelGen dimenzié nélkili szamok,
amelyek csak (=1) és 1 kozotti értékeket vehetnek fel;
a tomeg, impulzus és energia pedig ugyanabban az
egységben mérendd.)

A gyorsitasi folyamat soran a rakéta tomege folyto-
nos Utemben csokken (hiszen hajtogaz formajiban
tomeget 16vell ki). Az alapprobléma: meghatdrozni a

FIZIKAI SZEMLE 2011/4



1. abra

rakéta végsebességét adott kezdeti/végss tomegarany
mellett. A probléma szokdsos tirgyalasmodjaban a
gyorsitasi folyamatot ,idében visszafelé lejatszott ru-
galmatlan Gitkozések sorozataként” fogjuk fel. Minden
kis ,rugalmatlan Gtkozési” fazisban a rakéta kis sebes-
ségnovekményre tesz szert. Gondosan végzett Osz-
szegzéssel — azaz integralassal — kaphaté meg a vég-
sebesség [2].

SzemléltetS erejénél fogva egy jo abra gyakran sok-
kal jobban fejleszti fizikai intuicionkat, mint egy hosz-
szadalmas, tisztan algebrai szamolas. Milyen szemlél-
tetGeszkozt nyajthat a rakétaprobléma targyalasahoz
az Utkozések elemzésénél mar hasznosnak bizonyult
energia-impulzus diagram [1]? Hogyan lehet a rakéta
gyorsulé mozgasat abrazolni egy ilyen diagramon?

Nézzik az 1. abrat! Az m, kezdeti tomeggel ren-
delkezd, nyugalomban levé rakéta éppen elindul. Az
els6 kis adag hajtogdz (amelynek energia-impulzus
vektora a kis felsé vektor) kilovellése altal a rakéta
tomege kicsit csokken (energia-impulzus vektora egy
kisebb m értékd hiperbolara illeszkedik, ahogy az
abrdn lathato), és kis sebességnovekményre tesz
szert (energia-impulzus vektora kicsit beddl az E-ten-
gelyhez képest).

A 2. dabra a folyamat egy késébbi lépését abrazolja.
A rakéta ekkor mar joval kisebb tomegt (ezt megint
abbdl lehet latni, hogy energia-impulzus vektora egy-
re kisebb m értékd hiperbolara illeszkedik), de mar
nagy sebességgel rendelkezik. Az dbrardl le is olvas-
hat6 ez a pillanatnyi sebesség:

V = tana. (D

Kérdés: Mi a 2. dbrdra felvazolt szaggatott gorbe
egyenlete? Azaz: milyen gorbét ir le a gyorsitasi folya-
mat kozben a (csokkend tomegl, novekvs sebessé-
gl) rakéta energia-impulzus vektoranak cstcsa az
E—p diagramon?
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A fizikai elvek, amelyeket a kérdés megvalaszolasa-
hoz felhasznalunk, a kovetkezdk:

1. az energia- és impulzus-megmaradas minden kis
hajtogazadag kilovellésekor (ezt mar ki is hasznaltuk
az 1. és 2. abrak konstrualasakor, hiszen két vektor
osszegeként szerkesztettiik meg a hajtogazadag kilo-
vellése eldtti teljes energia-impulzus vektort).

2. a hajtégaz a rakétaboz képest allando sebesség-
gel tavozik; a kilsé megfigyel6 (akinek nézépontjat
az E—p diagram tukrozi) a relativisztikus sebesség-
transzformdciot kell hogy hasznalja a hajtogaz sebes-
ségének megallapitasihoz.

A 2. pontban leirtak szerint az éppen kilovellt kis
hajtogidzadag u = tanP sebességét a relativisztikus
sebesség-transzformacios képlet adja meg:

u' -V _ u -tano

= , 2)
1-2"V 1-u tano

tanf =

ahol u’ (= konstans) a hajtogiz rakétiboz képest
mért — masképpen: a rakétaval éppen egylttmozgd
inerciarendszerben mért — sebessége.

(Az egyszeribb geometriai attekinthet&ség kedveé-
ért mind o-t, mind B-t pozitiv szimértékilnek valasz-
tottam. Ennek megfelelGen u’-t is pozitiv szimnak
vettem. E vilasztisnak csak annyi kovetkezménye
lesz, hogy az alabb szereplS (4) differencidlegyenlet-
ben megjelenik egy negativ elGjel.)

A 2. abra szaggatott gorbéjére teljesil, hogy

.y
tano o 3
valamint
dp
: = - £, 4
tanf3 T 4

A (3) és (4) osszefuggéseket (2)-be behelyettesitve
explicit alakban megkapjuk a keresett E(p) gorbe
differencialegyenletét:

2. dbra

My =

/oL
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A gorbe analitikus alakja az (5) differencidlegyenlet
E(p=0) = m, kezddfeltétel melletti megoldasaval len-
ne megkaphat6, azonban, sajnos az (5) differencial-
egyenletnek nincs analitikus megoldasa.
Probidlkozzunk masképp: térjink at (R o) poldr-
koordinatakra, a 2. dbra jelodlései szerint:

E = Rcosa.,
(6)
p = Rsinol.

(A polarkoordindtikra valo attérés azért is kézenfekvs
gondolat, mert a végsebesség csak az o szogtdl fligg.)

Két megjegyzés:

a) Az R mennyiségnek — és a (6) transzformacios
osszefuggéseknek — nincs fizikai tartalmuk, csupan
matematikai segédeszkozt nytjtanak a 2. dbra szag-
gatott gorbéjének analitikus felirasahoz.

b) Bar az energia-impulzus diagramok szokasosan
nem az euklideszi, hanem a Minkowski-féle hiperbo-
likus geometrianak engedelmeskednek (ez fontos
eltéréseket eredményez példaul ,szakaszhosszak”
kiszamitasanal, a ,Pithagorasz-tétel” felirasanal stb.), a
fenti (6) koordindta-transzformacional nyugodtan
alkalmazhattuk az euklideszi geometriat (igy példaul
Raz abran euklideszi értelemben mérhetd tavolsagot
jelol), hiszen célunk a szaggatott gbrbe egyenletének
megtalalasa az dbra (euklideszi) sikjan.

A (6) koordinata-transzformacio segitségével kony-
nyen megkaphat6 az (5) differencidlegyenlet poldr-
koordinatas alakja:

AR tanot + R ,
do. _u’ -tano

dR 1-u tana’ @
Rtanol - —— utano

do.

Ez egyszerd atalakitassal az

R(1 - 2w’ tana + tan’ol) = %( " tan®o - u’) (8)

alakra hozhat6. A (8) differencidlegyenlet (a kezddfel-
tételeket az integralasi hatarokba foglalva) kozvetlen
integralassal megoldhato:

R o

_ Y A2
jldR=J‘1 2u tana+tanadu, 9)
m, R 0 u’ (tal’lz(x = 1)

amelybdl az

1-u’
(1 - tano) 2 (

1+u

R(0) = m, 1+tan%)?  (10)
(1 +tanao) 2%

analitikus megoldast kapjuk.
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3. dbra

A (10) egyenlettel felirt gorbéket nevezhetjik ,ra-
kétagorbéknek”: egy m, kezdeti tomegi rakéta ener-
gia-impulzus vektora a gyorsitasi szakasz sorin egy-
egy ilyen gorbén fut végig az E—p diagramon. (Hogy
melyiken, az az u’ hajtdgazsebességtdl fiigg) A 3.
dbrdn harom ilyen rakétagorbét tiintettem fel, ame-
lyek haromféle hajtogazsebességnek felelnek meg
(u’=0,1, 0,5, illetve 0,9).

A rakéta pillanatnyi energia-impulzus vektorat Ggy
kapjuk, hogy az origdt Osszekotjik a rakétagorbe
megfelelS pontjaval (a 3. abra illusztralasképpen mu-
tat egy ilyen energia-impulzus vektort, az u’ = 0,5
esetre). A rakéta pillanatnyi sebessége ezutan kozvet-
lentil leolvashatod, mint az energia-impulzus vektor
(E-tengelyhez képesti) meredeksége.

Az abrabol latszik az az (intuicidonkkal is egyezd)
eredmény, hogy nagy rakétasebességek tgy érhetSk
el, ha a hajtogazsebességet nagyra valasztjuk, illetve
ha a rakéta minél tobb hajtogazt bocsit ki. Az dbra
azt is szemléletesen mutatja, hogy a rakéta sebessége
minden kortilmények kozott a fénysebességnél ki-
sebb marad.

A rakéta m, kezdeti tbmege a gyorsitasi szakasz
folyaman csokken, végsé értéke m,. Mekkora az elért
végsebesség? Nincs mas dolgunk, mint meghatarozni
a rakétagorbe és az m, végss tomeghez tartozo hiper-
bola metszéspontjat [1]: ez a pont adja meg a rakéta
energia-impulzus vektorat a gyorsitasi szakasz végén.
A 4. abra illusztrdlja a geometriai eljarast (m,/m, =
0,7 és u’ = 0,5 mellett).

Most nézzik a szamolast! Az m,-hez tartozo hiper-
bola egyenlete:

1y
A hiperbola egyenletét azonban szintén polarkoordi-

natas alakban keresstik. Felhasznalva a (6) koordina-
tatranszformacios képleteket, valamint a
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my, -

-

tan’a
1 + tan’al

1 L2

cos’o = sin®al =

(12)

- 5
1 + tan’al

trigonometrikus azonossigokat, a hiperbola polar-
koordinitds egyenletére

—-

(1 +tan%o)?

R() = m, (13)

o =

1 - tan’al
( )

adodik. Mivel tano éppen a rakéta V pillanatnyi se-
bessége, mind a rakétagdrbe (10) egyenlete, mind a
hiperbola (13) egyenlete kozvetlentl atirhato a raké-
tasebesség fuggvényére:
m,,-bol induld rakétagorbe:
1w
a-w > (

1+u

(1+V) 2u’

1

R(V) = m, 1+ V92, (14)

m,-hez tartozo hiperbola:

0| =

(1+v?

R(V) = m, (15)

NI

a-vy

(14) és (15) jobb oldalat egyenlévé téve a kovetkezs
kifejezés adodik a két gorbe metszéspontjara:

1

1
mk(]. _ V)Zu’ — m1(1 + I/)Zu’7 (16)
amibdl a rakéta Vvégsebességére a jol ismert
’ mk ’ mle
exp|u” In|]—= || - exp| - ¢’ In| —=
m, m,
V - v v =
’ mle ’ mk
explu’ In|—= ||+ exp| -’ In| —= an
m m

v

m}
= tanh|u” In| —%
m

v

képletet kapjuk.

A tangens-hiperbolikusz fliggvény a teo-ben t£1-hez
tart, az ilyen (1-hez kozelire valasztott u” és nagyra
valasztott m,/m, tomegarany mellett megkozelithetd)
esetet nevezhetjik ultrarelativisztikusnak.

A jol ismert nemrelativisztikus formulat akkor kap-
juk vissza, ha a tangens-hiperbolikusz argumentuma-
ban szerepld kifejezés kicsi: ilyenkor a tangens-hiper-
bolikusz fliggvény magaval az argumentummal koze-
lithetd, ezért

V=u' lnﬁ . (18)

v

klasszikus kifejezést kapjuk.
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