
„Egyik találmányom, amelynek születése minden
részletére még ma is pontosan emlékszem, az elektron-
rasztermikroszkóp (electron scanning microscope).
Amikor egy csendes órában eltöprengtem a különféle
képhibákon, amelyek összhatásukban korlátozzák a
normál transzmissziós elektronmikroszkóp képfelbon-
tó képességét, felmerült bennem az az alapgondolat,
hogy többlépcsôs elektronoptikai kicsinyítéssel elôállí-
tott rendkívül finom elektronfolttal ugyanúgy letapo-
gassuk soronként a mikroszkopikus tárgyat, mint egy
televíziós felvételnél, és a tárgyból kiinduló (szekun-
der) elektronsugárzást felhasználjuk egy szinkronban
vezérelt elektronikus kép modulálására. Azon töpreng-
tem, hogyan lehetne elkerülni az elektronmikroszkóp-
nál fellépô úgynevezett »kromatikus képhibákat«, ame-
lyek abból származnak, hogy a tárgy különféleképpen
ereszti át a primer elektronsugárzást…

A feladat megoldásának konkrét módja, a teremtô
gondolat szikrája azután egy idegen és egy általam
kigondolt elektronoptikai elrendezés kombinációjá-
ból összegzôdött: a Max Knoll által leírt tesztképadó-
ból, amely még viszonylag durva, néhány tizedmilli-
méter átmérôjû elektronsugárral tapogat le egy klisét,
és az általam röviddel elôbb kigondolt elrendezésbôl,
hogy kis fókusztávolságú elektronikus lencsékkel
egy- vagy többlépcsôs lekicsinyítés révén szubmik-
roszkopikus finom katódfoltot állítsak elô (a sugár-
nyaláb visszafordítása az elektronmikroszkópban).
Ehhez a felvázolt megoldásötlethez néhány perc múl-
va még egy gondolat járult: a tárgy felszínén kiváltott
szekunder elektronsugárzást felerôsítem több nagy-
ságrenddel egy »szekunderelektron-sokszorozóval«, és
felhasználom a képcsô szinkronban eltérített elekt-
ronsugárzásának modulációjára…”

A transzmissziós elektronmikroszkóp optikai meg-
felelôje a transzmissziós fénymikroszkóp, mindkét

esetben valamilyen vékony (elektronmikroszkóp ese-
tén nagyon vékony) metszet átvilágítása során kelet-
kezik a kép. A pásztázó elektronmikroszkóp mai fel-
használása inkább a fémmikroszkópéra emlékeztet,
amelynél nincs lehetôség a minta átvilágítására, csu-
pán a minta felületérôl, vagy annak mikrokörnyezeté-
rôl nyerhetünk vele információt. Ugyanakkor a pász-
tázó elektronmikroszkóp „mélységélessége” megle-
pôen nagy, eltérôen minden fajta fénymikroszkópé-
tól. Ezért olyan szemléletesek, „térhatásúak” a pásztá-
zó elektronmikroszkóp által elôvarázsolt képek.

1937 után Manfred von Ardenne nem a pásztázó
elektronmikroszkópot fejlesztette tovább, hanem a
felbontóképesség növelése érdekében egyre nagyobb
feszültségû transzmissziós elektronmikroszkópokat
tervezett. 1939 végére elkészült az a 200 kV-os „uni-
verzális” elektronmikroszkópja, amellyel a feloldási
határt 3 nm-re tudta csökkenteni és még sztereófelvé-
telekre is alkalmassá tette. Osztódó baktériumok ké-
peit csodálta meg a laboratóriumba látogató Max von
Laue (1879–1960) és Max Planck (1858–1947) is. A
háború alatt – a Laue kérésére felvett Fritz Houter-
mans (1903–1966) javaslatára – azonban ciklotron
építésébe fogott és magfizikai kutatásokra tért át.

Berlin eleste után a megszálló szovjet csapatokkal
bevonuló, katonai egyenruhába öltöztetett szovjet
fizikusok örömmel fedezték fel a lichterfeldi, beton-
bunkerbe menekített laboratóriumot. Abram P. Za-
venjaginnak, Berija elsô helyettesének parancsára és
irányításával von Ardenne egész megmenekült család-
ját a viszonylag sértetlenül megmaradt laboratórium-
mal és a kutatói személyzettel együtt kiszállították a
Szovjetunióba, ahol Berijával való egyezkedés után
von Ardenne az izotópszétválasztásban való közre-
mûködést vállalta a szovjet atombomba elôállításá-
ban. Dehát ez már egy másik történet.
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Ebben a cikkben olyan jármûvet nevezek rakétának,
amely állandó ütemben, magához képest állandó u
sebességgel hajtógázt bocsát ki hátrafelé, és így hajtja
magát elôre. Egy rakéta akkor relativisztikus, ha a
sebességek – a hajtógázé vagy a rakétáé vagy mind-
kettôé – a fénysebességgel összemérhetôek. (A cikk-

ben végig c = 1 egységeket használok [1]. A sebessé-
gek ennek megfelelôen dimenzió nélküli számok,
amelyek csak (−1) és 1 közötti értékeket vehetnek fel;
a tömeg, impulzus és energia pedig ugyanabban az
egységben mérendô.)

A gyorsítási folyamat során a rakéta tömege folyto-
nos ütemben csökken (hiszen hajtógáz formájában
tömeget lövell ki). Az alapprobléma: meghatározni a
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rakéta végsebességét adott kezdeti/végsô tömegarány
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mellett. A probléma szokásos tárgyalásmódjában a
gyorsítási folyamatot „idôben visszafelé lejátszott ru-
galmatlan ütközések sorozataként” fogjuk fel. Minden
kis „rugalmatlan ütközési” fázisban a rakéta kis sebes-
ségnövekményre tesz szert. Gondosan végzett ösz-
szegzéssel – azaz integrálással – kapható meg a vég-
sebesség [2].

Szemléltetô erejénél fogva egy jó ábra gyakran sok-
kal jobban fejleszti fizikai intuíciónkat, mint egy hosz-
szadalmas, tisztán algebrai számolás. Milyen szemlél-
tetôeszközt nyújthat a rakétaprobléma tárgyalásához
az ütközések elemzésénél már hasznosnak bizonyult
energia-impulzus diagram [1]? Hogyan lehet a rakéta
gyorsuló mozgását ábrázolni egy ilyen diagramon?

Nézzük az 1. ábrá t! Az mk kezdeti tömeggel ren-
delkezô, nyugalomban levô rakéta éppen elindul. Az
elsô kis adag hajtógáz (amelynek energia-impulzus
vektora a kis felsô vektor) kilövellése által a rakéta
tömege kicsit csökken (energia-impulzus vektora egy
kisebb m értékû hiperbolára illeszkedik, ahogy az
ábrán látható), és kis sebességnövekményre tesz
szert (energia-impulzus vektora kicsit bedôl az E -ten-
gelyhez képest).

A 2. ábra a folyamat egy késôbbi lépését ábrázolja.
A rakéta ekkor már jóval kisebb tömegû (ezt megint
abból lehet látni, hogy energia-impulzus vektora egy-
re kisebb m értékû hiperbolára illeszkedik), de már
nagy sebességgel rendelkezik. Az ábrá ról le is olvas-
ható ez a pillanatnyi sebesség:

Kérdés: Mi a 2. ábrá ra felvázolt szaggatott görbe

(1)V = tanα.

egyenlete? Azaz: milyen görbét ír le a gyorsítási folya-
mat közben a (csökkenô tömegû, növekvô sebessé-
gû) rakéta energia-impulzus vektorának csúcsa az
E–p diagramon?

A fizikai elvek, amelyeket a kérdés megválaszolásá-
hoz felhasználunk, a következôk:

1. az energia- és impulzus-megmaradás minden kis
hajtógázadag kilövellésekor (ezt már ki is használtuk
az 1. és 2. ábrák konstruálásakor, hiszen két vektor
összegeként szerkesztettük meg a hajtógázadag kilö-
vellése elôtti teljes energia-impulzus vektort).

2. a hajtógáz a rakétához képest állandó sebesség-
gel távozik; a külsô megfigyelô (akinek nézôpontját
az E–p diagram tükrözi) a relativisztikus sebesség-
transzformációt kell hogy használja a hajtógáz sebes-
ségének megállapításához.

A 2. pontban leírtak szerint az éppen kilövellt kis
hajtógázadag u = tanβ sebességét a relativisztikus
sebesség-transzformációs képlet adja meg:

ahol u ′ (= konstans) a hajtógáz rakétához képest

(2)tanβ = u ′ V
1 u ′ V

= u ′ tanα
1 u ′ tanα

,

mért – másképpen: a rakétával éppen együttmozgó
inerciarendszerben mért – sebessége.

(Az egyszerûbb geometriai áttekinthetôség kedvé-
ért mind α-t, mind β-t pozitív számértékûnek válasz-
tottam. Ennek megfelelôen u ′-t is pozitív számnak
vettem. E választásnak csak annyi következménye
lesz, hogy az alább szereplô (4) differenciálegyenlet-
ben megjelenik egy negatív elôjel.)

A 2. ábra szaggatott görbéjére teljesül, hogy

valamint

(3)tanα = p
E

,

A (3) és (4) összefüggéseket (2)-be behelyettesítve

(4)tanβ = dp
dE

.

explicit alakban megkapjuk a keresett E (p ) görbe
differenciálegyenletét:
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3. ábra
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p
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u� = 0,9

u� = 0,5

u� = 0,1

dp
dE

=
u p

E

1 u p
E

. (5)

A görbe analitikus alakja az (5) differenciálegyenlet
E (p=0) = mk kezdôfeltétel melletti megoldásával len-
ne megkapható, azonban, sajnos az (5) differenciál-
egyenletnek nincs analitikus megoldása.

Próbálkozzunk másképp: térjünk át (R,α) polár-
koordinátákra, a 2. ábra jelölései szerint:

(A polárkoordinátákra való áttérés azért is kézenfekvô

(6)
E = R cosα,

p = R sinα.

gondolat, mert a végsebesség csak az α szögtôl függ.)
Két megjegyzés:
a) Az R mennyiségnek – és a (6) transzformációs

összefüggéseknek – nincs fizikai tartalmuk, csupán
matematikai segédeszközt nyújtanak a 2. ábra szag-
gatott görbéjének analitikus felírásához.

b) Bár az energia-impulzus diagramok szokásosan
nem az euklideszi, hanem a Minkowski-féle hiperbo-
likus geometriának engedelmeskednek (ez fontos
eltéréseket eredményez például „szakaszhosszak”
kiszámításánál, a „Pithagorasz-tétel” felírásánál stb.), a
fenti (6) koordináta-transzformációnál nyugodtan
alkalmazhattuk az euklideszi geometriát (így például
R az ábrán euklideszi értelemben mérhetô távolságot
jelöl!), hiszen célunk a szaggatott görbe egyenletének
megtalálása az ábra (euklideszi) síkján.

A (6) koordináta-transzformáció segítségével köny-
nyen megkapható az (5) differenciálegyenlet polár-
koordinátás alakja:

Ez egyszerû átalakítással az

(7)

dR
dα

tanα R

R tanα dR
dα

= u ′ tanα
1 u ′ tanα

.

alakra hozható. A (8) differenciálegyenlet (a kezdôfel-

(8)R 1 2u ′ tanα tan2α = dR
dα

u ′ tan2α u ′

tételeket az integrálási határokba foglalva) közvetlen
integrálással megoldható:

amelybôl az

(9)⌡
⌠
R

mk

1
R

dR = ⌡
⌠
α

0

1 2u ′ tanα tan2α
u ′ tan2α 1

dα,

(10)R (α) = mk

(1 tanα)
1 u ′
2u ′

(1 tanα)
1 u ′
2u ′

1 tan2α
1
2

analitikus megoldást kapjuk.

A (10) egyenlettel felírt görbéket nevezhetjük „ra-
kétagörbéknek”: egy mk kezdeti tömegû rakéta ener-
gia-impulzus vektora a gyorsítási szakasz során egy-
egy ilyen görbén fut végig az E–p diagramon. (Hogy
melyiken, az az u ′ hajtógázsebességtôl függ.) A 3.
ábrán három ilyen rakétagörbét tüntettem fel, ame-
lyek háromféle hajtógázsebességnek felelnek meg
(u ′ = 0,1, 0,5, illetve 0,9).

A rakéta pillanatnyi energia-impulzus vektorát úgy
kapjuk, hogy az origót összekötjük a rakétagörbe
megfelelô pontjával (a 3. ábra illusztrálásképpen mu-
tat egy ilyen energia-impulzus vektort, az u ′ = 0,5
esetre). A rakéta pillanatnyi sebessége ezután közvet-
lenül leolvasható, mint az energia-impulzus vektor
(E -tengelyhez képesti) meredeksége.

Az ábrából látszik az az (intuíciónkkal is egyezô)
eredmény, hogy nagy rakétasebességek úgy érhetôk
el, ha a hajtógázsebességet nagyra választjuk, illetve
ha a rakéta minél több hajtógázt bocsát ki. Az ábra
azt is szemléletesen mutatja, hogy a rakéta sebessége
minden körülmények között a fénysebességnél ki-
sebb marad.

A rakéta mk kezdeti tömege a gyorsítási szakasz
folyamán csökken, végsô értéke mv. Mekkora az elért
végsebesség? Nincs más dolgunk, mint meghatározni
a rakétagörbe és az mv végsô tömeghez tartozó hiper-
bola metszéspontját [1]: ez a pont adja meg a rakéta
energia-impulzus vektorát a gyorsítási szakasz végén.
A 4. ábra illusztrálja a geometriai eljárást (mv /mk =
0,7 és u ′ = 0,5 mellett).

Most nézzük a számolást! Az mv -hez tartozó hiper-
bola egyenlete:

A hiperbola egyenletét azonban szintén polárkoordi-

(11)E 2 p 2 = m 2
v .

nátás alakban keressük. Felhasználva a (6) koordiná-
tatranszformációs képleteket, valamint a
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trigonometrikus azonosságokat, a hiperbola polár-

4. ábra

E

p

m

m

k

v

a

(12)cos2α = 1
1 tan2α

, sin2α = tan2α
1 tan2α

koordinátás egyenletére

adódik. Mivel tanα éppen a rakéta V pillanatnyi se-

(13)R (α) = mv

1 tan2α
1
2

1 tan2α
1
2

bessége, mind a rakétagörbe (10) egyenlete, mind a
hiperbola (13) egyenlete közvetlenül átírható a raké-
tasebesség függvényére:

mk -ból induló rakétagörbe:

(14)R (V ) = mk

(1 V )
1 u ′
2u ′

(1 V )
1 u ′
2u ′

1 V 2
1
2 ,

mv -hez tartozó hiperbola:

(14) és (15) jobb oldalát egyenlôvé téve a következô

(15)R (V ) = mv

1 V 2
1
2

1 V 2
1
2

.

kifejezés adódik a két görbe metszéspontjára:

amibôl a rakéta V végsebességére a jól ismert

(16)mk (1 V )
1

2u ′ = mv (1 V )
1

2u ′ ,

képletet kapjuk.

(17)

V =

exp
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⎢
⎣
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=
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⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

u ′ ln
⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠
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A tangens-hiperbolikusz függvény a ±∞-ben ±1-hez
tart, az ilyen (1-hez közelire választott u ′ és nagyra
választott mk /mv tömegarány mellett megközelíthetô)
esetet nevezhetjük ultrarelativisztikusnak.

A jól ismert nemrelativisztikus formulát akkor kap-
juk vissza, ha a tangens-hiperbolikusz argumentumá-
ban szereplô kifejezés kicsi: ilyenkor a tangens-hiper-
bolikusz függvény magával az argumentummal köze-
líthetô, ezért

klasszikus kifejezést kapjuk.

(18)V ≈ u ′ ln
⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

mk

mv

.
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»ELSZÁNT OROSZLÁNOK« ÉS AZ »UTOLSÓ DÍNÓ« MISKOLCON
– avagy beszámoló az 53. Középiskolai Fizikatanári Ankét és Eszközbemutatóról

Csiszár Imre
SZTE, Ságvári Endre Gyakorló Gimnázium

A 2010. évben a korábban megszokott tavaszi idôszak-
hoz képest rendhagyó módon, nyáron (június 26–29.)
került megrendezésre – a középiskolai fizikatanárok
nagy hagyományokra visszatekintô, rangos eseménye
– az Ankét. Az idôpontváltozás oka az akkreditációs
folyamat érthetetlen elhúzódása volt. A rendezvény-
nek ebben az évben nemcsak helyszíne, hanem való-

ban otthont adó intézménye volt a Ferenczi Sándor
Egészségügyi Szakközépiskola. A monumentális intéz-
mény – amint azt megtudtuk – valójában a Miskolcon
mûködô két egészségügyi szakközépiskola összevoná-
sával jött létre. Miskolc város, önkormányzatának dön-
tése alapján 2002 szeptemberétôl a Ferenczi Sándor
Egészségügyi szakközépiskolához integrálta a másik
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