VEKTOROK PARHUZAMOS ELTOLASANAK

SZEMLELTETESE — I. RESZ

A délirdnyt jelz6 kordé, a Foucault-inga és egyebek

Vektorok parhuzamos eltoldsa

Mikor parhuzamos két vektor? A valasz magatdl érte-
t6dének tdnik: ha ugyanabba az iranyba mutatnak.
Menjliink tovabb: szeretnénk egy vektort a sik adott
pontjabol egy masikba parhuzamosan elmozgatni.
Korilményesebbnek tind megfogalmazassal: szeret-
nénk apr6 1épésenként tgy odébb vinni, hogy mind-
egyik 1épés végén kapott vektor parhuzamos legyen a
lépés kiindul6 vektoraval. Igy joggal varhatjuk, hogy
a teljes muvelet végén kapott vektor is parhuzamos
lesz a kezdeti vektorral. A mozgatdsi szabaly ismét
magatol értetéddének tinik (legalabbis sik feliileten):
ugy kell a vektort elmozgatni, hogy kozben mindig az
eredeti iranyba mutasson (1. dbra).

De mi a helyzet gorbult feliileten? Hogyan magya-
rizzuk el példaul egy gomb feliletén él6 laposlé-
nyeknek” (akik szamara nem létezik a harmadik di-
menzi6, nem latnak ki a feltletbSD, hogy mi a teen-
dé, ha a sajat viligukban egy vektort parhuzamosan
akarnak eltolni? A preciz matematikai szabalyt el6bb
sajit magunknak kell kiokoskodnunk, hogy aztin
tudathassuk kétdimenzids baratainkkal. Vilagos, hogy
az ,agy eltolni, hogy végig a [3-dimenzios értelemben]
eredeti irinyba mutasson” szabaly itt nem mikodik,

1. abra
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hiszen akkor a vektorok elébb-utobb kifordulnanak a
feltletbsl. Marpedig a laposlények vektorai mind a
felilet érint&sikjaban allnak; kilonben olyan iranya
komponensiik is lenne, amely dimenzié nem is 1éte-
zik (a laposlények szamara).

Nézzunk el6szor néhany konnyen targyalhat6 konk-
rét esetet a gombfelileten, aztin probaljuk meg megfo-
galmazni az altalanos szabdlyt. A 2. dbra egy gdombfe-
liletet, a laposlények univerzumat abrazolja. Lapos
baritaink szeretnének az A, B és Cjeld gorbéken par-
huzamos eltolassal korbevinni egy-egy olyan vektort,
amelyek a kiindulaskor az adott gorbével érint§ ird-
nyuak. Ezt az els6é gondolatkisérletiinket célszerd ugy
megvalasztanunk, hogy mindharom gorbe szabalyos
kor legyen. A nyilvanvalo analogia miatt szemléletes
gy gondolni ezekre, mint Foldink kilonbozs széles-
ségi koreire: az A jeld kozel van az Eszaki Sarkhoz, a B
jeld valahol az északi félteke kozepe tdjan helyezkedik
el, a Cjeld pedig maga az EgyenlitS. Probaljuk beraj-
zolni az abraba, hogyan néznek ki a harom esetben az
apro6 lépésenként parhuzamosan eltolt vektorok!

Az A gorbe esetén a legegyszertbb a dolgunk. A be-
jart tartomany a teljes gdombnek nagyon kicsi része,
amelyrdl tudjuk, hogy gyakorlatilag siknak tekinthetd.
Ahogy egy stadionban korbefutd atléta mozgisinak
elemzéséhez sem kell a Fold gorbiiletét figyelembe ven-
nink, ugy itt is minden tovabbi nélkul alkalmazhat6 a
sikbeli szabaly: abrankat Ggy kell megrajzolni, hogy az
osszes eltolt vektor ,nézzen ugyanabba az iranyba” (3.
abra). A vektor tehat el6bb kifordul az A gorbébdl,
aztan a teljes kor megtétele utan visszajut eredeti allapo-
taba. Az eredeti vektor és a teljes kor megtétele utan
visszajutott vektor 0 fokos szoget zir be egymdissal,
ahogy sikbeli rajzaink tapasztalatai utan varjuk.

3. dabra
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4. abra

A C gorbe esete is egyszerd. ElGszor is, az dbrara a
,parhuzamosan eltolt” vektorokat gy kell berajzol-
nunk, hogy végig a feliilet érintGsikjaiban maradjanak
(hiszen a laposlények szamara csak ilyen vektor értel-
mezhet6). Masodszor, mivel a C gorbe a gobmb egyen-
litGje, amely szimmetrikusan osztja két részre a gom-
bot, érintévektora a ,pirhuzamos eltolds” folyaman
nem fordulhat ki sem lefelé, sem felfelé a gorbébdl,
kilonben megsértené az dbra szimmetridjat. (Akdr a
lefelé, akar a felfelé elfordulast valasztjuk, nem tud-
nank vilasztisunkat megindokolni.) A vektor tehat
mindvégig a gorbe érintévektora marad (4. dbra).
Mint az A gorbe esetében, a vektor a kiindul6pontba
visszajutva ekkor is fedésbe kertl eredeti helyzetével,
de most kozben — kiviilrdl, a 3 dimenzids térbdl nézve
— tett egy teljes kort (ebbdl a nézépontbdl nem igaz
tehat, hogy mindvégig ,ugyanabba a irinyba muta-
tott”)). Helyesebb ezért, ha Ggy fogalmazunk: az ere-
deti vektor és a teljes kor megtétele utan visszatért
vektor 2w szoget zar be egymassal.

Az A és a C gorbe esete markansan kilonbozik
egymastol: az A gorbe mentén — jo kozelitéssel sik
feltleten — végigvitt vektor a teljes kor megtétele utan
is ugyanabba az irdnyba mutat, bar menet kozben a
gorbebol erGsen kifordul. A C gorbe mentén végigvitt
vektor viszont a gorbéhez képesti helyzetét Grzi meg,
mikodzben a kilsé (3 dimenzids) szemlél§ szamara
drasztikusan valtoztatja az iranyat. Szerencsés vélet-

6. dbra

5. dbra

lennek tinik, hogy a teljes kor megtétele utan éppen
2n-nek adodik az 6sszes szogelfordulas.

A Bgorbe kozbiilsé eset. Eddigi tapasztalataink alap-
jan a kovetkezSképpen okoskodhatunk: a vektor a
parhuzamos eltolas soran biztosan ki fog fordulni a
gorbébdl (hiszen nem alkalmazhatd ra a C gorbénél
indokolt szimmetria-érvelés), de nem olyan mértékben,
mint az A gorbe esetén (5. dbra). Bar okoskodasunk
hibatlan, a kapott dbra mégis bantdan ellentmond az
osztoneinknek. A berajzolt vektorok egyszerten ,nem
tinnek parhuzamosnak”; riadasul az a zavarba ejté fur-
csasag adodik, hogy a kiindulasi vektor és a teljes kor
utin ugyanoda érkezett eredmény-vektor nyilvinva-
l6an egészen mas irinyba mutatnak.

Miel6tt pontosan megértenénk, miért torténik ez,
gondoljuk végig a kovetkezbket: a gomb olyan alak-
zat, amelynek minden pontja egyenértékd. A B gor-
bén végigvitt vektor furcsa viselkedéséért tehat a be-
jart gorbe a felelSs, nem pedig a kiindulopontnak a
gombon elfoglalt helyzete. Ha ugyanabbdl a kiindu-
lopontbol ugyanazt a vektort egy kis tartomanyon
hordoztuk volna koérbe (mondjuk egy az A-hoz ha-
sonl6 kor mentén), a végeredményul kapott vektor
biztosan fedésbe kerilt volna a kiindulasi vektorral
(6. dbra).

Gondolkodjunk el ezek utan, milyen dltaldnos sza-
balyt tudunk megfogalmazni, amely a szemléletiink-
nek is megfelel, és az 5-6. dbrak furcsasagait is meg-
nyugtatoan magyarazza. Erezhetjiik, hogy naiv szaba-
lyunkkal mi volt az egyik baj: a ,mindig ugyanarra
mutasson” kovetelmény csak a vektorokroél mond egy
(raadasul eléggé pongyolan megfogalmazott) allitast,
a gorbérdl, amely mentén a vektort eltoljuk, tudomast
sem vesz. A gombi példakbadl viszont lattuk, hogy a
vektor helyzetét ahhoz a gorbéhez képest kell megad-
ni, amely mentén odébb vissziik.

Térjunk vissza oda, ahol a legnagyobb biztonsagér-
zettel mozgunk: egy sik feliiletre. ElGszor toljuk el
vektorunkat parhuzamosan egy egyenes mentén (7.
dbra). Megfigyelésink egyszerl: az eltolas sorin a
vektor a bejart egyenes vonallal mindvégig azonos
szoget zdr be. (Erezziik, miért nagy 1épés ez: a feliilet
két vonala kozotti szdg a laposlények szimara is
konnyen értelmezhetd, ellentétben a kissé megfogha-
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7. dbra

tatlan ,ugyanarra mutasson” szabdllyal.) Uj szabi-
lyunk tehat: ,Ha egyenes mentén akarod parhuzamo-
san eltolni a vektorodat, akkor lépésrél lépésre gon-
doskodj arr6l, hogy a vektor mindvégig azonos szoget
zarjon be az egyenessel.” A biztonsagot ado sik feliile-
ten most gorbe vonal mentén vigylik végig a vektort
(8. abra). A gorbével bezart szo6g nyilvanvaloéan val-
tozik. EI6bb felallitott szabalyunkat mégis atmenthet-
juk erre az esetre, az alabbi médon: ,Ha gdrbe mentén
akarod parhuzamosan eltolni a vektorodat, akkor a
gorbét kozelitsd kicsiny egyenes szakaszokkal — ezek
adjak az eltolas [épéseit —, €s minden kicsiny egyenes
szakaszra koveteld meg, hogy a szakasz elején és
végén a vektor azonos szoget zarjon be az adott egye-
nes szakasszal” (8. abra). Masodikként felallitott sza-
balyunk természetesen 6dnmagaban is megallja a he-
lyét, hiszen az egyenes mentén torténd eltolas specia-
lis esetként kiadodik belSle. De alkalmas-e arra, hogy
gorbult feltulet (példaul gomb) feliletén €16 laposlé-
nyeknek hasznilhaté receptet adjon a parhuzamos
eltoldsra? Egyetlen apr6 atfogalmazasra van csak
sziikség: az ,egyenes” szO gorbilt feliilet esetén ho-
malyos értelmd, ezért cseréljik ki az altalanositasa-
ként hasznalt ,geodetikus” szoval. (A geodetikus defi-
nicidja: a két adott pontot 6sszekodts vonalak kozil a
legrovidebb.)

Osszefoglalva tehat eddigi tapasztalatainkat, barmi-
lyen feltleten €16 laposlényeknek a kovetkezd eltola-
si szabalyt adjuk:

Ha adott vonal mentén parbuzamosan akarod el-
tolni a vektorodat, akkor a vonalat kézelitsd kicsiny
geodetikus szakaszokkal — ezek adjdk az eltolds lépé-
seit —, és minden kicsiny geodetikus szakaszra koveteld
meg, hogy a szakasz elején és végén a vektor azonos
szoget zdrjon be az adott geodetikus szakasszal.

9. dbra
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8. dbra

Ellendrizzik szabalyunk hasznalhatosiagat a gombi
laposlények esetére! Ismert (€s a laposlények is tudjak),
hogy gombfeliileten két pont kozotti legrovidebb 1t
f6kor mentén vezet: a f6korok a gombfelilet geodeti-
kusai. A 2. abra C gorbéje pontosan ilyen. Szabdlyunk
azt diktdlja, hogy példaul az ilyen gorbe érintévektora-
nak parhuzamos eltoltja mindvégig a gorbe érintévek-
tora maradjon. Es valoban: a 4. dbra megrajzoldsakor —
mas megfontolasbol kiindulva — pontosan ezt az ered-
ményt kaptuk. Ami még ennél is meggy6z&bb: szaba-
lyunkat a B gorbe mentén val6 eltolasra kovetkezete-
sen alkalmazva valoban az 5. dbrdn lathato, elsGre
furcsanak tlnt viselkedést kapjuk. (A repiilés torténeté-
nek jelentékeny eseménye volt, amikor a légitarsasa-
gok radobbentek, hogy az azonos szélességi koron
fekvs varosok — példaul New York és Isztambul — ko-
z0tt nem az Gket Osszekots szélességi kor mentén ér-
demes reptilni, mert nem az a legrovidebb at.) Termé-
szetes, hogy a vektor kifordul a B szélességi korbdl,
hiszen ez a szélességi kor gérbe vonal a gdbmbon, amit
,egyenes” (= geodetikus) szakaszokkal kell kozelite-
niink. A szabdlyunk alkalmazasat illusztrdld 9. dbra
tulajdonképpen a 8. dbra megfelelGje gombfeliiletre.

A Gauss-Bonnet-tétel

Mar tudjuk, hogy a vektor teljes szogelfordulasa, mi-
utan zart gorbén parhuzamos eltoldssal visszavittitk
eredeti helyzetébe, fiigg a gorbe alakjatol, az altala
bezart tertilet nagysagatol. De mekkora ez a teljes
szogelfordulds? Ezt a kérdést a Gauss—Bonnet-tétel
valaszolja meg, amelynek EulertSl szirmazo elegans
bizonyitasvaltozatat [1] az alabbiakban vazoljuk.
Gorbult feliletre éppugy rajzolhatunk sokszogeket,
mint sikra, csak a sokszog sikbeli definicidjat — egyenes
szakaszokkal hatdrolt alakzat — kell értelmesen modosi-
tanunk: a sokszog geodetikus szakaszokkal hatarolt
alakzat. Példaként a 70. dbra egy gombfeliiletre rajzolt
haromszoget mutat. Mindhdrom oldal a gomb geodeti-
kusanak — azaz egy-egy fGkorének — darabja. Vigytink
korbe egy vektort a gombi hiromszogon a parhuzamos
eltolas szabalyanak megfelelGen. Mint lattuk, geodeti-
kus vonal mentén parhuzamosan eltolt vektor megtart-
ja a geodetikushoz képesti iranyat (4. dbra). Mivel
alakzatunk csupa geodetikus vonalb6l all, a parhuza-
mos eltolds abraja konnyen megrajzolhat6. Az egysze-
riség kedvéért az A-bdl kiinduld vektor legyen az AB
oldal érintévektora. Erint§ irinyit megtartja egészen
addig, amig a B cstcshoz ér. Ott a BC oldallal B—m sz6-
get zar be (4gy is mondhatjuk, hogy az AB oldallal be-
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10. abra

zart 0°-os sz0ghoz ekkora szognovekmeny adodik), és
ezt a szoget a BC oldalon vald végighaladis sorin
mindvégig megtartja. Amikor a C cstcshoz ér, és elin-
dul a CA oldalon, Gjabb, ezuttal (y—m) nagysagu szog-
novekményt kap, azaz a BC oldallal bezart szoge (B—m)
+ (y-m) lesz. Végil az A cstcshoz, azaz a kiindulo
ponthoz érve az AB oldallal — és sajat eredeti iranyaval
— bezart szoge immar (B—n) + (y-n) + (0—-n) lesz.
A vektor a teljes hurok megtétele utdn tehat

o

PB-m+@-m+@-m)
=osBry-m

D

szogelfordulast végez (a szogelfordulast ,moduld 2r”
értelmezziik, tehit 2w tobbszordsei elhagyhatok).

A képlet gyors ellenérzése: sikhiromszog esetén
o+B+y = 7, tehat d-ra zérus adodik, amint egy sik fe-
luleten parhuzamosan eltolt vektortol el is varjuk.

Tegytink fel egy latszolag nem ide tartozo kérdést:
mekkora a 70. abran lathatdé gombi haromszog tertile-
te? A valaszhoz rajzoljuk le a hdromszoget még egyszer,
de tgy, hogy az oldalakat ad6 f6koroket végig kirajzol-
juk (11. dabra). A harom f6kor — ezt egy gumilabdan, a
fékoroket golyostollal berajzolva konnyen ellenérizhet-
juk —a gombfeliiletet nyolc részre osztja. Ha ezek koziil
kivalasztunk négyet: az eredeti ABC gdbmbhiromszo-
get, valamint az AB, a BC és a CA oldalakkal érintkezé
tovabbi 1-1, 6sszesen harom gombharomszoget — lasd

11. abra

BOKOR NANDOR, LACZIK BALINT: VEKTOROK PARHUZAMOS ELTOLASANAK SZEMLELTETESE - I. RESZ

a vonalkazott részeket a 11. abrdan —, érdekes megfi-
gyelést tehetiink (segit a mar emlitett gumilabda): a
bevonalkdzott rész a gomb feliletének éppen a felét
fedi le, s6t egybevago a be nem vonalkdzott maradék
résszel. A vonalkazott tertlet tehat

2
4R*T - 2Rm,

ahol Ra gbmb sugara.

Az abran az is latszik, hogy az ABC hiromszog
voltaképpen harom elnyujtott (és bevonalkazott) ,kif-
li-alakzat” metszet-tartomanya. Mindharom kifli-alak-
zat ugynevezett gombi kétszog (az elnevezés teljesen
logikus; mindazonaltal ennek az egzotikus sokszog-
nek hiaba keresnénk a sikbeli megfeleldjét, ott ugyan-
is két egyenes nem metszheti egymast kétszer.) A
gombi kétszog egy narancsgerezd héjahoz hasonlit,
ezért teriletének kiszamitisa magatol értet6ds: tert-
lete a gombfeliletnél annyiszor kisebb, ahanyszor
kisebb a nyilasszoge 2m-nél. A 11. abran bevonalka-
zott, A csucsu kétszog tertilete példaul:

iR -% = 2R
27

Az ABC gdombi haromszog T terlletét ezek utan a
kovetkezS gondolatmenettel kaphatjuk meg: ha a
harom gombi kétszog tertiletét 6sszeadjuk, majd az
eredménybdl kétszer kivonjuk a triplan figyelembe
vett ABC gbmbharomszog teriiletét, megkapjuk a be-
vonalkazott Ossztertletet:

2R +2R*PB+2Ry -2T=2Rm, 2
amibdl a gdbmbharomszog tertilete:
T=R(@@+B+y-m). 3)

A (3) és (1) egyenletek egybevetésével azonnal latjuk,
hogy parhuzamosan korbevitt vektor teljes 8 szogel-
fordulasa a bejart tertilettel ardnyos:

5 = % 4%

(Innen adodik a 8-ra gyakran hasznalt feliileti excesz-
szus elnevezés.)

Ahogyan egy szoghoz tartozo korivhossz osztva a
kor sugaraval adja a radidnban mért szog definiciojat,
gy a szteradianban mért térszog definicidja: a tér-
szOghoz tartozd gombfeliilet-darab osztva a gomb
sugaranak négyzetével. A (4) egyenlet jobb oldalan
tehat éppen az ABC gombharomszoghoz tartozo Q
térszog szerepel, azaz a végeredmény ebbe az egy-
szerd alakba irhato:

d=Q. 5

Szavakkal: a gobmbi haromszog mentén parhuzamo-
san eltolt vektor teljes feltileti excesszusa (radianban
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12. dbra

mérve) egyenlS a haromszog altal lefedett (és sztera-
dianban mért) térszoggel.

A (4) egyenlet konnyen altalinosithato: érvényes-
sége igazolhato el6bb tetszSleges gombi sokszogre,
majd tetszéleges zart gorbére a gombfelileten. Egy
gombi sokszog ugyanis felbonthatd gombi hiromszo-
gekre (72. dbra). Konnyen belathatd, hogy a teljes
feltileti excesszus megkaphat6, mint a haromszogek-
hez tartozo6 felileti excesszusok 0sszege. Ugyanakkor
— trividlis modon — a teljes teriilet is a haromszogek
tertiletének Osszegeként adodik. A (4) egyenlet tehat
valtozatlan formaban igaz. Masrészt a gombfelileten
tetszOleges zart gorbe kozelithetS — tetszSleges pon-
tossdggal — gbmbi sokszoggel, azaz a (4) egyenlet a
gomb feliiletén valdban tetszSleges gorbére igaz.

Gaussnak a gorbult feliletek geometridgjaban elért
egyik legfébb eredménye az volt, hogy talalt egy olyan
mérGszamot — ezt tiszteletére Gauss-gorbiiletnek nevez-
zUk —, amely egyértelmien és pontrdl pontra jellemzi az
adott feliilet gorbultségének meértékét [2]. A probléma
nehézsége abbol adodik, hogy a gorbilet-mérdszamtol
elvarjuk: a felilet deformaciomentes valtoztatisa — mint
példaul egy sik lap felgorgetése hengerré — ,ne tudja
becsapni”: egy Gjsaglap a lényegét tekintve akkor is sik
feltilet, amikor legyet akarunk vele agyonttni.

A Gauss-gorbilet kiszimitasinak modjat a kovet-
kez& gondolatkisérlet illusztralja: az adott pontban

P

hizzuk meg a feliilet érintSsikjat. Allitsunk erre az

érintGsikra merdleges sikokat az 6sszes létezs irany-
ban. Ezeknek a meréleges sikoknak és a gorbilt feli-
letnek a metszésvonalai sikgorbék, amelyeknek az
adott pontban meghatarozhat6 a gorbileti sugaruk. A
végtelen sok merdleges sikhoz végtelen sok sikgorbe
tartozik, mindegyikhez 1-1 gorbiileti sugar. Ezeket a
gorbuleti sugarakat elGjelesen értelmezzik, attol fug-
g6en, hogy az adott érint6kor kozéppontja a felilet
y2alatt” vagy folott” helyezkedik-e el. A végtelen sok
gorbuleti sugar érték kozott lesz egy (elGjelesen) leg-
kisebb és egy legnagyobb: R .. és R ... Gauss zsenia-
lis meglatasa az volt, hogy a

b
R_R

min ~ max

K

©

mennyiség tokéletesen megfelel a céloknak. Igazi mérs-
szama a feliilet adott pontban értelmezett gorbiiletének,
rdadasul elGjeles mennyiség. Nem csak sikra, hanem —a
sik feltletté torzitasmentesen kiterithetd — hengerfelilet-
re is zérust ad (utobbi esetben R, = oo miatt) Nyeregfe-
liletre negativ szam, gombfeltletre pozitiv. Hangstlyo-
zando, hogy K, a Gauss-gorbiilet, pontrol pontra értel-
mezett mennyiség, csak éppen gombfeliilet esetén min-
den pontra ugyanaz: K= 1/R* Ez utobbi dsszefliggéssel
a (4) egyenlet a kovetkezd alakba irhat6:

5 = TK. @)

Ez a felirasmod csak allando gorbiiletd feltletekre (a
gobmbre, és a késébb targyalandd pszeudoszférara)
alkalmazhato. TetszGleges gorbult feltletre igy altala-
nosithato: a felileten, adott zart gorbe mentén parhu-
zamosan eltolt vektor teljes feliileti excesszusa egyen-
16 a Gauss-gorbuletnek a gorbe altal koruilzart felilet-
re szamitott integraljaval:

) =deT. ®)

Ez a Gauss-Bonnet-tétel.

Erdekesség, hogy a Gauss-Bonnet-tételnek az (5)
egyenlet valtoztatds nélkil, altalinosan hasznalhato
alakjat adja. Ilyenkor, tetszSleges (nem gombi) gor-

13. dbra

a)
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14. abra

bilt feltlet esetén, az (5) jobb oldaldn szerepld € tér-
szoget a 13. dbra szerint értelmezziik: amint a gorbult
feliilet normal egységvektora végigvandorol a G zart
gOrbén, ugyanezek a normil egységvektorok egy
egységgomb kozéppontjabol kiinditva egy masik zart
gorbét irnak le az egységgomb feliletén. Ennek az
egységgomb feliletén kialakult zart alakzatnak a tert-
lete adja Q-t (egyben a G gorbéhez tartozo § feltileti
excesszust, egyben az eredeti gorbiilt feltlet Gauss-
gorblletének a T 'feltletre szamitott integraljat).
A 13.a abraaz

u

r(u,v) = v

% sin(u) sin(v)

feliiletet és az —=0,8 < £ < 0,7, -1 < v < 1,1 tartomany
hataran az

or _ or

_ du % ov

or _ or

‘ u” Bv‘

normdl egység vektorokat szemlélteti, a tartomany
agynevezett gdmbi képét (azaz az egység sugart
gomb kozéppontjabol inditott normal egységvektorok
végpontjai altal kijelolt alakzatot) pedig a 73.b dbra
mutatja.

Szellemes technikai megoldasokkal vagy egyszerd
fizikai elvek kihasznalasaval tobbféle olyan eszkoz
konstrualhato, amelyek — adott feliilet adott gorbéje
mentén elmozogva — ténylegesen megvalositjdk vek-
torok parhuzamos eltolasat. (Itt a ,vektort” példaul egy
a feltilet érintésikjaban adott iranyban all6 radnak kép-
zeljuk el, amely az eszkoz tobbi részéhez képest elfor-
dulhat, de mindig a feliilet érintGsikjaban marad.") Az
ilyen eszkozokkel kétféle alapkisérlet is végezhetd: (1)
adott feltileten adott zart gorbe mentén végigtolva az
eszkozt, a ,vektor” teljes elfordulasabol megkaphat6 a
feltleti excesszus, és igy belsG méréssel meghatarozha-

! Ez a megjelenités annyiban félrevezets, hogy egy valosagos vek-

tor kezds-” és ,végpontja” ugyanabban a pontban van.

BOKOR NANDOR, LACZIK BALINT: VEKTOROK PARHUZAMOS ELTOLASANAK SZEMLELTETESE - I. RESZ

tO az integralt Gauss-gorbiilet; (2) tigyeskedve ugy vé-
gigtolva az eszkozt a fellleten, hogy a ,vektor” orienta-
cidja (az eszkézhoz képest) ne viltozzon, meg lehet
talalni a feltlet geodetikus vonalait.

A kinai délirdnyt jelz6 kordé

A délirinyt jelz6 kordé [3-5] nevii Okori kinai talal-
many — egyes feljegyzések szerint i.e. 2634-ben (1)
talalta fel a ,Sarga csaszar”, a nagy birodalom akkori
uralkodoja — a kietlen terepen utazok tajékozodasat
segitette. Szerkezetének legfontosabb része egy brili-
ans muszaki lelemény, a fogaskerék differencial
(amely a gépkocsik mindmaig fontos szerkezeti ré-
sze). A délirdnyt jelz6 kordé egy, a British Museum-
ban kiallitott modellje a 74.a dbrdn lathato. A miko-
dé szerkezet felsG részén all6 szobor kinyujtott karja a
jarmd mozgasiranyatol fuggetlentl alland6 iranyba
mutatott. (A kordé induldsakor tetszSleges alapirinyt
lehet vilasztani, a korabeli kinai navigicié szerint
azonban a figura a déli vilagtajat jelezte.)

A 14.b képen egy altalunk készitett modell lathato.
Az interneten szamos LEGO-valtozat talalhat6, ezek
egyikét is Osszeraktuk (14.c dbra).

A szerkezet eredeti verzidjanak egyszerUsitett vaz-
latat a 75. dabra szemlélteti. Az eredeti mechanizmus-
ban a fogaskerekek legrégebbi alakjai, az Ggynevezett

15. abra*

*szines valtozata a folyoirat végeén taldlhato
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a)

*szines viltozata T ..

a folyoirat végén T L

16. abra*

homlokcsapos vagy palcas fogazatok talilhatok. Az a
és bjeld, azonos atmérgju kerekeken gordil a szekér;
a bal és jobb oldali kerekek szogsebessége m,, illetve
,. A fogaskerekek azonos atmérgjtiek, homlokfeltile-
tikon megegyezS osztasu palcakbol éptilnek fel. A
koronaszerd kialakitds lehetGvé teszi mind a parhuza-
mos, mind a merdleges tengelyelrendezési kerekek
kapcsolodasit (16.a dabra). (Az dbran a fogaskerekek
tengelyeit nem tiintettiik fel.)

Azonos alakt fogaskerekek esetén a bal oldali kor-
dékerék a hozzakapcsolt b’, a két részbdl 4llo ¢, va-
lamint az f jeld fogaskerekeket ®, szogsebességgel
hajtja. Hasonloképpen a jobb oldali kerék a vele 6sz-
szekapcsolt a’, valamint a mindkét homlokfelileti-
kon fogazott d és e jell fogaskerekeket m, szogsebes-
séggel forgatja. A felsorolt kerekek mindegyike a sze-
kérhez rogzitett tengelyek korul foroghat.

A cstiszads nélkiil gordiil, azonos p sugara kerekek
talajjal éppen érintkezS pontjai pillanatnyi nyugalom-
ban vannak, a kerekek kozéppontjai pedig v, = o, p,
illetve v, = w,p sebességgel mozognak (16.b dbra).
Ha példaul o, < ®,, a jarmd a P pont kortl Q szogse-
bességgel elfordul:

-0, )

ahol b a kerekek nyomtavolsaga.

A szerkezet legérdekesebb része az e, f, g és g’
jeld fogaskerekekbdl felépils differencialmd (77.
abra).

Az e és ffogaskerekek a kordéhoz rogzitett fliggs-
leges tengely koriil foroghatnak, a g és g’ kerekeket
hordozo vizszintes tengely azonban az e és fkerekek
kozos tengelyvonala koriil képes elfordulni. A g és g’
kerekeket hordoz6 vizszintes tengelyhez kapcsolodik
az allando irdnyt jelz6 b kar. Az fkereket a kordé bal
oldali kerékrendszere m, szogsebességgel, az e jeld
fogaskereket pedig a jobb oldali kerékcsoport (-m,)
szogsebességgel hajtja. Azonos méretl fogaskerekek
esetén a g és g’ jeld fogaskerekek kozéppontjai

2 10
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17. abra*

szogsebességgel keringenek az fés e kerekek tenge-
lyei korul. (9) és (10) dsszevetésébdl lathatd, hogy ha
a kordé kerekek 2p datmérdje megegyezik a b nyom-
tavval, az ®  szogsebességgel keringd tengelyhez
kapcsolt b iranyjelz6 éppen a jarmu Q pillanatnyi ka-
nyarodasi szogsebességével ellentétes mértékben
fordul el. Ez azt jelenti, hogy — hacsak a kerekek nem
csusznak meg — barmilyen palyan is haladjon a jarmd,
a szobor mindig a jarmud pillanatnyi kanyarodasaval
ellentétesen fordul, a jelz6 kar tehat mindvégig az
induldsnal beillitott irdinyba mutat.

Bar elemzésiinket sik feltleti mozgast feltételezve
végeztlik el, bizonyithatd, hogy a kordét barmilyen
felilet barmely zart gorbéje mentén csiszasmentesen
gorditve a szobor karja pdrbuzamos eltoldst végez. A
kordé hasznalataval tehat elvileg vizsgalhat6 a Gauss—
Bonnet-tétel®, ennek azonban az a feltétele, hogy a b
nyomtavolsag sokkal kisebb legyen, mint a vizsgalan-

* A délirdnyt jelz6 kordé differencidlgeometriai alkalmazhatosaga-
nak eszméje vildgosan felsejlik Hilbert paratlan geometriai ismeret-
terjeszté mivében. A kordérdl szolo elsé eurdpai beszamold Her-
bert Allen Giles (1845-1935) angol diplomata és sinologus 1909-ben
kozzétett ismertetSje. A beszamolot azonban — a szerzék véleménye
szerint — Hilbert aligha olvasta.

LA geodetikus vonalakat Ggy allithatjuk eld, hogy valamely végte-
len kis gorbeivet a felilleten mindig »egyenest elére« tolunk. Megko-
veteljik, hogy A4 és B palyai egyenlé hosszuak legyenek, és hogy e
palyak mindegyike AB-re merdleges legyen. Ez a palya, amelyet ek-
kor ABkozéppontja ir le, tetszbleges pontossaggal geodetikus, ha az
AB gorbeivet elég kicsinynek valasztjuk. Ebbdl a definiciobol valoszi-
n{, hogy mindegyik pontbol mindegyik irinyba pontosan egy geo-
detikus vonal indul ki. E definici6 szerint tovabba a geodetikus vona-
lakat Ggy lehet megkozelitSleg elGillitani, hogy a feltileten lehetSleg
kis kétkerekd kocsit gorditiink, amelynek kerekei mereven Ossze
vannak kotve a kozos tengelytikkel, tehat azonos a fordulatszamuk.”

Forrds: D. Hilbert, S. Cohn-Vossen: Szemléletes geometria. Gon-
dolat Kiado, 1982, 252 o., Strommer Gyula forditasa.
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do felulet barmely gorbiileti sugara. Masképp megfo-
galmazva: a kordé karakterisztikus méretskaldjan a
feliilet nem lehet tal gorbilt vagy ,gocsortds”.

Ennek illusztralasara nézziink egy egyszerd példat,
amikor a kordé egy gomb szélességi kore mentén
gurul, majd a tovabbiakban elemezziikk a mozgast az
agynevezett pszeudoszféran.

A kordé mozgasa gombfeliileten

A differencialmd 4ltal mozgatott szobor szogelfordu-
lasa a szekérvazhoz képest a mozgas 7 idStartama
alatt

T
® = ju)‘dt. (11)

A kerekek szogelfordulasai a szekérvazhoz képest
hasonloképpen

,
D, = f(o1 di,
’ (12)
T
D, = j w, dl
0
A kerekek cstuszas nélkil legordilt ivhosszai
S =pd,
1 1 (13)
S, =p@,
Mivel
’ 0, -0
@ = j it ) (14)
) 2

a szobor @ szogelforduldsa, valamint a kerekek 4ltal
megtett S, és S, utak kapcsolata:

51752
2p

D = (15

Gordiljon a kordé o, szogsebességgel forgd kereke
az O kozéppontd, ismeretlen R sugard gomb k kor-
vonalan, az ®, szogsebességgel forgd kerék pedig a k,
korvonalan (18. dbra).

18. abra

BOKOR NANDOR, LACZIK BALINT: VEKTOROK PARHUZAMOS ELTOLASANAK SZEMLELTETESE - I. RESZ

Legyen AD = r,, BC'= r,. A korabbiakkal 6sszhang-
ban CD = b = 2p a nyomtav. A k, kor sugara a geo-
metriai viszonyokbol (elemi trigonometriai azonossa-
gokat alkalmazva) konnyen megkaphato:

(o2
ALy

A kerekek altal megtett utak az n, illetve 7, sugara
korok keruletei:

r,=r +

(16)

pd =27r,
1 1 (17)
po, =277,
A (15)—(17) osszefiiggések alapjin, a Maple R14 for-
mulamanipuldcios software alkalmazasaval a
pe _
T

N 2p VR -p® \RP -1 +1r R-271p° o
RZ

rot

(18)

egyenlet adodik. A (18) egyenletet a gdmb keresett R
sugarara megoldva:

izﬁ\/npzfd)rlp +rfn'

Va4 w2 - P2

A 19. abraa p = 100 mm keréksugarhoz az r, sugar és
a @ szog fuggvényében az R = dllando figgvényeket
szemlélteti.

Legyen a tovabbiakban r = 7. A (20) formulabol
nyilvanval6, hogy @ — 2x esetén R — oo, vagyis a sikon
egy teljes kort megtevs kordé irdnyjelzGje pontosan
egy teljes kortlfordulast végez. A kordé kerekeinek p
sugarat — és egyuttal a b = 2p nyomtavot — 0-ra csok-
kentve a (19) hatarértéke:

R = (19)

. _ 27T
lmR= ———— . (20)
b —0 /47.c2_(1)2
19. abra
6
S
4
o 3
2
1
o+———TF———"T———"T——T 1
500 1000 2000 2500

1500
n
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20. dbra

A (20) kifejezésbdl a szobor elfordulasa a szekérvaz-
hoz képest ekkor tehat

q)=+21t\/R2—7’2

R

QD

Az R sugart gombfelilet r sugart korvonala altal ha-
tarolt gdmbsiiveg feliilete
r=2nrlr-y& -7 ) 22
(21) és (22) Osszevetésébdl latszik, hogy a b— 0 hatar-
esetben a kordé szobrianak @ szogu elforduldsa valo-

ban kimutatja a Gauss—Bonnet-tétel szerinti 8 feltleti
excesszust:

(23)

tehat

249

A 14.b abrdn szereplS kordéval az ELTE TTK Lagy-
manyosi Campus kozponti éptiletének elGcsarnoka-
ban 4ll6 foldgdbmbon ellendrzé méréseket végeztiink
(20. abra).

A p =103 mm kerék sugart, b= 206 mm tengelyta-
va kordét a jo kozelitéssel gombnek tekinthets globu-
szon korbe gorditve,® az irdnyjelzé ®© = 285° szogel-
forduldsa mellett az egyik kereke n = 7'/ kortlfordu-
last végzett. A vizsgalt kerék ekkor az

* Az aulaban tartozkodok csendes dertiltségére a foldgdombot — a

mukodtetd motor hibdja miatt — a déli félteke 6ceanjain gorduls
kordét helyben tartva, kézzel forgattuk korbe.

248

P
O
X
Y
21. dabra
o= 2217; % = 755,33 mm

sugard koron mozgott. A (19) formulat alkalmazva a
gomb sugarara R= 1107 mm-t kaptunk. (EllenSrzésil:
a foldgomb egyenliti kertilete a modell talpan latha-
to felirat szerint 6660 mm, ez alapjan a globusz suga-
rara R* = 1060 mm adodik.)

A pszeudoszféra’

A gomb mellett egy tovabbi dllando, K = -1 Gauss f6-
gorbiiletd felilet a pszeudoszféra. Az [1,0,0] ponton®
atmend traktrix gorbe z tengely koril forgatasaval

elgallitott pszeudoszféra (21. abra) egyenlete:

sech(u) cos(v)

r (u, v) = | sech(u) sin(v) (25

u - tanh(u)

A pszeudoszféra elsé rendd Gauss-féle fGmennyiségei
a definial6 osszefiiggésekkel (7, a (25) vektor i-edik
komponense):

sinh(z)

oY (oY (onY
E=|—| +|—=| +|[2| = ——77
Ju Ju Ju cosh(w)? ’
_9n 9n 9 dn 9r dn
du dv  Jdu dv Jdu Jv

ar, Y (oY (onY 1
G=|l=|+*|="| *|=2]| = ——F—.
Jdv Jdv Jdv cosh(uw)
A pszeudoszféra felszine az a < u < e, 0 < v< 27 hata-
rok kozott:

F =0, (26)

* Llasd példaul Coxeter, H.S.M.: A geometridk alapjai. Mdszaki

Konyvkiado, Budapest, 1987.

> A vektor valamennyi komponensét g > 0 szimmal szorozva, a
[g,0,0] ponton atmend traktrix forgatisival adodo pszeudoszféra
egyenletét nyerjik. Az egyszertbb tirgyalaismod érdekében azon-
ban az ,egység” objektumokat vizsgaljuk.

FIZIKAI SZEMLE 2011/7-8



a)

*szines valtozata
a folyoirat végén

b)
22. dbra*
2 oo
A= ff\/EG—FZ du dv = 277[ )
)Y cosh(a)

ATl jeld x-z koordinata-sikban (v = 0) a pszeudoszfé-
ra traktrix meridian gorbéjének egyenlete:

x = sech(uw), 08
z = u - tanh(w).

A traktrix gorbileti sugara (az u valtoz6 szerinti deri-
valasokat vesszégvel jelolve):

y 32
p = M = -sinh(w)
‘ Xy 29
x/’ y//

és a gorbuleti kor 4 kozéppontjanak koordinatai:
’2 ’2
E=ux-x % = cosh(w),
v
xl/ y//

(30)

’2 72
;X0 F
— Y, y/ = U.
Xy
xl/ yll

n=y+y

BOKOR NANDOR, LACZIK BALINT: VEKTOROK PARHUZAMOS ELTOLASANAK SZEMLELTETESE - I. RESZ

Mivel a pszeudoszféra forgasfelilet, az y = 0 hely-
zetd P pontjihoz tartozo I, érintésik merdleges IT-re. A
I, és I, sikokra egyarant merdleges IT,, a feltlet nor-
milmetszeti sikja. Mivel a pszeudoszféra Gauss-gorbii-
lete K= -1, a I, sikmetszetben a gorbiileti sugar:

L cosech(w). 3D
A geometriai viszonyokat a 22. dbrdk szemléltetik. A
22.b abra jeldléseivel

AP = p = -sinh(w),
— 1 1

P = = h = -
C 0 cosech(u) sinh(i)’
AF = cosh(w) - sech(#) = cosh(w) - ;, (32)

cosh(u)
_ . 1

AC = AP+ CP = -sinh(1) - ——

C +C sinh(z) Ssinh()’

AB = cosh(u).

Az APF és ACB hasonld derékszogl haromszogek
megfelelS oldalainak ardanya:

A4 (33)
AP  AC

A hiperbolikus fliggvények definici6i alapjan nyilvan-

valo, hogy

1
cosh(w) cosh(id) )

- sinh(w)

cosh(uw)
- sinh(w) -

1 349

sinh(u)

Azaz aIl, sikmetszet gorbuleti korének Ckozéppontja
éppen a z tengelyre esik.

A P ponthoz tartoz6 parallel kor sugara (28) sze-
rint, # = a helyettesitéssel

I
cosh(a)

A 22.b abra jeloléseivel a gombre levezetett (23) 0sz-
szefliggés:

1 2 1 2
d =2m|1- J(Sinh@) (Cosh(a))

i 1 ’
sinh(a)

r = EP = sech(a) = (3%

(36)

egyszerUsitve

sh(a) -1 2T
§ i=2g VL1 _op 2T
T T cosh(a)

cosh(a) @7

Ezzel a pszeudoszféra példajan is illusztraltuk a
Gauss—Bonnet-tétel allitasat.

A pszeudoszféra r= EP sugarG parallel korén gor-
ditett kordé mérési eredményei nyilvan megegyeznek
a R = CP sugarG gomb 7 sugar( parallel korén nyert
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adatokkal.® A gombfeliilet és a pszeudoszféra lakoi
azonban — ha csak erre az egy mérésre timaszkodnak
— a kordé alkalmazdsaval nem tudjak viligaik erGsen
eltérs alakjait megkuilonboztetni.

® Egy olyan kuapfeliileten is ugyanezt a mérési eredményt kap-

nank, amely érinti a gombot és a pszeudogdémbot a szoban forgd
kor mentén. Ez a feltlet a kap cstcsanak a kivételével mindeniitt
gorbiletlen (sik)! (Lasd errSl Hrasko Péter: Relativitdaselmeélet. Typo-
tex, Budapest, 2002, 401. oldalat.)
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H. Bokrop, b. Jlauuk: HarJsaHbIA TOKA3 IapalIe/IbHOTO CABUI'A BEKTOPOB —
4acTh nepBas

. Paonau: Cronerue rnepBoit ColbBEi-KOH(EPEHINI — YaCTh TepBast KHUTA, NPONCXOAALLWE COBbITUA

Fizikai Szemle

MAGYAR FIZIKAI FOLYOIRAT

nka

Nemzeti Kulturalis Alap pakSi atomerémii

Nemzeti Civil Alapprogram

A FIZIKA BARATAI

megjelenését anyagilag tdmogatjak:






