RELATIVISZTIKUS FOGOCSKA — II. RESZ

A nyugalmi hossz fels6 korlatja
—a 2. gondolatkisérlet magyardzata

Rovid kitér6 a nyugalmi hossz fogalmarol és arrdl,
mit értettiink eddig a sajdthossz fogalma alatt. Az ol-
vasonak feltinhetett, hogy a cikkben eddig kizarolag
a ,sajathossz” kifejezést haszniltam az elterjedtebb
,2nyugalmi hossz” helyett. Szigorian véve csak akkor
van értelme egy adott targy (esetiinkben példaul a
cérna) nyugalmi hosszarol beszélni, ha a tirgy pont-
jai egymdshoz képest nyugalomban vannak (maskép-
pen megfogalmazva: ha mindig 1étezik olyan inercia-
rendszer, amelyben a cérna 0sszes pontja éppen al).
Ha a cérna végei példaul a 8. dbra b* és jjell gorbéi
szerint mozognak, akkor ez nem teljesil (ezért sza-
kad el a cérna), tehat a nyugalmi hossz fogalma
ilyenkor nem értelmezhetd.

A ,sajathossz” elnevezésre valo attérés bnmagaban
a fogalmi nehézséget természetesen nem oldana
meg, mégis a sajathossz definicioja értelmesen kiter-
jeszthetS az olyan esetekre is, mint a 8. dbra b* és j
jeld gorbéi. Az Gj definicid szerint példaul sajathossz
alatt érthetjik mindig azt a cérnahosszt, amelyet a
jobb oldali cérnavég pillanatnyi nyugalmi inercia-
rendszerében mértink. Ebben az inerciarendszerben
a jobb oldali cérnavég 4ll, a bal oldali pedig akar
éppen tavolodhat is t6le (ekkor a cérna egyre jobban
megfeszil), vagy kozeledhet hozza (és a cérna meg-
lazul). Ez a kibgvitett definicié természetesen maga-
ban foglalja a nyugalmi hossz fogalmat is (amikor az
értelmezhetd).

A kritikus sajatgyorsulasra vonatkoz6 szamolashoz
hasonlé modon, a (11) egyenletbdl kaphaté meg egy
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objektum nyugalmi hosszara vonatkozoé elvi felsé
limit. Az egyenletbdl d-t kifejezve, mint aj fliggvé-
nyét, a
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osszefliggéshez jutunk. (Itt tehdt a jobb oldali cérna-
vég a] sajatgyorsuldsat adott konstans értékiinek fel-
tételezziik.) A figgvény menetét a 711. dbra mutatja.
Az abrarol leolvashatd, hogy a bal oldali vég adott
gyorsuldsa mellett mekkora konstans d sajithosszu-
saggal rendelkezhet a cérna. Ahogy a bal oldali cérna-
vég sajatgyorsulasa végtelenhez kozelit, a még éppen
alland6 megfeszitettségi 4dllapotban tarthaté cérna
sajathossza véges értékhez, ¢’/ aj-hez tart.

Ilyenkor, amikor a a sajathossz konstans, jogos a
nyugalmi hossz megnevezés, hiszen mindig talalhato

11. abra. A cérna sajathosszanak valtozasa.
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olyan inerciarendszer, amelyben a teljes cérna éppen
all. A
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tehat a nyugalmi bhosszra vonatkozo felsé koridatot
adja meg. Csak ennél kisebb nyugalmi hosszal rendel-
kezhet egy olyan, jobb felé mozgd objektum, amely-
nek a jobb oldali vége adott a; sajitgyorsuldssal mo-
zog [2]. Ha az objektum kezdeti hossza d,,-ot eléri
vagy anndl nagyobb, akkor — a jobb oldali vég a;
gyorsuldst mozgasa esetén — a bal oldali végnek még
végtelen sajdatgyorsulds sem elég ahhoz, hogy az ob-
jektum sajathosszat valtozatlan értéken tartsa. Ezzel a
cikk elején emlitett 2. gondolatkisérlet eredménye is
érthetéveé valik. (A szamadatok ellendrzését ismét az
olvasora bizom.)

Els6 hallasra nagyon meglepd, hogy egyaltalan /e-
tezik ilyenfajta fels6 korlat egy objektum nyugalmi
hosszara. Megnyugtatasul még egy érv: ha nem létez-
ne ez a felsG korlat, akkor az alabbi, tgynevezett
Warnick-paradoxonra [2] jutnank:

Warnick-paradoxon: egy L hossztsagu trhajo nyu-
galombol mozgasba lendil. Az Grhajé orra allando
gyorsuldssal — x, tivolsiagon, ¢, idG alatt — akkora se-
bességre gyorsul, hogy az Grhajé mozgasi hossza a
Lorentz-kontrakcié révén — mondjuk — éppen felére
csokken. A laboratoriumi rendszerbdl mérve az trha-
jo batuljanak tehat 6sszesen x,+ L/2 tavolsagot kellett
megtennie £, id§ alatt. Az trhajo végének
x + L
(v) = —2

o

atlagsebessége — mivel az UGrhajo L hosszat nem korla-
tozza semmi — tetszblegesen nagy lebet, példaul a
fénysebességet is meghaladhatja. (Ez — mint ismert —
sulyos logikai ellentmondisokhoz vezetne, példaul

12. dbra. Allandé nyugalmi hosszi rid hiarom pontjinak viligvonala.

ct
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ilyen Urhajok hatuljan ulve idSutazast tehetnénk a
multba, és meggatolhatnank sajat sziletéstinket.)

A Warnick-paradoxon megolddsa a fentiek szerint
vildgos: az Grhajo hosszidra igenis létezik felss korlat,
L nem lebet tetszGlegesen nagy. (Természetesen azt
semmi sem gatolja meg, hogy az Urhajot a gyarban
tetsz6legesen hosszira épitsék; arr6l van csak szo,
hogy nem érdemes bizonyos Grhajéhossznal nagyob-
bat épiteni, mert a hatulja nem fogja tudni kovetni az
elejét — nem technologiai, hanem térid6-geometriai
okokbol! — és az tirhajo szétszakad.)

Nem egyenletes dregedés
—a 3. gondolatkisérlet magyarazata

Az alland6 sajathosszisaga cérna bal oldali és jobb
oldali vége eltérs alaka vildgvonalat kovet (9. dabra),
és ez azt sejteti, hogy a cérna két vége eltérd titemben
oregedik. Az alabbi részletes szamolas megerdsiti ezt
a sejtést.

Mint lattuk, egy a’ sajatgyorsuldssal mozgd tomeg-
pont vilagvonala az

xZ B CZ Z.Z _
2 Y 2 Y (16)
hiperbola. A sik téridd jol ismert
vt = dr - 4% an
CZ

metrikus egyenlete ugyanakkor altalanosan megad-
ja, hogy két esemény kozott — amelyek (Minkowski-
koordinatakban kifejezve) kis dt idébeli és dx térbe-
li tavolsagra torténnek — mekkora dt sajatids telik
el, azaz mekkora idStartamot mér a két esemény ko-
zott egy olyan megfigyels, aki mindkét eseménynél
jelen volt.

A (16) és (17) egyenletekbdl kénnyen levezethetd
a tkoordinataidé és az x térbeli koordinata T sajatid6-
t&l valo fliggése a (16) vilagvonal mentén:
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A 12. abra egy rad hiarom pontjanak — példaul a cikk
elején szerepelt 3. gondolatkisérletben a fényévrudat
szallité Urhajok kozil haromnak — vilagvonalat abra-
zolja, mikoézben a rad nyugalmi hossza alland6 marad.
A vilagvonalakon a (18) és (19) Osszefliggéseknek
megfelelGen jeloltem be, €és szimoztam meg az egyes
drhajosok karérijan mutatott egyenld idokozoket. Az
abran az egyes pontok sziirkedrnyalatai az adott fény-
évrud-darabka aktudlis szinét is jelzik — mindegyik azo-
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nos (sajatidé-)iitemben viltozik fehérrdl feketére. A 72.
abrabdl érthet6vé valik a 3. gondolatkisérlet eredmé-
nye. Az Grhajosok 6regedése ,balrdl jobbra gyorsul”: az
Urhajok egy adott pillanatnyi nyugalmi inerciarendsze-
rében mindig a bal oldali Grhajos 6raja mutatja a legke-
vesebbet (6 a legfiatalabb, a hozza kozel esG raddarab
a legvilagosabb), és a jobb oldali Girhajos 6raja mutatja

a legtobbet (6 a legid&sebb, a hozza kozel esé radda-
rab a legsotétebb).

Kozeledés? Tavolodas?

A 8. abra hirom lehetséges mozgast is felvazol a bal
oldali cérnavég szamara. Mindharom felvazolt mozgas
allé helyzetbdl indul — csaktgy, mint a jobb oldali
cérnavégé —, de gyorsulasuk eltérs. Kérdés: kozele-
dik-e a bal oldali cérnavég a jobb oldalihoz, ha a b
vilagvonalat koveti?

A végig nyugvo, laboratériumi inerciarendszer
megfigyelGje szamara — az 6 nézSpontjat mutatja a 8.
dbra — Ggy tlnik, a b** és jcérnavégek egyértelmien
kozelednek egymashoz. Ezt — amellett, hogy ,az abra-
bol latszik” — két, mérésen alapulé érvvel is ala tudja
tdmasztani:

1. Ahogy a tidé telik, a cérnavégek kozotti tavol-
sag (az abran a két gorbe kozott vizszintesen mért
tavolsag) ¢t fuggvényében monoton csckken.

2. A bal oldali cérnavég minden ¢ idépillanatban
gyorsabban mozog a jobb oldali vég felé, mint ami-
lyen sebességgel a jobb oldali vég tavolodik téle, vila-
gosnak tlinik tehat, hogy egymas felé kozelednek.

Lattuk ugyanakkor, hogy a cérna sajdathossza akkor
valtozatlan, ha a végek a b és j viligvonalakat kove-
tik. Kicsit kortilményesebb megfogalmazasban: a jobb
oldali cérnavég mindig a pillanatnyi nyugvo inercia-
rendszereiben méri magatol a bal oldali cérnavég ta-
volsagat, és ezek a tdvolsigmérések akkor szolgaltat-
nak allando értéket, ha a bal oldali vég a b vilagvo-
nalon halad. Ha a bal oldali vég ehelyett a lomhabb
b** vilagvonalat koveti, akkor a cérnavégek tavolsaga
a jobb oldali vég 7T sajatidejének fuggvényében mono-
ton no, azaz a cérnavégek egyre tavolodnak.

Hogyan lehetséges, hogy két tomegpont folyama-
tosan kozeledik is egymashoz, meg folyamatosan
tavolodik is egymastol (nézéponttdl fuggden)? Le-
het-e mindkét allitas helyes? Esetleg tudjuk-e Ggy defi-
nialni a kozeledés/tavolodas fogalmat, hogy meg-
szlinjon ez az értelmezésbeli kettGsség?

Vannak ehhez hasonlo jelenségek a relativitiselmé-
letben, ilyen példaul két esemény sorrendje. Ha az
események elég messze vannak egymastol térben, és
elég kozel idében (azaz, ha Ggynevezett térszerd in-
tervallum vilasztja el Sket), akkor sorrendjik nem
invarians; el6fordul, hogy kiilonbo6z6 inerciarendsze-
rek eltéré valaszt adnak a két esemény sorrendjét
firtatd kérdésre.

Legitim megoldas, ha a kozeledés/tavolodas fogal-
mat is a relativitaselmélet nem invarians fogalmai
kozé soroljuk. Nem kell azonban feltétleniil elsiet-

BOKOR NANDOR: RELATIVISZTIKUS FOGOCSKA - II. RESZ

nink ezt a kovetkeztetést, legalabbis abban az egy-
szerd esetben — mint amilyenek a fontiek is — amikor
a kozeledés/tavolodas ,monoton” (példaul egyik moz-
gas sem oszcillalo).

ElGszor is: van, ami a kozeledéssel/tavolodassal
kapcsolatban abszolat értelemben elddnthetd. Ha
példaul a két tomegpont mozgasat abrazol6 vilagvo-
nalak metszik egymdst (vagyis a tomegpontok Ossze-
utkoznek), akkor nem lebet igaza annak, aki azt allit-
ja, hogy a tomegpontok folyamatosan tivolodnak
egymastol. A 8. dbra ugyan nem ilyen esetet mutat
(ott a b és jvilagvonalak nem metszik egymast, csak
— a nyugvo inerciarendszer szerint — aszimptotikusan
tartanak egymdshoz), de ott is van egy segitségtink:
maga a cérna. A két tomegpontot ugyanis mindig 6sz-
szekothetjiik — legalabb képzeletben — egy olyan cér-
naval (vagy raddal), amelynek hosszat tgy valasztjuk
meg, hogy a kezdd idépillanatban — amikor mind a
két tomegpont allt a nyugvo inerciarendszerben —
éppen megfesziljon (rad esetén se nyomo-, se hizo-
fesziltség ne ébredjen benne). Ezek utan a kozele-
dést, illetve tavolodast igy definidlbatjuk: a két to-
megpont kézeledik egymashoz, ha a cérna meglazul
(ha a radban nyomo fesziltség ébred), és tavolodik,
ha a cérna megfesziil, majd elszakad (ha a rad megfe-
szul, majd széttorik). E definicid elénye, hogy nem
igényel globalis nézépontot; nem kell, hogy a két
tavoli tomegpont mozgasat egyszerre nyomon koves-
stk (hiszen az eredeti bonyodalom éppen az ,egy-
szerre” szO abszolit modon értelmezhetetlen jellegé-
bél szarmazott), hanem csak lokalis megfigyelésre
van sziikség: a cérna/rad egy darabkajanak a viselke-
dését kell megfigyelni. Ilyen moédon a kozeledés/ta-
volodas fogalma valdban invarianssa valik: abban
nincsen vita a kilonb6z6 megfigyelsk kozott, hogy a
cérna elszakadt-e vagy sem. A fenti definiciot hasznal-
va a 8. abra nyugvo megfigyelGje is kénytelen azt a
kovetkeztetést levonni, hogy a b** és a j vilagvonala-
kon halad6 tomegpontok tdvolodnak egymastol, hi-
szen a két tomegpontot 0sszekots cérna viselkedésé-
bdl szamdra is ez kovetkezik.

Analogia az euklideszi geometridbdl

Sokszor segit a relativitiselmélet meglepd jelenségei-
nek megértésében, ha intuiciénk szamara sokkal is-
merdsebb terepre vonulunk, és megprobaljuk megke-

A nyugalmi hossz és a sajatgyorsulds fent levezetett
— és szemléletlink szamara meglepé — elvi korlatjara a
kovetkezd euklideszi analogia kinalkozik:

Sik terepen egy kerékpar 7; sugara (G, = 1/7, gorbu-
letd) korpalyan gurul. A kerékpar palyajat a 13. dbra
szemlélteti. A kerékparos a palyara merélegesen balra
kinytjt egy d hosszGsagu rudat. Egy masik kerékpa-
ros feladata az, hogy ugy tartsa a rad masik végét,
hogy a rad orientdcidja mindig az elsé kerékparos
palyajara merdSleges maradjon. Az is kovetelmény,
hogy a két kerékparos azonos irinyba nézzen.

381



13. dabra. A korpalyan mozgo kerékparosok.

1. Legteljebb mekkora lehet a rdd d hossza, ha
adott az els6 kerékpar palydjanak G, gorbilete?

2. Legfeljebb mekkora lehet a G, gorbiilet, ha adott
a rad d hossza?

3. Az els6 kerékpidr adott hosszisaga korivet fut
be. A masodik kerékpar palydja ezzel megegyezd
hossztsagu lesz-e?

Valaszok:

1. A 13. abran latszik, hogy a rad hossza kisebb
kell legyen a d,,,. = r;= 1/G, felss korldtndl. Ha d elér-
né ezt a korlatot, akkor a masodik kerékpar végtelen
kicsi sugara (végtelen nagy gorbiiletd) kordn lenne
kénytelen megfordulni.

2. Ugyanezen okok miatt, adott d hosszasaga rad
mellett 7; nagyobb kell legyen d-nél, azaz a gorbilet
kisebb kell legyen G, = 1/d-nél.

3. Nem, a masodik kerékpidr palydja rovidebb az
elséénél (lasd a 13. abrav).

Ismételjik el a fenti mondatok megfelelGit a cikk-
ben targyalt relativisztikus jelenség leirdsara:

Sik teridében egy rhajo a; sajatgyorsuldssal jobbra
indul. Az Urhajohoz rogzitjik egy d hosszisaga rad
jobb oldali végét. (A rad hosszat az trhajos, aki pilla-
natnyi nyugalmi inerciarendszerének idStengelye men-

tén mozog, ezen inerciarendszer x tengelye mentén, az
idstengelyre ,merSlegesen” méri.) Egy masik Urhajo-
nak az a feladata, hogy tartsa a rad bal oldali végét, de
kozben a radban se haz6-, se nyomofesziiltség ne €b-
redjen. A két Grhajo természetesen a téridének ,azonos
iranyaba néz” — a multbodl a jovdé felé.

1. Legfeljebb mekkora lehet a rdd d hossza, ha
adott a jobb oldali tGrhajo6 a; sajatgyorsulasa?

2. Legfeljebb mekkora lehet az g, sajatgyorsulas, ha
adott a rad d hossza?

3. A jobb oldali Grhajos 6raja adott eltelt idStarta-
mot regisztrdl. A bal oldali drhajos 6rdja ezzel meg-
egyez0 idGtartamot regisztral-e?

Valaszok:

1. A cikk (15)-0s Osszefliggése alapjan a rad hossza
kisebb kell legyen a d,. = &/ a, felsG korlatndl. Ha d
elérné ezt a korlatot, akkor a bal oldali Grhajo végte-
len sajatgyorsuldssal sem tudni megakadalyozni,
hogy a radban huzofesziltség ébredjen.

2. A (13) osszefliggés szerint adott d hosszisaga
rad mellett a sajatgyorsulads kisebb kell legyen a,,,, =
&/ d-nél.

3. Nem, a két Grhajos eltérs idStartamokat érzékel
(lasd a 12. abrat és a hozza tartozo szoveget).

Zar0 megjegyzes

A 2. gondolatkisérlet targyaldsakor, valamint magaban
a Dewan-Beran gondolatkisérletben — a szerzékhoz
hasonldan — hallgatélagosan figyelmen kivil hagytam
a cérna vagy rad belsé dllapotvaltozasait (példaul a
gyorsulasi szakaszok alatt torténd rugalmas vagy ru-
galmatlan alakvaltozasokat, a mechanikai hullimok
kialakuldsat stb.). Csak ezen egyszerUsité és erGsen
idealizalo feltevés elfogadasaval allithatjuk, hogy a bal
oldali vég és a jobb oldali vég egymashoz képesti
nyugalmi helyzete egyben a nyugalmi hossz valtozat-
lansagat is jelenti, hiszen egy targy nyugalmi hossza
fligg a targy belsé allapotatol.

Irodalom

2. E. F. Taylor, A. P. French: Limitation on proper length in special
relativity. Am. J. Phys. 51 (1983) 889.





