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A háromkaréjos ôsrákok (trilobiták) kültakarója test-
szövetbe ágyazódott kalcitból állt [1]. A trilobiták túl-
nyomó része összetett szemekkel rendelkezett, ame-
lyek lencséi ugyancsak kalcitot tartalmaztak [2–5]. Az
elsô, szemmel rendelkezô trilobiták 520 millió évvel ez-
elôtt jelentek meg a kambriumban, és nagyjából 220
millió éve haltak ki a perm-triász átmenet idején. Csak
a megkövesedett bôrszövet (kutikula) és a szemlencsék
ôrzôdtek meg, a fotoreceptorok és minden egyéb belsô
szerv nyomtalanul lebomlott az évszázmilliók alatt. A
trilobitaszemek három fajtáját különböztetjük meg: ho-
lochroális, schizochroális és abatochroális [6].

A holochroális szem a legôsibb a három közül. Ezt
sok apró, 10-20 μm átmérôjû, egymás mellett szoro-
san elhelyezkedô, hatszög vagy kör keresztmetszetû,
domború felsô és alsó törôfelületû kalcitlencse alkot-
ta. Mivel a kalcit kettôstörô kristály, ezért a belôle álló
lencse két képet alkot a lencsétôl két különbözô tá-
volságban. Egyedül a kristálytani c tengely mentén
haladó fénysugár nem válik ketté a kalciton való átha-
ladáskor. Minden trilobitafaj szemlencséjében a kris-
tálytani c tengely megegyezett az optikai tengellyel,
így a kettôstörésbôl adódó képalkotási probléma mi-
nimális volt. Bizonyos trilobitafajok holochroális sze-
me a fénygazdag környezethez alkalmazkodott, míg
másoké a fényszegény viszonyokhoz [7]. A vese alakú
holochroális összetett szemmel rendelkezô trilobiták
inkább a gyérebb fényintenzitásokhoz alkalmazkod-
tak, és egészen a perm végéig jelen voltak a Földön.

A schizochroális összetett trilobitaszemek egészen
nagyok voltak és viszonylag kevés (maximum pár száz)
lencsét tartalmaztak [6]. Az alul és felül domború schi-
zochroális lencsék 100-350 μm-es mérete jóval na-
gyobb volt a holochroális lencsékénél. A schizochroális
lencsék ritkásan pakolva helyezkedtek el, jól elkülönül-
ve egymástól [6]. Általában két fô elemük volt: a kalcit-
ból álló felsô lencsetag és az alsó lencsetag, ami valami-
lyen szerves anyagból épült föl [6]. Például a Crozonas-
pis struvei trilobitafaj alsó és felsô lencsetagját elválasz-
tó határfelület hullámos volt. E huygensi hullámos törô-
felület szerepe az volt, hogy kiküszöbölje a lencse
gömbi hibáját [8–10]. Az alsó lencsetag n = 1,40-1,53
közepes törésmutatójának köszönhetôen csökkentette
a fénysugarak lencsén belüli visszaverôdéseit, miköz-
ben a nagy törésmutatójú (n = 1,66) kalcitból álló felsô
lencsetagból a kis törésmutatójú (n = 1,36) testfolya-
dékba jutottak [9, 11].

A Dalmanitina socialis trilobita felsô lencsetagjának
alsó felülete közepén egy apró kitüremkedés volt, ami
kétfókuszúságot kölcsönzött a lencsének [12]. Ezért e
faj annak ellenére láthatott egyszerre élesen távoli és
közeli tárgyakat, hogy a szemlencséje merev volt.

A Phacops rana milleri és Eldredgeops rana rana
trilobiták alsó lencsetagjának közepe nagyon elvéko-
nyodott, vagy teljesen hiányzott, továbbá a lencse
közepében egy mag fordult elô, aminek anyaga az
alsó lencsetagéhoz hasonlított [13]. Néhány más trilo-
bitafaj szemlencséjében is voltak ilyen magok, de
kevésbé markánsan. A schizochroális szemek holo-
chroális ôsbôl eredeztethetôek [14].

A schizochroális trilobitaszemeknek a ma élô álla-
tok körében is léteznek megfelelôi: például bizonyos
rovarlárvák pontszemei (stemmata ) ugyancsak két
lencsetagból állnak [15]. A schizochroális szemre kül-
sôleg leginkább hasonlító szemmel a Strepsipterák
rendjébe tartozó rovarok rendelkeznek. Szemlencséik
az apró, összetett szemhez képest nagyok. Minden
lencséjük alatt egy-egy retina található [16]. E feltûnô
alaki hasonlóságból kifolyólag feltételezhetô, hogy az
egyes schizochroális trilobitalencsék alatt is 1000 vagy
akár még több fotoreceptor alkothatott önálló retinát
[6, 14].

Az abatochroális trilobitaszem a schizochroális
szemhez hasonló, de a lencsék között nincs kutikulá-
ris elválasztó réteg, és a lencsék rendezetlenebbül
helyezkednek el benne [17]. Az abatochroális szemû
Neocobboldia chinlinica alsó lencsetagján volt egy
apró dudor, ami a lencse kétfókuszúságához vezetett,
így e trilobita is egyszerre láthatott élesen közelre és
távolra. A trilobitaszemekrôl további érdekes részle-
tek olvashatók [14] és [18]-ban.

A trilobitalencsék központi magjának elméletileg
lehetett mechanikai szerepe is (például szilárdság
növelése), bár ez nem valószínû, mivel maga a felsô
lencsetag, amely tartalmazta e rejtélyes magot, kalcit-
ból állt, ami önmagában is elég erôs anyag. A lencse-
magnak inkább optikai szerepe lehetett. Úgy gondol-
juk, hogy a lencsemag az egy- vagy kétfókuszúságot
biztosította a gömbi hiba kiküszöbölése mellett. Cik-
künkben e föltevést vizsgáljuk meg egy tipikus, mag-
gal rendelkezô trilobitalencsén végzett számítógépes
sugárkövetéssel. Bemutatjuk az ezzel kapcsolatos
eredményeinket [19] és megmutatjuk, hogy melyek
azok a körülmények, amelyek esetén a lencse egy
vagy két éles fókusszal rendelkezik.

Vizsgálati módszerek
A központi maggal rendelkezô trilobitalencse alakja

A központi lencsemag homogénnek tûnô volta arra
enged következtetni, hogy korábban is homogén le-
hetett [6]. A fosszilis maradványok szerint a megköve-
sedés során a lencsemag helyzete, mérete és alakja

226 FIZIKAI SZEMLE 2013 / 7–8



nem változott [14]. A szilur kori Dalmanites trilobitafaj

1. ábra. (a) A szilur kori Dalmanites központi magot tartalmazó
szemlencséjének fôtengelybeli, optikai tengellyel párhuzamos met-
szete ([8] 3. ábrá ja, 664. oldal). m: központi lencsemag; f: felsô
lencsetag; a: alsó lencsetag. (b) A Dalmanites szemlencséjének tö-
rôfelületeit leíró függvények. f 1(r ): külsô (felsô) lencsefelület; f 2(r ):
belsô (alsó) lencsefelület; f 3(r ): az alsó és felsô lencsetag határfelü-
lete; f 4(r ): a lencsemag felsô felülete; f 5(r ): a lencsemag alsó felüle-
te; R: a lencse sugara, nv: a tengervíz törésmutatója; nf: a felsô len-
csetag törésmutatója; na: az alsó lencsetag törésmutatója; nm: a len-
csemag törésmutatója; nt: a testfolyadék törésmutatója; z: a lencse
optikai tengelye, ami egyben a forgásszimmetria tengelye is.
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tipikus maggal rendelkezô szemlencséjét vizsgáltuk
(1.a ábra ). A szemlencse optikai tengellyel párhuza-
mos fôtengelymetszete [8]-ból származik. A legkisebb
négyzetek módszerével a fôtengelymetszetben a kö-
vetkezô öt függvényt illesztettük a törôfelületekre az
r–z koordináta-rendszerben (1.b ábra ): f1(r ) a külsô
lencsefelület, f2(r ) a belsô lencsefelület, f3(r ) az alsó
és felsô lencsetag határfelülete, f4(r ) a központi len-
csemag felsô felülete, f5(r ) a mag alsó felülete, ahol r
= (x 2 +y 2)1/2. Ez az öt függvény szolgáltatja a vizsgált
lencse matematikai modelljét, ahol az optikai tengely
maga a z tengely, ami egyben a forgásszimmetria ten-
gelye is. Feltételeztük, hogy a külsô lencsefelszín ten-
gervízzel érintkezett (hiszen a trilobiták tengerben
éltek), aminek törésmutatója nv = 1,33, a belsô lencse-

felület pedig az nt = 1,36 törésmutatójú testfolyadék-
kal. A kalcitból álló felsô lencsetag törésmutatója nf =
1,66. Az alsó lencsetag na és a lencsemag nm törésmu-
tatóját szabad paramétereknek vettük.

A szilur kori Dalmanites szemlencséjét leíró öt
függvény alakja a következônek adódott (1. ábra):

ahol R a lencse sugara és

(1)

f1(r ) = A1 B1 r 2,

f2(r ) = A2 B2 r 2,

f3(r ) = A3 B3 cos C3 r ,

f4(r ) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

A4 1 r 2

B 2
4

|r| ≤ B4

0 egyébként

,

f5(r ) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

A5 1 r 2

B 2
5

|r| ≤ B5

0 egyébként

,

A1 = 0,572039 R, B1 = 0,425220/R,

A2 = 1,065815 R, B2 = 0,358080/R,

A3 = 0,774962 R, B3 = 0,224472 R,

C3 = 3,368190/R, A4 = 0,268429 R,

B4 = 0,316354 R, A5 = 0,437346 R,

B5 = B4,

r = x 2 y 2 .

Sugárkövetés a lencsén keresztül

Az elôbbiekben definiált lencsére (1. ábra) háromdi-
menziós számítógépes sugárkövetést alkalmaztunk.

Egy fénysugár és a törôfelület metszéspontja
Képzeljünk el a 3-dimenziós térben egy törôfelüle-

tet, amit az f (x,y) kétváltozós függvény ír le, és egy
fénysugarat, ami a p0 = (p0x,p0y,p0z) pontból indul az
e0 = (e0x,e0y,e0z) egységvektorral jellemzett irányba (2.
ábra ). A fénysugár útja paraméteres formában a kö-
vetkezôképpen írható le:

ahol t a paraméter. A fénysugár és az f (x,y ) felület

(2)

p(t ) = p0 e0 t → x (t ) = x0 e0x t

y (t ) = y0 e0y t

z (t ) = z0 e0z t,

metszéspontjához tartozó t érték a következô egyen-
letbôl számítható:

(3)f (x0 e0x t, y0 e0y t ) = z0 e0z t.
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Fénytörés a lencse felületein

2. ábra. A p0 pontból e0 irányba induló fénysugár útja két törôfelü-
leten keresztül, ahol a felületek metszetét leíró függvény f (r ) és
g (r ). A különbözô tartományok törésmutatói n0, n1 és n2. A fény-
sugár elôször a p1 pontban törik meg és e1 irányában halad to-
vább. Az α és β a bejövô és megtört fénysugár beesési merôleges-
tôl mért szöge. Az f (r ) és g (r ) függvények normálvektorait Nf és
Ng jelöli rendre a p1 és p2 pontban. Az e0, e1, Nf és Ng egység-
vektorok.
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3. ábra. (a) A beesô párhuzamos sugarakból álló fénynyaláb felosz-
tása m = 10 zónára. (b) Sugárkövetés a központi maggal rendelkezô
trilobitalencsén keresztül az optikai tengelyen kialakuló intenzitás-
mintázat számításához. Minél sötétebb egy cella (sugár: ρ, magas-
ság: 2ρ), annál több fénysugár halad át rajta.
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Miután meghatároztuk a fénysugár metszéspontját
a törôfelülettel, a Snellius–Descartes-törvény segítsé-
gével kiszámítható a megtört fénysugár iránya. Az
f(x,y ) törôfelület normálvektora (2. ábra ):

A határfelületen áthaladó, majd megtörô fénysugár új

(4)

N =
e1 × e2

e1 × e2

, ahol e1 =
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

1, 0, ∂ f (x, y )
∂x

,

e2 =
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

0, 1, ∂ f (x, y )
∂y

.

irányát megadó egységvektor:

ahol α és β a bejövô és megtört fénysugár beesési

(5)eúj =
eelôzô

n
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

cosβ cosα
n

N,

merôlegestôl mért szöge, és n = núj /nelôzô a relatív
törésmutató (2. ábra): ha nelôzô = n0, akkor núj = n1, és
ha nelôzô = n1, akkor núj = n2.

A lencse alatt kialakuló fényintenzitás eloszlása
A lencsén és annak f 1(r ), f 2(r ), f 3(r ), f 4(r ) és f 5(r )

függvények által leírt, (1) szerinti törôfelületein átha-
ladó sugarakat tanulmányoztuk (1. ábra ). Ezt az öt
függvényt a z tengely körül megforgatva kapjuk a
forgásszimmetrikus szemlencse 3-dimenziós modell-
jét. Képzeljünk el egy ilyen lencsét, amit felülrôl vilá-
gítunk meg az optikai tengellyel párhuzamos, kör
keresztmetszetû fénynyalábbal! Ekkor a nyaláb és a
lencse is forgásszimmetrikus, ezért a geometriai opti-
kai probléma 2-dimenzióssá egyszerûsíthetô: osszuk
föl a megvilágító homogén nyaláb keresztmetszetét m
darab koncentrikus zónára (például m = 10 a 3. áb-
rán). A k = 1-hez tartozó zóna egy r sugarú körlap,
míg azon zónák amelyekre 1 < k < m, gyûrûk, ame-
lyek vastagsága:

ahol R a lencse sugara és r = (x 2 +y 2)1/2. A k -adik zóna

r = R
m

, (6)

területe:

a bejövô nyaláb keresztmetszete pedig (3.a ábra ):

(7)
Ak = (k r )2 π (k 1) r

2
π = (2k 1) r 2 π =

= (2k 1) R 2 π
m 2

, k = 1, 2, …, m,

A teljes nyaláb fényerôssége:

(8)Anyaláb = R 2 π .

ahol Inyaláb a homogén nyaláb intenzitása. A k -adik

(9)Pnyaláb = Inyaláb Anyaláb,

zóna fényerôssége:

ahol Ak a k -adik zóna keresztmetszetének területe.

(10)Pk =
Pnyaláb Ak

Anyaláb

= Inyaláb Ak ,

Kiszámítottuk a lencse alatt az optikai tengely mentén
a fényintenzitást. Definiáltunk egy henger alakú, 14R
hosszúságú, ρ = 0,002R sugarú tartományt, amit 2ρ
hosszúságú elemi cellákra osztottunk föl (3.b ábra ).
Így az optikai tengely mentén a lencse alatt 3500 ele-
mi cellát kaptunk. Az optikai tengellyel párhuzamo-
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san beesô fénynyaláb mellett egy adott lencsezónából

4. ábra. Példák a központi maggal rendelkezô trilobitalencse (1. ábra ) optikai tengelyének men-
tén kialakuló i = I/ Inyaláb relatív intenzitás az l = L/R relatív távolság függvényében. (a) Egy intenzi-
táscsúcs, na = 1,545, nm = 1,66. (b) Két intenzitáscsúcs, na = 1,42, nm = 1,605. (c) Három intenzitás-
csúcs, na = 1,64, nm = 1,645. Az (a) betétábráján látható a Q = h/w csúcsélesség definíciója, ahol h
a csúcs magassága, w pedig a csúcs i = 0,8 h magasságához tartozó szélessége.
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érkezô minden beesô fénysugár az optikai tengely
ugyanazon pontjában, azaz ugyanabban az elemi cel-
lában metszi az optikai tengelyt. A metszéspontot
minden egyes fénysugárra a fönt bemutatott sugárkö-
vetéssel számoltuk. A számítás elsô lépéseként min-
den cellához 0 értéket rendeltünk. Ezután m = 500 000
fénysugár útját követtük végig a lencsén keresztül. A
k -adik beesô fénysugár a k -adik gyûrûzóna járulékát
képviselte. A megtört fénysugár lencsébôl való kilé-
pése után kiszámítottuk az optikai tengellyel való
metszéspontját, és meghatároztuk azon cellákat, ame-
lyeken áthaladt. Minden olyan cella tartalmát, amit
érintett a nyomon követett fénysugár, a következô
mennyiséggel növeltük:

ahol Acella = ρ2 π a cella keresztmetszetének területe.

(11)Δ Ik =
Pk

Acella

,

(10) és (11)-bôl következik:

Az összes m fénysugárra elvégezve az elôbbi eljárást,

(12)Δ Ik =
Inyaláb Ak

ρ2 π
.

az optikai tengelyen a cellákban (3.b ábra ) megkap-
juk az I intenzitást a lencsétôl mért L távolság függvé-
nyében (3.b ábra ). A továbbiakban az i = I / Inyaláb

relatív intenzitást és a lencsétôl mért l = L /R relatív
távolságot tekintjük. Δna = Δnm = 0,0025 törésmutató-
felbontással vizsgáltuk, hogy az i (l ) függvény alakja
miként függ az alsó lencsetag és a központi lencse-
mag na és nm törésmutatójától a következô paraméter-
tartományokban:

A paraméterek ily módon tör-

(13)
1,36 < na < 1,68,

1,52 < nm < 1,74.

ténô behatárolásának magya-
rázata a következô: az alsó
lencsetag na törésmutatója
nem lehetett kisebb, mint az
alatta levô testfolyadéké (nt =
1,36) és nem lehetett sokkal
nagyobb, mint a fölötte levô
kalcité (nf = 1,66). Másrészt, a
lencsemag nm törésmutatója
nem lehetett kisebb, mint a
száraz kitiné (1,56) és nem
érhette el a guaninét (1,80).
na és nm különbözô értékei
eltérô i (l ) görbékhez vezet-
nek egy (4.a ábra ), kettô
(4.b ábra ) vagy három (4.c
ábra ) csúccsal. Így a köz-
ponti maggal bíró trilobita-
lencsék a törésmutatóktól
függôen egy-, két-, illetve há-

romfókuszúak lehetnek. Minden i (l ) görbét Gauss-
simításnak vetettük alá:

ahol σ = 0,02R (= 10 cellahossz) és α = 5σ. Az i (l ) rela-

(14)i (l )simított = ⌡
⌠
α

k = α

i (l ) 1

2 π σ2
e

(l k )2

2 σ2

dk,

tív intenzitásgörbén minden csúcs és környezete egy
fókusztartományt alkot. A fókusztartomány élességét a

mennyiséggel definiáltuk, ahol h az intenzitáscsúcs

(15)Q = h
w

magassága, w pedig az i = 0,8h magassághoz tartozó
szélessége (4.a ábra ). A Q mennyiséget a gömbi hiba
kiküszöbölése mérôszámának tekintjük. Egy adott in-
tenzitáscsúcs w szélességének 0,8h magassághoz való
rendelése önkényesnek tûnik, azonban ha kisebbre
választjuk az intenzitást (például i = 0,5h ), akkor egy-
re nehezebbé válik két közeli intenzitáscsúcs automa-
tikus fölismerése (4.c ábra ). Így tehát nagy h és kicsi
w vezet nagy Q értékekhez, azaz éles fókuszáláshoz.
Csúcsnak azokat a helyeket tekintettük, amelyekre
igazak a következô feltételek:

Tapasztalataink azt mutatták, hogy a Q * = 4000 küszöb-

(16)i (li 1) < i (li ) > i (li 1) és Q ≥ 4000.

érték megfelelô volt, hogy minden intenzitáscsúcsot föl
tudjunk ismerni. Természetesen, az i (l ) alakja függ
m -tôl is. Ha m túl kicsi, akkor hamis eredményt ka-
punk. Megvizsgáltuk, hogy miként függ m nagyságától
az i (l), és arra jutottunk, hogy ha m < 103, akkor i(l )
erôsen változik m -mel, míg ha m > 105, akkor már nincs
jelentôs változás az i(l )-ben, hiába növeljük m -et.
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A 2-dimenzióra egyszerûsített és a valódi

5. ábra. A központi maggal rendelkezô trilobitalencse alatti intenzitáseloszlás számí-
tása az x–z síkban definiált 600×4000 méretû mátrixban, aminek elemeit kezdetben
0-ra állítjuk. Minden egyes cella értékét, amit érint egy fénysugár 1-gyel növeljük.
Példaként két ilyen fénysugarat láthatunk [(a), (b)], amelyek a pA = (0,75R, 0, R ) és
pB = (0, 0,75R, R ) pontokból indultak, ahol R a lencse sugara.
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3-dimenziós sugárkövetés összehasonlítása
Hogy megbizonyosodjunk arról, hogy jó

eredményt kapunk a fönti 2-dimenziósra
egyszerûsített sugárkövetéssel, 3-dimenziós
számításokat is végeztünk. A sugárkövetés
folyamata teljesen hasonló három dimenzió-
ban is, csak a törôfelületeket leíró f 1(x,y ),
… f 5(x,y ) függvények ekkor kétváltozósak
(x,y ) és 3-dimenziós vektorokkal kell szá-
molnunk. Egy korábbi munkánkban [20]
éppen e módszert alkalmaztuk, ahol napsü-
tötte vízcseppek alatt kialakuló fényintenzi-
tás-mintázatokat számítottunk. A 3-dimen-
ziós számításban a lencse alatti x–z síkban
egy 600×4000 elembôl álló mátrixot defini-
áltunk (5. ábra ). Kezdetben minden mátrix-
elem 0 értéket kapott. Minden fénysugár
útját végigkövettük a lencsén, majd miután
alul kilépett abból, meghatároztuk azon
mátrixelemeket, amelyeket a vizsgált sugár
érintett, majd 1-gyel növeltük a mátrixele-
mek értékét. 4 106 fénysugarat követtünk
így nyomon, amelyek egy, a lencse fölötti,
az optikai tengelyre merôleges, négyzet
alakú tartományból érkeztek. A számítás
végére a mátrix a lencse alatti térfogatban
levô hengerszimmetrikus intenzitáseloszlás
fôtengelymetszetével arányosan töltôdött fel
értékekkel. A mátrix 300-adik oszlopa tartal-
mazta az optikai tengelyen mérhetô intenzitáseloszlást.
A 2- és 3-dimenziós számolás eredményét összevetve,
ugyanazt az eredményt kaptuk. Mivel a 3-dimenziós
térben végzett sugárkövetés sokkal több számítógép-
idôt igényel, ezért a 2-dimenzióra egyszerûsített sugár-
követést alkalmaztuk.

✧
Cikkünk II. részében a számítógépes sugármenet-kö-
vetéssel kapott paleo-biooptikai eredményeinket mu-
tatjuk be a Dalmanites trilobita központi magot tartal-
mazó szemlencséje esetén.
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