PROBLEMAMEGOLDAS A BOLTZMANN-ELOSZLAS

TEMAKOREBEN

A statisztikus fizika témakorének feldolgozasa kike-
rilt a kozépiskolai tananyagbol, pedig szemléletesen,
gathatna. A téma feldolgozasa azért is ajanlhato, mert
kapcsolatot teremt a fizika és a kémia vilaga kozott.
Jelen irasunkban arra teszlink javaslatot, hogy bizo-
nyos elemek miként kertilhetnek sorra a statisztikus
fizika témakorébdl példaul a fakultacios ordkon, te-
hetséggondozis keretében. A tanulok ekkorra mar a
kozépiskolai fizika és kémiai kotelez6 tanulmanyaik
végére értek. A feldolgozasra ajanlott témakorok a
kilonboz6 tantargyakban megtanult ismeretek szinte-
tizalasban is segitik a tanulokat.

Tanulmanyunkban bemutatunk egy valtozatot arra,
hogy a Boltzmann-eloszlas témakorébe tartozd prob-
lémak tanulmianyozasa miként lehetséges kozépisko-
lasok szamara megfeleld mélységben, amelyet iskolai
kornyezetben ténylegesen ki is probaltunk.

A fizikat emelt szinten tanulo, illetve redltagozatos
tanulok esetében a fizikai fogalmak kialakitisanal
haszndlhatunk a tanterven kivil esé matematikat
(esetiinkben az exponencialis fliggvények ismeretét),
igy segitve a mélyebb megértést. A szamoldssal kap-
csolatos tevékenység a real beillitottsaga didkokat
olyan vilagba engedi be, ahol hamarosan otthonosan
mozognak. E modszer fontos eredménye, hogy igy
megadhatjuk didkjainknak a kell§ alapozast az ered-
ményes egyetemi szerepeléshez. Javasolt témank fel-
dolgozasin keresztil a didkok tanuldsi folyamatat
elGsegitve igyeksziink athidalni a kozépiskola és az
egyetem kozti nagy szintkiilonbséget, hogy az egye-
temre bekertlve minél kevesebb problémajuk legyen.

Jelen feldolgozasi javaslatunkban azt tartjuk a leg-
fontosabbnak, hogy példakat mutatunk a mérési ered-
mények kiértékelési lehetSségeire. Irisunkban a ko-
vetkez$ témakat érintjuk, amelyek differencialt cso-
portmunkidban dolgozhatok fel:

— Meérések a légnyomas valtozasara a magassag
figgvényében

— A reakci6sebesség hémérsékletfiiggésének vizs-
galata

— Viz gb6znyomasanak valtozasa a hémérséklet
figgvényében

1. dbra. Az U alaku folyadékmanométer-csé (balra és kozépen), va-
lamint a két folyadékoszlop magassiagianak kilonbsége (jobbra).
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A légnyomis valtozisa
a magassag fliggvényében

A méreés célja, hogy megvizsgaljuk miként valtozik a lég-
nyomdas a b magassag fliggvényében, és méréssel ala-
tamasszuk a barometrikus magassagformulara a szak-
irodalombdl ismert exponenciilis alaka Osszefliggést:

,& gh
ph) = pe
ahol p, a légnyomds, p, a levegs strtsége a valasztott
nulla szinten.

Eszkézok: a légnyomas magassagtol valo fliggése-
nek mérése magasabb hdzban (esetiinkben az ELTE
TTK éptiletében) konnyen megvalosithatd egy mano-
méter (1. abra bal oldala) és egy hossziisagméro esz-
kéz (példaul vonalzo) segitségével.

Mi is gyarthatunk nyomdsmérot, ha boltokban
megvdsarolbaté termoszpalackot kétfuratos gumidu-
goval latunk el, és a két furat egyikébe U alakii folya-
dékmanométer-csovet, a mdsikba szelepet tesziink. A
manomeétercsébe (szinezett) vizet toltiink. Ez fogja
jelolni a nyomdst tigy, hogy egyik vége a palack légte-
rebe nyilik, a mdsik a levegébe. Amikor a szelep nyi-
tott dllapotban van, a két vizoszlop magassaga meg-
egyezik az U alakii csé kél szaraban. Amikor a szelep
zart, a termoszban uralkodo és a kiilsé légnyomds
ktilénbsége a manomeéterrel mérbetd.

A mérés menete: ki kell valasztani egy referencia-
szintet — erre az épulet legalacsonyabb pontja ajanlott
—, ahol eszkoziinkben a 2 vizoszlop egyenlé magassa-
ganal a szelepet elzarjuk. Majd menjiink fel az éptlet

1. tablazat
Az ELTE épiiletében a manométeren mért folyadékszint-
valtozasok és a beloliik szamolt nyomasadatok
szint Ab Ax Ap=Axp,,g | p=10-Ap
(m) (m) (Pa) (Pa)

alagsor 0 0 0 100000,00
1. emelet 3,98 0,0014 13,734 99986,26
2. emelet 7,34 0,0020 19,62 99980,38
4. emelet 14,06 0,0028 27,468 99972,53
5. emelet 17,42 0,0034 33,354 99966,65
6. emelet 20,78 0,0040 39,24 99960,76
7. emelet 24,14 0,0044 43,164 99956,84

A 3. emeleti mérés kiugré eredményét a kiértékelésnél nem vettiik
figyelembe.
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2. dabra. A légnyomas valtozasa az ELTE TTK épiiletében, illetve a
mérési pontokra illesztett exponencialis gorbe.

legmagasabb szintjéig! Ekkor a folyadékszintek vdl-
tozni fognak. Minden szinten jeloljuk vagy irjuk fel a
2 folyadékoszlop magassaganak Ax = x, —x;, kiilonbsé-
gét (1. abrajobb oldala)!

Hatarozzuk meg az egyes emeletek referenciaszint-
t6l mért Ah magassagat (példaul egy [€épcsd magassa-
gat megmeérjlk, és a lépcsSket szamoljuk)!

Kiértékeles, gorbeillesztés: mért adatainkat vezessiik
tablazatba, ahol az emeletek fliggvényében szerepel-
nek a folyadékszint-kiilonbségek, a referenciaszinttél
mért tavolsag és a nyomaskiilonbség. Az ELTE TTK-n
meért adatok az 1. tabldzatban lathatok, a 3. emeleti
kiugro értéket a tovabbiakban nem vessziik figyelem-
be. A kapott nyomisadatokra exponenciilis gorbét —
példaul Origin programmal — illesztve a 2. dbran lat-
hat6 gorbét kapjuk.

Az exponencidlis magassagformula kis magassag-
kilonbségek esetén linedris Osszefiiggéssel is jol ko-
zelithetd. Illessziink a pontokra egyenest is (3. dbra)!
Valoban, az egyenes szépen illeszkedik a mérési pon-
tokra, meredeksége pedig a magassagformulaban sze-
replé exponens értékére utal.

A Fizikai Szemle 2013. évi els6 szamaban Gallai
Ditta frasiban gimnaziumi tanuldk a Janos-hegyen
végeztek hasonld méréssorozatot. Abban az esetben
is kozel linedris figgvény adodott a nyomasértékek
magassagfiiggésére, hiszen hasonl6an kicsik voltak a
magassagkilonbségek.

A reakciosebesség homérsékletfiiggésének
vizsgdlata

A mérés célja, hogy megvizsgaljuk a reakciosebessé-
gi allando értékének fliggését a hdmérséklet nagysa-
gatol, illetve alatamasszuk az Arrhenius-Osszefliggés-
ként ismert exponenciilis kapcsolatot. A kiértékelés
részeként szamitsuk ki a kémiai reakcio aktivalasi
energiajat!

Felhasznalt eszkézok: 7x2 = 14 db kémcss, kém-
csGallvany, mérShenger, cseppents, 7X3 cm?® reagens
sosavoldat (HCI vizes oldata), 7x5 cm?® 0,1 M-os fixir-
sooldat (Na,S,0, vizes oldata), desztillalt viz, digitalis
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3. dbra. Ugyanaz, mint a 2. dbrdn, de a mérési pontokra egyenest
illesztve.

hémérs, Teklin-€gs, kémcesSfogd, f6zGpohar, jég és
videbkamera a kisérlet archivalisahoz.

A mérés menete: Végezzik el a kovetkezs kisérle-
tet! Ontsiink 6ssze szobahémérsékletd vizfiirdében
(T, = 285,45 K) fixirso vizes oldatat (natrium-tioszulfat
vizes oldata) sosavoldattal (hidrogén-klorid vizes ol-
data), és irjuk fel a reakcio végbemeneteléhez szliksé-
ges 1d6t! A reakcidegyenlet:

Na,S,0,+2HCI = 2NaCl+H,0+SO,+ S.

A reakci6 sordn csapadék képzadik: kén valik ki, az
oldat megsargul (4. abra). A mérés soran azt az id6-
kulonbséget jegyezzik fel, ami az oldatok Osszednté-
se és az opalosodas kozott telik el!

Ismételjik meg a kisérletet magasabb, 7, = 330,35
K hémérsékletd vizfiirdében, és ekkor is irjuk fel a
reakcio idejét!

Végezzik el a fenti méréseket kilonbozE hémér-
sékleteken (jeges, illetve melegitett vizfiirdében elér-
het6 hémérsékleteken), kdzben tigyeljiink arra, hogy
mindig ugyanolyan mennyiségl oldatokat Ontsiink
0ssze. E miatt hasznalunk kétszer 7 darab kémcsovet,
igy tudjuk elSkésziteni a kiindulasi anyagmennyiségé-
ben végig allando elegyet. A reakcié végeredménye
minden mérésnél ugyanaz, ezért a kén végss kon-
centracidja, azaz a koncentriciovaltozas is allando

4. dbra. A kémcsovekben kivalik a kén.
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2. tablazat
A reakciosebesség homérsékletfiiggésének vizsgalatahoz
mért T abszoliut homérsékletek, ¢ reakcioidok
és a beldliik szamolt kifejezések
mérés T 1/T(1/K) t(s) In(1/1)
1. 278,05 0,003598 110 —4,70048
2. 280,35 0,003567 85 —4,44265
3. 285,45 0,003503 60 —4,09434
4. 292,85 0,003415 32 -3,46574
5. 309,95 0,003226 13 -2,56495
6. 322,05 0,003105 7 -1,94591
7. 330,35 0,003027 5 —-1,60944

lesz. Most is jegyezziik fel a h6mérsékletekhez tartozo
reakcioidSket! Referenciamérésként valamelyik hé-
meérsékleten mérjink tobbszor!!

Megfigyelbetjiik, hogy magasabb hdémérsékleten
sokkal gyorsabb a reakcio, oldatunk sokkal hamarabb
besargul.

Elmeéleti magyarazat: Ismert, hogy az aktivalasi
energia elérése sziikséges a kémiai reakciok végbe-
meneteléhez, azaz a molekulaszerkezet megbolygata-
sahoz ezt az értéket elérd, elegendSen nagy energia-
val kell Gitkoznilik a molekulaknak.

Az aktivalasi energia elérésére magasabb hémér-
sékleten lényegesen tobb részecske képes, igy a hé-
mérséklet emelkedésével erGteljesen megnd a reakcio
sebessége.

A kreakciosebességet, a T'abszolit hémérséklet és
az egy részecskére jutd E, aktivalasi energia fiiggvé-
nyében az Arrhenius-egyenlet adja meg:

E

k=Ae ™,

ahol k, = 1,38:107 J/K, a Boltzmann-illando, A a
koncentriaciora jellemz$ allando. Ez az Arrhenius-
egyenlet fizikai értelemben vett (egy részecskére jutd)
energiat tartalmazo alakja.

Az Arrhenius-egyenlet moldris aktivalasi energiat
tartalmazo — kémikusok altal hasznalt — formaja pedig:

E,m

k=Ae *T

ahol R= 8,314 J/molK, az egyetemes gazallando, m az
Avogadro-szam, E, m pedig az egy molnyi mennyiség-
re vonatkoztatott aktivalasi energia.

Kiertékeles, gorbeillesztés: Mért adatainkat vezessiik
tablazatba, ahol szerepelnek a mért abszolat hémér-
sékletek (7) és reciproka (1/7), reakcioidsk (#) és a
reakcioid6k masodpercben kifejezett szamértéke re-
ciprokanak természetes alapu logaritmusa (In(1/H))! E
két, reciprokot tartalmazo kifejezés értelmére majd az
Arrhenius-egyenlet linearizalasakor deril fény.

' A mérések elvégzésében nyujtott segitségért kdszonetet mon-

dunk Roka Andras fGiskolai docensnek.
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5. abra. A reakci6idG az abszolat hémérséklet fliggvényében, vala-
mint a mérési pontokra illesztett exponencialis gorbe.

A T abszolat hémérséklet — ¢ reakcioidS adatparo-
kat (2. tablazat) abrazoljuk Descartes-koordinata-
rendszerben (5. dbra)! Lathato, hogy a pontokra ko-
zelitben egy exponencidlis fiiggvény illeszthets. Te-
gyuk meg ezt az illesztést példaul Origin programmal!

Ahhoz, hogy az Arrhenius-egyenletb&l aktivalasi
energiat is szamithassunk, egyenesre — mint leg-
konnyebben illesztheté fliggvényre — van sziksé-
glink, a kérdéses energia az egyenes meredekségébdl
szamithat6. Az Arrhenius-egyenlet mindkét oldalanak
vegylk a logaritmusat, ekkor a fizikusok altal kedvelt
egyrészecskés egyenletbdl a

E 1
Ink=1InA+|--2|=
k| T

B

Ink és 1/T kozotti linedris kifejezésre, mig a molaris
aktivalasi energiat tartalmazo — vegyészek altal hasz-
nilt — egyenletbdl a

E m)1
1r1/e=lnA+( a ]—

R | T

szintén linedris Osszefliggésre jutunk. Mivel %k a reak-
cidsebesség, azaz arinyos 1/t-vel, ezért a reakcioidé

6. dabra. A reakcididé masodpercben kifejezett szamértéke recipro-
kanak természetes alapt logaritmusa (In(1/1)) az abszolit hGmér-
séklet (1/7) fuggvényében és a pontokra illesztett egyenes.

In(1/)

T T T T T T T T T T T T T '
0,0030 0,0031 0,0032 0,0033 0,0034 0,0035 0,0036
abszolat hémeérséklet reciproka (1/K)
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masodpercben kifejezett szamértéke reciprokdanak
természetes alapt logaritmusa (In(1/1)) és 1/ T kozott
is linedris lesz a kapcsolat. Ezt dbrazoltuk a 6. dbrdn.

Megjegyzés: Magat a k-t csak kémiai szamitasok
aran kapnank meg, ami nem anyaga egy fizika fakul-
tacionak, de minket csak a reakciosebességi allando
hémérséklettel vald kapcsolata érdekel, igy — egy
egyszerlibb kémiai 6sszefliggés és matematikai eszko-
z0k segitségével — elkertlhetjik a kémia tananyag
mélyebb felhaszndlasat.

A kapott egyenes — Origin program kiértékelése
szerinti — b = —=5405£182 meredekségébdl az egyetlen
részecske aktivalasi energidja, felhasznilva a b =
—E,/ky Osszefiiggést:

E,=—bky;=5405-1,38-10"" ] = 7,46-107*" J.
A molaris aktivalasi energia pedig:
Eﬂm = —bR = 5405 8,514 = 44943 J/mol = 45 kJ/mol

Diszkusszio: Az 5. abran lathato grafikon, valamint
a linearizalt 6. dbra alitimasztja, hogy a reakciose-
bességi egyltthato értéke az abszolut hémérséklet
szerint exponencidlis fliggést mutat. Ezzel a megalla-
pitassal és az aktivalasi energia értékének megadasa-
val numerikusan ismerkedtiink meg az Arrhenius-
egyenlettel.

A tényleges kémiai szamitasokat elvégezve, azaz a
koncentricioval és egyéb kémiai mennyiségekkel
szamolva az egyenes meredekségére —5407-et ka-
punk. Tehdit jol szdmoltunk a mélyebb kémiai ismere-
tek kikertlésével is. Mindkét meredekség szamitasa-
kor éltiink azzal a feltétellel, hogy az elvégzett kisérlet
nem egy pontos reakcidkinetikai mérés, mivel csak
vizualisan észlelhet6 ponthoz tartozo idét tudjuk mér-
ni, amelynek a kovetkezd hibai vannak:

— az opdlosodiskor nem ismerjik a valodi tioszul-
fat-koncentraciot,

— a kén a kulonb6zé hémérsékleteken masképp
oldodik, igy a detektalasban adodik hiba,

— az opilosodas nem jol definialt idGpont.

Tovabba meg kell jegyezni:

— az oldatok és a kornyezet termikus egyensulya
sincs biztositva,

7. abra. A viz géznyomasanak fliggése az abszolut hémérséklettdl.
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— az idémérésnek is van pontatlansaga,

— az oldatok keveredése inkoherens.

Ezekkel a hibakkal viszont nincs probléma, hiszen
a demonstracio6s kisérletnek nem kell kinetikai vizsga-
lat szempontjabol korrektnek lennie.

Ez a modszer az aktivalasi energia szamitasara csak
akkor alkalmas, ha a reakcio egyszerii és termikus
aktivalasu.

Viz gbznyomdsanak viltozasa a hdmérséklet
figgvényében

A viz géznyomaisa fligg a hémérséklettsl, a géznyo-
mas viltozdsa a hémérséklet fliggvényében szintén
exponencidlis, Boltzmann-eloszlast kovet.

Az eddigi példakhoz hasonléan most ezt az allitast
fogjuk alatimasztani mérési eredmények kiértékelésé-
vel. Tovabba becslést adunk a viz parolgashdjére az
Arrhenius-egyenletnél szamolt aktivalasi energiahoz
analég modon.

A kovetkezSkben az interneten taldlhatd mérési ada-
tokat fogunk elemezni. Ez tobb szempontbol fontos és
elényos. Egyrészt a tanulok élvezik, ha a vilaghalo6hoz
kapcsolodik a tanulds folyamata. Masrészt egyetemi
tanulmanyaik soran gyakorta kényszertilnek hasonld
eljarasra. El6nyos, ha mar kozépiskolaban lehetGségiik
van megtanulni és megszokni a procedurat.

Az adattablazat internetes elérhet&sége: http://hu.
wikipedia.org/wiki/Viz_(adattablazat)

A viz tenzidjat folyékony viz felett elemezzik. Az
elektronikus tablazatban szerepld osszetartozo6 abszo-
lat hémérséklet-nyomas (7-p) adatparokat abrazol-
hatjuk (7. dbra). Tllessziink exponenciilis gorbét —
példaul Origin programmal — mert az a fliggvény
lathatoan jol kozeliti a pontparokat!

Az Arrhenius-egyenlethez hasonléan:

L

p=Ae ",
csak most a p géznyomds szerepel a reakciosebesség
és L, forrashd az aktivalasi energia helyett. Hasonlo a

moldris mennyiségre vonatkozo egyenlet is:

Most is linearizaljuk a gorbét, mint az el6z6 fejezetben:

| InA4 —Lf
= 4+ | =
np = In ]eB

1
T7

illetve

L
Inp =1InA+ Sy
R |T

Abrizoljuk a g6znyomds pascalban kifejezett szamér-
tékének természetes alapt logaritmusat az abszolat
hémérséklet reciprokdnak flggvényében, majd a
pontokra illessziink egyenest (8. dbra)!
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8. dbra. A g6znyomas logaritmusa az abszolat hémérséklet recipro-
ka fiiggvényében.

Az egyenes b meredeksége az Origin programmal
valo illesztés szerint: —5520£8,5. E meredekségbdl az
Arrhenius-egyenlethez hasonl6éan kiszamithaté egy
molekula ,parolgashgje”:

L= -bk,=5520138-10"% = 7,62-107],
illetve a molaris parolgashd:
Lm=—bR=5520-8,314 = 45898 J/mol = 46 kJ/mol.

A tablazatokban szerepl$ vizre, amelynek minden
kg-ja 55,5 mol, vonatkoztatott parolgashd pedig:

55,546 =~ 2550 kJ/kg.

E két mennyiség irodalmi értéke: L.m = 40,8 kJ/mol,
illetve 2256,4 kJ/kg.

Diszkusszio: A 7. abrdn lathato grafikon megfelel a
viz gbznyomdsa kordbban ismertetett exponencidlis
hémérsékletfiiggésének.

Tovabba sikeresen kiszamitottuk a viz parolgashgjét
(latens hé) az Arrhenius-egyenletnél szimolt aktivalasi
energidval analog modon. Az irodalmi értékektsl valod
kis eltéréseket az okozza, hogy a parolgashd valéjaban
figg a hémérséklettdl, valamint az interneten taldlhatod
mérési eredményeknek van mérési hibija.

A fentiekhez hasonl6an még sok példa talalhat6 a
Boltzmann-eloszlassal leirhato jelenségekre.

A FIZIKA TANITASA

Jelen irasunkban a Boltzmann-eloszlasra vonatkozo
problémamegoldisokat mutattuk be. Kisérleti eredmé-
nyek kiértékelésére, megvitatisira és értelmezésére
tettink ajanlasokat, nem pedig hagyomanyos ko6zépis-
kolai fizika példatarakban szereplé feladatok megolda-
sara. Az egyetemi laboratoériumi mérésekhez hasonlit-
hato feladatokat allitottunk a tanulok elé.

Fakultacios oran tortént tényleges kiprobalas tapasz-
talatai alapjan kijelenthetjik, hogy a diakok képesek
kovetni az Gjszerd feldolgozasi modot, aktiv részesei
tudnak lenni az ilyen szemléletd tan6raknak.

A modszer segitségével a didkok bevezetést kapnak
egy, a megszokott kozépiskolai szemlélettdl eltérd fel-
fogas elsajatitasdhoz. A targyalt témakor kapcsan olyan
ismeretekre tesznek szert, amit egyébként az egyete-
men teljesen Gjként, 6nalldéan kellene megszereznitik.

Munkank fontos célja volt az is, hogy a kézépiskolai
és az egyetemi szint kozotti kiilonbség athidalasara te-
gylunk kisérletet az ajanlott feldolgozasi folyamat se-
gitségével. Azt szeretnénk elérni, hogy az egyetemek
természettudomanyi karaira kertlé hallgatok fizika-,
kémia-, kornyezettan- és foldtudomanyszakon ne t-
kozzenek a szikséges szakmai alapok hidnya miatt ta-
nulminyi problémikba. Ugy gondoljuk, hogy azok a
tanulok, akik részesei voltak a cikkiinkben leirt szemlé-
letd oktatasnak, konnyebben sajatitjak el olyan kurzu-
sok tananyagat, amelyrSl valamilyen mélységben az
egyetemi szemléletnek megfelel6en mar tanultak.
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