A7 EULER-FELE SZAM VIZSGALATA

A kozépiskolai tanuldk a 11. évfolyam elején ismer-
kednek meg matematikadran a tortkitevgjd hatvanyo-
zassal, majd az 1-nél kisebb, illetve 1-nél nagyobb
hatvanyalapG exponencialis fliggvénnyel. Bar sem a
kozép-, sem az emelt szinti matematikaérettségin
nem kovetelmény, mégis a legtobb tankodnyvben,
illetve feladatgyGjteményben szerepel olyan feladat,
amely e-alapu hatvanyt, vagy természetes alapt loga-
ritmust tartalmaz. Erdekes, hogy ezekben a matemati-
ka-tankonyvekben igazabol csak annyit tudunk meg
err6l az Euler-féle e-szamrol, hogy értéke koriilbelil
2,718, irracionalis szam, esetleg azt is, hogy transz-
cendens, mint a . A tanév elején a legtobb diak még
igen érdekl6ds, ennyi informacié nem elégiti ki, fag-
gatja tanarat, hogy mégis mi ez az e szam, mire j6. A
felkészult matematikatanar legtobbszor még annyival
szokta kiegésziteni a tankonyvi kevéske informaciot,
hogy az e szam a fizikaban majd el6 fog fordulni, bi-
zonyos természeti folyamatok leirasanal fontos. A
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diakok kivancsisiga persze ezzel a hirrel sem lett ki-
elégitve. A masodik félévben fizikadran valoban els-
fordulhat az Euler-féle szam. A kozépszintd fizika-
érettségin kovetelmény a bomlasi térvény ismerete,
emelt szinten egyszerd feladatok megoldasakor hasz-
ndlni is kell. Bar nem kovetelmény, de a bomlasi tor-
vényt a bomlasi dllando segitségével is felirhatjuk.
Ekkor ismét elGkertilhet az ealapt hatvany vagy loga-
ritmus. A diakok tobbsége addigra mar rég elfelejtette
a tanév eleji igen csekély ismeretet, és ekkor a fizika-
tanar legtobbszor csak annyit mond, hogy ,hat ezt
matekbol tanultatok, e = 2,718...”.

Ez a rovid iras arra vallalkozik, hogy otletet adjon
arra, hogyan lehet az Euler-féle szimot elemi mate-
matikai eszkozokkel kozelebb hozni diakjainkhoz.
Tobbféle megkozelités 1étezik. Mi most azt az utat
jarjuk végig, amelyik a fuggvények vizsgalatat hasz-
nilja, hiszen a fizikai folyamatok lefrasakor is fliggvé-
nyeket hasznalunk.
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1. dbra. A keresett f(x) = €' (0, 1) pontjahoz htazott érint6 a g(x)
=x+1.

Az e szam megtaldldsa

Vizsgaljuk az f(x) = a" exponencialis figgvényt! Ke-
ressiik meg azt az a = e alapot, amely mellett az f(x)
= ¢" fliggveény grafikonja (0, 1) pontjahoz huzott érin-
t6 meredeksége: m = 1 (1. dabra). Ha talalunk egy
ilyen ealapot, akkor az azt is jelenti, hogy az f(x) = "
exponencialis fliggvény (0, 1) pontjahoz hazott érinté
g(x) meredeksége megegyezik az f(x) fuggvény x =
0 helyen felvett helyettesitési értékével (e’ = 1.

Ez azt is jelenti, hogy kicsiny x értékre (x < 1) €' =
1+x. Ezt a kozelitést tekintsiik egyenldségnek, majd ve-
gylik mindkét oldal 10-es alapt logaritmusat. Rendezés
utdn a keresett e szam 10-es alapt logaritmusat kapjuk:

lge = 18+ x) .
x
Innen e értékét mar konnyedén megkapjuk:
Ig(1 + x)
e=10 ~

Most mar csak annyi a dolgunk, hogy egyre kisebb x
értékek mellett, szamologép segitségével egyre pon-

1. tablazat

Az Euler-féle szam egyre pontosabb meghatarozasa

x e= 10(1g[1+x])/x X e= 10(|g[l+x])/x
1 2 0,001 2,71692...
0,1 2,59374... 0,0001 2,71814...
0,01 2,70481... 0,00001 2,71826...

tosabban megkapjuk e értékét. Probalkozasainkat az
1. tablazatba foglaltuk.

Igen hamar, viszonylag pontosan sikertilt meghata-
roznunk a keresett e szamot. 10 jegy pontosan az ér-
téke: e= 2,718 281 828.

Az €' figgvény sajatossiga
Igen, a fenti modon el&allitott e szam olyan, hogy az
Sf(x) = € exponencidlis fuggvény (0, 1) pontjahoz
huazott érinté meredeksége megegyezik az f(x) figg-
vény x = 0 helyen felvett helyettesitési értékével (e° =
1). Viszont az ¢* fliggvény ennél tobbet is tud.
Hatarozzuk meg az e fliggvény grafikonja barmely
(a, &) pontjahoz huzott érinté meredekségét. Gondo-
latban toljuk el a figgvény képét a negativ x-irdny-
ba a-val és szamitsuk ki a meredekséget az x =0 he-
lyen! Az e™** fliggvény meredeksége az x = 0 he-
lyen ugyanannyi, mint az ¢* meredeksége az x = 0
helyen (azaz 1), szorozva e-val. (Itt azt hasznaltuk
fel, hogy az a-val val6 balra tolas egyenértékd a
fuggvényértékek e’-val valod szorzdsival.) Ezzel be-
lattuk, hogy e¢* meredeksége az x = a helyen éppen
e“-val egyenlS. Ez azt is jelenti, hogy az f(x) = ¢€*
exponencidlis fliggvény grafikonja barmely pontja-
hoz huzott érinté meredeksége megegyezik az adott
helyen felvett helyettesitési értékkel. Ezt konnyen
tudjuk szemléltetni az internetrdl ingyenesen letolt-
het6 GeoGebra dinamikus matematikai szoftver se-
gitségével. Abrizoljuk koordinita-rendszerben az
S(x) = a* fuggvényt Ggy, hogy a cstiszka segitségé-

2. dbra. Az a =2 (balra) és az a = 5 (jobbra) hatvanyalap esetén is a g(x) egyenes két helyen metszi az f(x) = a* grafikonjat.
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3. dbra. Ha a hatvanyalap a = 2,7, akkor az exponencialis fliggvény
barmely pontjahoz hizott érinté meredeksége megegyezik az adott
helyen felvett helyettesitési értékkel.

vel az a értékét 1 és 5 kozott tudjuk valtoztatni 0,1-
es lépésekkel (2. abra). Ezen exponenciilis fligg-
vény grafikonjan kijeldlink egy P pontot: P(b, a”).
A P pontot Ggy tudom mozgatni az f(x) grafikonjan,
hogy egy Gjabb cstszka segitségével valtoztathatom
b értékét —2-tSl 3-ig. Egy masik, a Q pont abszcissza-
ja legyen 1-gyel kevesebb a P ponténal, és ordina-
tdja legyen nulla: Q(b-1,0). Illessziink a P és Q
pontokra egy egyenest. Az igy definialt g(x) fiigg-
vény képe olyan egyenes, amelynek meredeksége
megegyezik a P pont midsodik koordinatajaval. A
csuszka segitségével mozgassuk a P pontot az expo-
nencialis fuggvény grafikonja mentén. Szépen meg-
mutathat6, ha 1 < a< 2,7, vagy 2,7 < a, akkor a g(x)
egyenes két helyen metszi az f(x) = a“ exponencia-
lis fiiggvény grafikonjit. Erdemes a cstszka segitsé-
gével a P pontot, és igy vele egylitt a P és Q pontok-
ra illeszkedd egyenest is végigmozgatni a megadott
tartomanyon (-2 < b < 3).

Amennyiben a hatvanyalapot a = 2,7-re allitjuk be,
lathatjuk, hogy a g(x) fliggvény altal leirt egyenes egy
pontban érinti az exponencidlis fliggvény képét, akar-
hova is mozgatjuk a P pontot (3. dbra). Ez persze
nem egy egzakt bizonyitis, de nagyon élvezhets
szemléltetés.

Mérjiik meg az e-szamot!

Most egy olyan fizikai jelenséget fogunk megvizsgal-
ni, amelyben egy fizikai mennyiség pillanatnyi valto-
zasi sebessége arinyos a vizsgilt fizikai mennyiség
pillanatnyi értékével. A vizsgalat soran mérést is vég-
zink, és a mért adatok elemzésével igyeksziink meg-
hatarozni az Euler-féle e-szamot.

A Ckapacitast kondenzator kivezetéseit kossik U
fesziltségre. Ekkor a lemezein Q = C-U elektromos
toltés jelenik meg. Természetesen az egyiken +Q, a
masikon —Q. Ezutdn a rajzon lathatod kapcsolas alap-
jan (4. abra) sussuk ki a feltoltott kondenzatort az R
ellenallason keresztl.
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4. dbra. RC-kor az Euler-féle szam mérésére.

Egy multiméter beiktatdsaval nyomon kovethetjiik
a kondenzitor fesziiltségének idSbeli csokkenését. Az

1
U=_.
- Q

Osszeflggés alapjan belathatd, hogy a kondenzator
fesziiltségének csokkenését az ellenallason atiramlo
toltés okozza:

1
AU=-—-AQ.
c AQ

Az R ellenallason kicsi At id6 alatt athaladd AQ elekt-
romos toltést kifejezhetjik az allandonak tekinthets 7
aramerdsséggel: AQ = I-At. Ezt felhasznilva:

Av=-L.ras
c

Osszuk mindkét oldalt Az-vel, majd az igy nyert
egyenlet oldalat alakitsuk at:

AU_ 1., 1 Uu__ 1
C R CR

Al c

A kondenzator fesziiltségének idSbeli valtozasi sebes-
sége aranyos a kondenzator pillanatnyi feszultségé-
vel. Tehat talaltunk egy olyan folyamatot, amelyben
egy mennyiség id6beli valtozasi sebessége aranyos a
valtoz6 mennyiség pillanatnyi értékével. ElsG latasra
igen vonzo otletnek tlnhet Ggy megvalasztani a kon-
denzator és az ellenillas értékét, hogy a C-R szorzat
1 legyen. Ekkor formalisan a

AU_ 1,
At S

egyenlethez jutnank. Az egyenletben szerepld minusz
elGjel azt jelzi, hogy a kondenzator Ufesziltsége id6-
ben csokken, az U(t) gborbe meredeksége nem 1-sze-
rese, hanem —1-szerese a felvett értéknek, ezért az
U(t) exponencidlis fliggvény kitevGjében is megjele-
nik egy minusz jel:

1,
S

ui) =10, -e

Csakhogy ez a folyamat nagyon gyors lenne, nehéz
lenne megfigyelni. (A kondenzaitor fesziltsége 1 ma-
sodperc alatt az e-ed részére csokkenne.) Lassitsuk a
folyamatot! A kistilés idejét C-R-szeresére noveljik,
az exponencialis fliggvényt a f-tengely mentén a
C-R-szeresére nyujtjuk. Emiatt a fesziltség-idS fuigg-
vény a kovetkezé modon valtozik:
1

——t

umn =U,-e ©°¢. (D

FIZIKAI SZEMLE 2014/3



2. tablazat

A Kkisiilé kondenzator fesziiltségének csokkenés

az ido fiiggvényében

1 (s) Uw) t(s) Uuw) t(s) U
0 8,77 50 6,95 100 5,49
5 8,57 55 6,78 105 5,36
10 8,39 60 6,62 110 5,24
15 8,21 65 6,46 115 5,12
20 8,00 70 6,32 120 5,00
25 7,81 75 6,17 125 4,88
30 7,62 80 6,03 130 4,77
35 7,49 85 5,89 135 4,06
40 7,29 90 5,75 140 4,54
45 7,10 95 5,62 145 4,43

Valositsuk meg a kistilési folyamatot! A fesziltség-
mérS muszer kijelzGjét vegyuk filmre a folyamat so-
ran, majd a felvételt megtekintve 5 masodpercenként
olvassuk le a kondenzatorfesziiltség értékét. A mért
adatokat a 2. tablazatba foglaltam, majd a kistulé
kondenzator fesziiltségét abrazoltam az idé fuggvé-
nyében.

A kisulé kondenzator fesziltsége szigorian mono-
ton modon csokken az idS fliggvényében. Az is feltd-
nik, hogy a csokkenés titeme lassul a folyamat soran
(5. dabra). A csokkenés sebessége felezddik a vizsgalt
kortlbeltl 2,5 percben. Amennyiben a kondenzitor
fesziiltsége exponencidlisan csokken az idében, ak-

kor az
@)
o)

linedrisan figg az id6tdl. Készitsiik el a 3. tdblazatot,
majd az Gj grafikont.

3. tablazat

A kondenzator relativ fesziiltségcsokkenésének
logaritmusa az ido fiiggvényében

t(s) lg(U/ U 1(s) lg(U/ 4y t(s) 1gCU/ 4y
0 0,0 50 -0,101 100 -0,203
5 -0,01 55 -0,112 105 -0,214

10 -0,019 60  -0,122 110 —0,224
15 -0,029 65 -0,132 115 —-0,234
20 —-0,04 70 -0,142 120 —-0,244
25 -0,05 75 -0,152 125 -0,255
30 -0,061 80 -0,162 130 -0,264
35 -0,069 85 -0,173 135 -0,275
40 -0,08 90 -0,183 140 -0,286
45 -0,092 95 -0,193 145 -0,297
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5. dbra. A kondenzator fesziltsége exponencidlisan csokken kisti-
lés kozben.

A 6. dbra szerint az értékparok altal meghatarozott
pontokra egyenes illeszthets, amelynek meredeksége

m = —0,00205 1/s (£0,45%).

A (1) egyenletet rendezve, majd mindkét oldal lo-
garitmusat véve, a kovetkezét kapjuk:

g[-Z] = - 182
U, R-C
amelynek meredeksége
m= - Ige .
R-C

Az e-szam kifejezhetS az m meredekséggel:
lge=-m-R-C.

A mérés soran hasznalt ellenallas értéke R = 82 kQ,
a kondenzator kapacitasa € = 2200 UF. Behelyettesi-
tés utan:

e=10""¢ = 234

Ez korulbelil 14%-kal kisebb az Euler-féle szam valo-
di értékénél.

6. dbra. A kisulé kondenzitor relativ feszultségének logaritmusa
linearisan fiigg az eltelt id6tSl.
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4. tablazat
A beiitésszam-intenzitas csokkenése
az ido fiiggvényében

t (perc) n (betités/perc)
2,5 145
7,5 123
12,5 117
17,5 103
22,5 97
27,5 84
32,5 85

Radioaktiv bomlas vizsgalata

A radioaktiv bomlas véletlenszerd jelenség. Azt nem
tudjuk megmondani, hogy melyik atommag mikor fog
elbomlani, de megaillapithatd, hogy egy atommag
mekkora valoszintséggel bomlik el a kovetkezs 1
masodpercben. Ez a fizikai mennyiség a A-val jelolt
bomlidsi allando, mértékegysége 1/s. Ennek alapjin
felirhatjuk a radioaktiv magok AN szamanak viltoza-
sat Atid¢ alatt:

AN=-A-N-At

Azt latjuk, hogy a radioaktiv magok szama olyan
mennyiség, aminek valtozasa aranyos annak pillanat-
nyi értékével. A kordbban vizsgilt kondenzitor fe-
szultsége kistilés kozben hasonld tulajdonsagt meny-
nyiség volt. Az ott leirtak analogidjaként megallapit-
hatjuk a radioaktiv magok szamanak idéfiiggését:

N(t) = Ny-e ™, (2

A radioaktiv bomlast a legtobb kozépiskola szertaraban
megtalilhato Geiger—-Miiller-szamlalo segitségével tanul-
manyozhatjuk, és a mért adatok segitségével a bomlasi
alland6 meghatarozhat6. Radioaktiv mintdt igen kony-
nyedén elGallithatunk, példaul a kovetkezé modon: egy
porszivo csévét néhiny réteg gézzel kossiik be. Uze-
meltessiik a gépet fél-egy oran keresztiil egy rosszul
szell6z6 helyiségben, példaul egy pincében. Ugyeljiink
arra, hogy ne a padlordl szivjuk fel a port, hanem a por-
szivo csovét korulbeliil 1 méter magasan tartva aramol-
tassuk at rajta a helyiség levegGjét. Amig a porszivo dol-
gozik a pincében, addig a tanteremben megmérjik a
hattérsugarzast. Tobb mérés atlagat véve a hattérsugar-
zas 27 (£ 5) bettés/perc-nek adodott. A porszivot ki-
kapcsolva, meglep&dve tapasztaljuk, hogy a rajta atara-
moltatott levegd mennyi port hagyott a gézen, a fehér
anyagon egy kor alaku fekete folt jelent meg. Most he-
lyezzik a radioaktiv mintankat a GM-csé ablaka ala.
Ismét mérjik a belitésszamot egyperces intervallumok-
ban, majd a hattér értékeit levonva, az adatokat foglal-
juk tdblazatba. Az igy nyert adatok igen nagy fluktuaciot
mutatnak, gyakorlatilag feldolgozhatatlanok. Emiatt cél-
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7. dbra. A hattértdl megtisztitott, radioaktiv bomlasbol szarmazoé be-
utésszam-intenzitas exponencidlisan csokken az idé fiiggvényében.

szerd az adatokat 5 perces intervallumokra mozgdatla-
golni, azaz az egymist kovets 5 perces idGintervallu-
mokra vegyik az adatok atlagat, és azt a kozépss id6-
ponthoz rendeljik hozzi (4. tabldzat)!

A betitésszam-idS fuggvény grafikonjat (7. dbra)
szigortan monoton csdkkendnek kell latnunk. Azon-
ban amikor az aktivitds mar annyira csokken, hogy a
bomlds miatt varhaté bettésszam-csokkenés kisebb
lesz a betitésszamok statisztikus szorasanal, ez a mo-
noton csokkenés megszinhet. Erre litunk példat a
32,5 percnél mért értéknél.

Erdemes a masodpercenkénti betitésszimok termé-
szetes alapu logaritmusat is abrazolni (8. dbra) az id6
fiuggvényében.

Az In(n) — t Osszetartozo értékei altal meghataro-
zott pontokra egy egyenes illeszthetd:

Inn=m-t+lnn,,

amelynek meredeksége:
m = —0,01836 1/perc (£ 0,002 1/pero).

Léteznek egyenesek illesztésére alkalmas programok
(példaul Origin, Excel), amelyek a paraméterértékek
mellé a standard hibat is megadjak. Az Origin prog-

8. dbra. A 7. dbran szereplé betitésszamok logaritmusa linearisan
fugg az id6tdl.
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ramot hasznaltam. Vegylk a (2) egyenlet mindkét ol-
dalanak természetes alapua logaritmusat, majd azt ren-
dezve kapjuk:

InN=-A-t+InN,.

Miutin az n beltésszam arinyos a radioaktiv magok
N szamaval, a két idS szerinti linedris figgvénykap-
csolat meredeksége egyenld:

A =-m=0,01836 1/perc (£ 0,002 1/perc).
A bomlisi alland6 ismeretében meghatarozhaté a
radioaktiv mintank felezési ideje:

T, = lnTZ = 38 perc (3 perc).
Ez természetesen a radioaktiv mintank effektiv felezési
ideje, ami tobb anyag (a radon és leanyelemei; polo-
nium, bizmut, 6lom) egytittes aktivitisanak jellemzgje.

A FIZIKA TANITASA

Mas alkalommal elvégzett mérés nagysagrendileg ha-
sonlo, de nagy valoszintséggel mas eredményt adna.

A radonproblémardl részletesen lehet olvasni Pi-
lath Karoly tanar Gr interneten elérhet6 diain [1].

&

Ebben az irasban arra vallalkoztunk, hogy az isko-
laban hattérbe szorult, mégis idénként felbukkano
Euler-féle e-szam természetét jobban megvilagitsuk.
Elemi matematikai eszk6zok segitségével fliggvény-
tani értelmezést kerestiink és talaltunk, hiszen a fizi-
kai alkalmazasok ezt igénylik.

Koszonetnyilvanitas
Koszonodom Siikdsd Csabdanak (BME) és Vigh Mdténak (ELTE) a cikk

elkészitése soran nyujtott segitségtiket.
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1. https://indico.cern.ch/getFile.py/access?contribld=40&sessionld=
1&resId=1&materialld=slides&confld=253187
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