EGY MEGLEPOEN EGYSZERU ALGORITMUS
KRISTALYSZERKEZETEK MEGHATAROZASARA

Ha egy 0j anyag barmilyen kristdlyos formaja rendel-
kezésre all, az atomi felbontasua szerkezet meghataro-
zasanak elsé és mindmaig legfontosabb kisérleti mod-
szere a rontgendiffrakcio. A diffrakcios kisérletben a
rontgennyaldb athatol a kristalyon, az atomokon szo6-
rodva interferenciaképet hoz létre, és a szerkezeti
informaciot a Bragg-reflexiok irdnyaba, intenzitasiba
és fazisiba kodolja. A mérés soran azonban a szort
hullimok fazisa elvész, e nélkul pedig az atomok tér-
beli helyzete nem rekonstrudlhato. Ez a krisztallogra-
fia tobb mint szaz éves fazisproblémaja, megoldisa
eddig bonyolult matematikai moédszereket, a felhasz-
nalok szamara pedig fekete dobozként mikods prog-
ramcsomagokat jelentett.

Meglepd, hogy egy ilyen klasszikus tudomanyteru-
leten is van esély Gj metodikai felfedezésre — az alta-
lunk kifejlesztett toltésalternald algoritmus erre ad
példat [1-4]. Az eljards az elemi cella kitoltésének
Jritkasigan” alapul, amelyet a direkt és reciprok
terek kozott iteralé Fourier-ciklussal hasznalunk ki,
felvaltva alkalmazva az elektrons(riség egy specidlis
perturbidciojat és a mért adatokat. Az algoritmus mu-
kodése teljesen ab initio, nincs szlikség sem az
atomtipusok, sem a kémiai 6sszetétel, sem a kristaly-
szimmetriak elGzetes ismeretére. Egyszertségének és
hatékonysagianak koszonhetGen a modszer mara al-
talanosan elfogadottd valt. Alkalmazhatosiaga a dift-
rakcios szerkezetmeghatarozas szamos teriiletén
nyert bizonyossagot (egykristalyok, polikristilyok,
modulilt szerkezetek, kvazikristilyok, zeolitok, fe-
hérjék), targyalasa minden 0j krisztallografiai tan-
konyvben szerepel.

Diffrakcios alapismeretek

Mi a diffrakcio? Erre az optika tankonyvek Sommer-
Sfeld altalanos meghatarozasat adjak: a fényhullam
minden olyan eltérilése az egyenes vonalt terjedés-
t6l, amely nem tiikr6z6dés és nem fénytorés. A leiras
alapja a Huygens—Fresnel-elv. A hullam egyes objek-
tumokkal valé kolcsdnhatdsat szorasnak, a szort hul-
lamok utkilonbségen alapuld interferenciajat diffrak-
cionak nevezzik. A diffrakci6 elengedhetetlen felté-
tele a rugalmas szords, a hullimhossz nem valtozhat
meg a szorasfolyamat sordn. A jelenség kisérletileg
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akkor figyelhet6 meg konnyen, ha az objektumok
periodikusan rendezettek, a hullimhossz és a szo6ro
objektumok tavolsiga OsszemérhetS, ekkor szinte
mindentitt teljes kioltds, mig néhany kitlintetett irany-
ban nagyfoka erGsités észlelhet6. A tovabbiakban
mindig a szorécentrumoktodl tavol, sikhullam-kozeli-
tésben targyaljuk a diffrakciot.

A lathato fényhez képest, az elektromagneses
spektrumban itt most tobb mint harom nagysagrendet
valtunk. A kemény rontgensugirzas hullamhossza
tipikusan ~1 A, ez éppen az atomok kozotti kémiai
kotéstavolsigok nagysagrendjébe esik. A rontgensu-
garzas azeért is idedlis anyagvizsgalatra, mert a sugar-
zds-anyag kolcsonhatis elég erds ahhoz, hogy mar
~100 wm méretd egykristalyok is jol mérhetSk legye-
nek, ugyanakkor nem talsigosan erds, igy a mérés
értelmezését példiul az elektrondiffrakcid esetén je-
lentGsen megnehezits tobbszoros szords jelensége itt
elhanyagolhat6 vagy konnyen kezelhetS. Ugyancsak
kedvezd a rugalmatlan Compton-szoras és a foto-
elektromos abszorpcio hatiaskeresztmetszete, ez adja
a rontgensugarzas nagy behatoloképességét és a tom-
bi informacié megszerzésének lehetGségét.

Rontgensugarzas esetén a rugalmas szorasi folya-
mat a szabad toltések klasszikus elektrodinamikdban
megismert Thomson-szordsa. Ennek egyik fontos tu-
lajdonsaga, hogy a szort elektromagneses tér amplita-
doja a sz6r6 objektum tomegével forditottan aranyos,
igy a szoOrast az atom elektronjai domindljak, az atom-
mag jaruléka elhanyagolhat6. Bar a Thomson-szo6ras
szabad toltéseket ir le, az atom elektronjai pedig ko-
tottek, az alkalmazhatosag feltételei mégis teljestilnek,
mert a rontgenfoton energidja a kotési energiaszintek-
t6l tavol van. Egy Z rendszamu atom elektronjainak
szorasa abban tér el egy ekvivalens ponttoltésétdl,
hogy az elektronburok térbeli kiterjedése miatt utkii-
lonbség lesz annak kilonboz6 részeirdl szort sugar-
zas kozott. Az Osszes elektron azonos fazisban csak
el6re szor, teljes jarulékuk (az atomszorasi tényezd) a
szorasi szog novekedésével folyamatosan csokken.

A diffrakcios kisérletben mért intenzitds a szort
elektromigneses hullim amplitddéjanak négyzetével
aranyos. A gyakorlatban szinte mindig relativ intenzi-
tast detektalunk, ezért a rontgenforras erésségétdl, a
sugarmenet abszorpci6jatol, a minta térfogatatdl, a
Thomson-szords abszolut skalajatol és a szort intenzi-
tis 1/r%-es tavolsagfiiggésétsl mind eltekinthetiink.
Két tényez6t azonban mindenképpen korrigalni kell,
hogy megkapjuk a kristalyszerkezet meghatarozasa-
ban alapvetS szerepet jatszo, a késébbiekben targyalt
szerkezeti tényezdéket. Ezek egyike a szort intenzitas
polarizaciofiiggése, a masik az Ggynevezett Lorentz-
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faktor, amely azt irja le, hogy a kristdly egyes reflexioi
a mérés sorin mennyi idét toltenek szorasi helyzet-
ben. Szerencsére mindkét tényezé geometriailag jol
szamolhato és az intenzitas kifejezésébdl kiemelhetd.

Direkt és reciprok terek

A kristalyszerkezet leirdsa direkt térben torténik. Ided-
lisan rendezett esetben ehhez elegendd a hiaromdi-
menzi6s kristalyrics geometridjanak és az ismétlédé
térfogategység (az elemi cella) tartalmanak ismerete.
A racspontokat

R = na +na,+na,

adja meg, ahol a,, a,, a; az elemi cellat kifeszité ba-
zisvektorok, mig n,, n,, n; a kristaly térbeli kiterjedé-
sét leird egész szamok. Az elemi cella tartalmat atomi
koordinatakkal, az atomok egyensulyi helyzet kortli
mozgasat hémozgasi tényezdkkel szokds megadni.
Mindez azonban csak egy hasznos kémiai interpreta-
cio, a szerkezetmeghatdrozas nyers eredményeként
nem atomokat, hanem az elektronok szamanak térfo-
gati eloszlasat jelentS elektronsiriség-térképet ka-
punk. Az elektronstirtiség egy atomi modellnél kevés-
bé kotott leirds, hiszen itt nem kell példaul az atomok
gombszimmetridjat feltételezniink. Ugyancsak fontos,
hogy ha a kristaly egyes celldinak tartalma egymasto6l
kissé eltér, a normal diffrakcios mérés csak az atlag-
szerkezetrdl nyujt informaciot. Ez az atlag a rekonst-
rualt elemi cella elektronstiriségében kozvetlentl
megjelenik, mig a rendezetlenség atomi interpretacio-
ja gyakran nehézséget okoz.

A diffrakcios adatok leirdsa reciprok térben torté-
nik. A reciprok tér a direkt térbdl szarmaztathatd ma-
tematikai konstrukcio, amelynek dimenzidja a direkt
térével azonos, a hossziisig mértékegysége 1/(direkt
hosszisag), a tér orientacidja pedig a direkt térbeli
kristilyhoz van csatolva. Ha a szoraskisérletben a
bejové és kimend sikhullaimok hullimszamvektorai
k,, illetve k,, (hosszuk 1/A, egymassal bezart szogiik
20), akkor a szorasi vektor:

k=k,-k,

e

)

Ez az a ,helyzetjelz6”, amely fliggetlen a laboratoriu-
mi koordinata-rendszertSl, és amelynek fliggvényé-
ben a diffrakcios intenzitast mérjik. A sz6rasi vektor a
teljes reciprok térben é€l, a direkt térbeli periodicitas
miatt azonban csak bizonyos helyzetekben, a Bragg-
reflexioknal lesz mérhetS intenzitis. A Bragg-refle-
xiok egy Uj racs racspontjain helyezkednek el. A re-
ciprok térbeli racsot

K =hbb +bb,+hb,
adja meg, ahol b,, b,, b; a bazisvektorok, mig b, b,,

b, (gyakori jeloléssel: b, k, [) egész szamok. A direkt
és a reciprok racs bazisvektorai kozotti kapcsolat:
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a,xa, a.xa, a xa,
b1= V ) b2= V i 3= V )
a.b =1 hai-=j

a b =0 hai#],

ahol - a skalarszorzas, X a vektorszorzas mdvelete, V
pedig a direkt térbeli elemi cella térfogata.

Fontos megjegyezni, hogy mig a direkt térben az
elemi cella tartalma a racsperiodicitas szerint ismétl6-
dik, a reciprok tér bazisvektoraibol kifeszithets para-
lelepipedonnak ilyen tulajdonsiga nincs. A ,reciprok
elemi cella” tres, a kristalyszerkezetrdl az informaciot
a racspontokon mérhets Bragg-reflexiok hordozzak.
A tokéletes leirashoz a végtelen reciprok tér minden
egyes racspontjara sziikkség volna, ez azonban soha
nem érheté el. Egy A hullimhosszat hasznalé mono-
kromatikus mérésben csak a k. = 2/A sugard gom-
bon belili Bragg-reflexiok mérhetSk, de altalaban
ezek sem hianytalanul. A méréberendezés és a minta-
kornyezet bizonyos térfogatokat korlatozhat/kitakar-
hat, a reciprok racs origoja pedig elvileg sem mérhe-
t6, mivel itt a bejoves és a szort nyalab egybeesik.

Végtul dlljon itt a B = K szorasi vektor és a jOl ismert
2dsin® = nA Bragg-torvény kapcsolata. A szordsi vek-
tor iranya a Bragg-féle tiikkr6z6 sikokra merdleges, a
vektor hossza pedig |k | =1/d,, azaz a tikr6z6 sikok
tavolsigianak reciprokdval egyenlS. Krisztallografus
konvencio szerint a reflexio rendjét a d,, = d/n kifeje-
zésbe suritettiik. Ugyancsak krisztallografus konven-
ci6 szerint a reciprok racs és a szorasi vektorok defi-
nici6jabol elhagytuk a 2w szorzotényezdt, ezeket cél-
szerdibb a Fourier-transzformacio kifejezésében expli-
citen feltiintetni, igy Osszességében kevesebb prefak-
torra kell emlékezniink.

A szerkezeti tényezd

A kristalyszerkezet ismeretében az idedlis diffrakcios
adatok kozvetlenil szamolhatok. Mivel relativ intenzi-
tast mériink, a korabban emlitett tagokat elhagyva, a
szamolasban is csak a szerkezetmeghatarozas szem-
pontjabol leglényegesebb tényezére koncentralunk.
Rogzitstik a kristaly origojat, és az elSreszort hullam
fazisat tekintstik nullinak. A szort hullim nagysagat
és fazisat egyszerre leird komplex amplitddo a szorasi
vektor fiiggvényében:

AlR) = j p@) expQmuikr)dV.

Vi
Az integral a kristaly teljes térfogatdra torténik, az
integralt fizikai mennyiség pedig a lokilis elektronst-
riség és egy komplex fazistag szorzata. A fazistag oka
az origd és egy tetszleges r pont kozotti tavolsag,
pontosabban az ezeken a pontokon szort hullimok
kozott a forrastol a detektorig jelentkezd utkiilonbség.
A szerkezetmeghatarozas soran tehat mindig egy on-
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kényesen valasztott origbhoz viszonyitott, azaz relativ
tazisrol van szo.

A kristily elektronstrisége a direkt riccsal és az
elemi cella elektronsiriségével kifejezve:

p(r) = Z pcel/u(r -nma, -na,- nsaa)'
Ha ezt az Osszeget A(R) kifejezésébe helyettesitjuk,
akkor a szort amplitddo két tag szorzatira bonthato.
Az egyik a

Y} exp@mikR)
R

ricsosszeg, a masik a komplex szerkezeti tényezs. A
racsosszeg egy rendkivil éles maximumokkal bird
fuggvény, amely egyrészt sziréként, masrészt erdsits-
ként mikodik. SzirSként a k szorasi vektor folytonos
értékeibdl ez valasztja ki a mar korabban bevezetett K
reciprok racsot, azaz a Bragg-reflexiok helyzetét. Er6-
sit6ként pedig ez erdsiti fel mérhets értékre a Bragg-
reflexiok komplex amplitadojat, amelyet azonban in-
formiciotartalom szempontjabol kizarolag a szerkezeti

tényezd hataroz meg. A szerkezeti tényezs kifejezése:

Fk) = jpce”a(r) expQnikr)dV,
v

ahol az integrilds az elemi cella térfogatdra torténik. A
szerkezeti tényezd tehat egyetlen elemi cella komplex
szorasi amplitadojat adja meg. Ha az elektronstriség
valos (azaz nincs rezonanciaszoras), a szerkezeti ténye-
26 az F(-k) = F(k)* Friedel-szabalynak is eleget tesz.
Mivel az elemi cellan beltl p@) = p ., @), és a tovab-
biakban mindig a cellan beltli elektronstriségrdl lesz
sz0, a megkulonboztetést elhagyjuk. A B = K megki-
lonboztetést is elhagyjuk, k szorasi vektoron a tovab-
biakban mindig a Bragg-reflexiok helyzetét értjik.

A krisztallografiai fazisprobléma

Az elemi cella elektronslrlsége €s a szerkezeti ténye-
z6k halmaza egymdst kolcsondsen meghatarozzak.
Matematikai kapcsolatuk Fourier-, illetve inverz Fou-
rier-transzformacio:

Fk) = j o) exp2m ikr) dV,

pa) = %/ Y Fk) exp(-2m ikr).
k

A fazistag elGjelén kivil az integrilds-Osszegzés
aszimmetria oka, hogy az elektronstriség folytonos
figgvény, a szerkezeti tényezSk pedig diszkrét érté-
kek. A gyakorlatban az elektronstrtiséget is egy elemi
cellan beldli finom rdcson abrazoljuk, igy mindkét
mennyiség €és mindkét transzformacié diszkrét lesz.
Ennek el6nye, hogy alkalmazhatjuk a gyors Fourier-
transzformaci6 algoritmusat, amely a numerikus sza-
mitasokat jelentSsen felgyorsitja.
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Ismert kristalyszerkezet esetén tehat a {p)>{FR)}
kolesondsen egyértelmd kapcsolat jol muikodik. A
diffrakcios kisérletben mért intenzitds azonban F(k)
abszolut értékének négyzetével ardnyos, ezért p(r)
rekonstrukcidjahoz F(k) helyett csak az | F(k)| érté-
kek allnak rendelkezésre, a fazisok nem. Ez a krisztal-
lografia hires fazisproblémaja, amelynek megoldasa
sokakat foglalkoztatott és foglalkoztat. Hogy érzékel-
tesslik a probléma nehézségét és azt, hogy az elveszi-
tett fazisok informaciétartalma mennyire jelentds, egy
kétdimenzios modellszamolast mutatunk be. Vegytik
a két professzor fotéjat (1. dabra). Kétdimenzios strd-
ségtérképkeént tekintve, szadmitsuk ki mindketté Fou-
rier-transzformaltjat! A k indexeket nem jelolve, ezek
legyenek Aexp(ia), illetve Bexp(if}). Most cseréljiik
fel a fazisokat, Aexp(iP), illetve Bexp(io), és végez-
zik el az inverz Fourier-transzformaciot! A profesz-
szorok lathatoan felcserélddtek. Ez a sokkolo ered-
mény oOvatossagra int — a mérhet6 fizikai mennyiség
sokkal kevesebb informaciot hordoz a mérhetetlen-
nél. A fazisprobléma megolddsinak matematikai
modszerei ezért mind valamilyen médon informaciot
potolnak, nem tetszSleges objektumokat rekonstrua-
lunk, hanem csak olyanokat, amelyekrdl valamit mar
el6zetesen tudunk. A probléma megoldasa igy is épp
elég nehéz.
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Korszakok és megolddsi modszerek

Egy évszazad alatt szamos megoldasi lehet6ség me-
rult fel, ezek részletes attekintésére itt nincs modunk.
Négy korszakot és megkozelitést azonban érdemes
elktiloniteni. Az els6 az 1913-1934 kozotti periddusra
volt jellemz6, modellalkotisnak, okos proba-hiba
modszernek nevezhetjiik. Nagyban épitett a mineralo-
gia és a makroszkopikus optikai krisztallografia ko-
rabbi eredményeire, a megoldott szerkezetek pedig
tipikusan s6k és mas egyszerl szervetlen anyagok
voltak. Ekkor még semmi esély nem latszott a kris-
talyszerkezetek modell nélkuli, kizarolag adatokbol
torténd szisztematikus megoldasara.

A masodik korszak 1934-ben kezdsdott, és Arthur
Lindo Patterson nevéhez fGz6dik. Az ugynevezett
Patterson-térkép a kristaly autokorrelacios fliggvénye
(vigyazat, nem az elemi celldé!), elénye, hogy kozvet-
lentl az adatokbol szamolhat6. A Patterson-tér az
elemi cellaval azonos méretd vektortér, és nagyon
surd. Tdatomok esetén az atompdrok rendszammal
sulyozott relativ helyvektorait abrazolja egy kozo6s
orig6 kortl, igy egy N atomos szerkezet elemi celldja-
ban az origébn kivil N(N-1) csics lesz. Valodi ato-
mok esetén raaddsul a cstcsok kiszélesednek, atla-
polnak, igy a Patterson-térkép kozvetlen kémiai inter-
pretacidja csak akkor egyszerd, ha egy vagy legfel-
jebb néhidny nehéz atom domindlja a szoérasképet.
Korlatai ellenére a Patterson-technika hatalmas elGre-
lépés volt, Iényegesen bévitette a megoldhato szerke-
zetek korét, és szamos valtozata ma is hasznos, kiilo-
nosen a fehérje-krisztallografia tertiletén.

A harmadik korszak kezdete mar nem ilyen éles. A
klasszikus direkt modszer megsziletése az 1950-es
évek elejére tehetd, de kortilbeltl 1970-ig tartott, amig
altalanosan elfogadotta és konnyen alkalmazhatéva
valt. A modszer tisztin a reciprok térben mikodik, és
kozvetlentl a szerkezeti tényezSk fazisat hatdrozza
meg. A legelegansabb egyenlet David Sayre nevéhez
fizodik, ennek alapja, hogy egy kilonallo, azonos
atomokbol allo szerkezet négyzetre emelve tovabbra
is kulonallo objektumokbdl fog allni. A Sayre-egyen-
let bnkonzisztens, egyetlen F(k,) komplex szerkezeti
tényezs kifejezésében az Osszes olyan F(k,) F(ks)
szorzat szerepel, amelyre k,+k,+k; = 0. Ezek az Ggy-
nevezett szorasivektor-triplettek, jelentGségik azon
alapul, hogy az F(k,) F(k,) F(k) szorzatok fazisa fig-
getlen az origd megvalasztasatol, és bizonyos feltéte-
lekkel egy nulla korili eloszlasfiggvényt ad. A fazi-
sok onkonzisztens kifejezésére szolgalo, a gyakorlat-
ban ma is hasznalt tangensképletet Jerome Karle és
Herbert Hauptman vezette be, az atomok véletlensze-
rd eloszlasabol kiindulva, val6szinlségi megfontola-
sok alapjan. Eredménytikért Karle és Hauptman 1985-
ben kémiai Nobel-dijat kaptak. A direkt modszernek
szamos valtozata létezik, kozos jellemz6jik, hogy az
eljaras mindig iterativ. A kezdd fiziskészlet megva-
lasztasara igen érzékeny a fazisfa felépulése, altalaban
sok faziskészlet kiprobalasira van sziikség, és sok
futast kell koran elvagni, hogy a szamitogép idejét
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hatékonyan felhasznilva eljussunk a megoldashoz. A
klasszikus direkt modszerekkel megoldhaté mérettar-
tomany korlatozott, ennek elvi oka, hogy a valoszindG-
ségi eloszlasfiiggvények a méret ndovekedésével ella-
posodnak. A direkt moédszerek ezért f6ként a kis mo-
lekulas szerkezetmeghatarozasban hasznalatosak, ott
viszont ma is dominansak.

A negyedik korszak a jelenbe vezet. A korszakhatar
1993, az Gj megkozelités a Shake-and-Bake (SnB)
algoritmus megjelenéséhez kothets [5]. Az SnB algo-
ritmus a fazisproblémait egy speciilis célfiiggvény
megkotéses minimalizalasaként fogalmazza meg. Mig
a Patterson-térkép lényegében a direkt térben, a
klasszikus direkt modszerek pedig tisztan a reciprok
térben mikodnek, az SnB mindkét teret aktivan hasz-
nalja. Az ilyen tipust modszereket dudlistér-modsze-
reknek nevezziik. ErthetS, hogy bizonyos megkotése-
ket csak az egyik térben lehet hatékonyan elGirni,
példaul az elektronsiriség pozitivitasat a direkt tér-
ben, vagy a szerkezeti tényezSk abszolat értékét a
reciprok térben. Bar kordbban is léteztek dualistér-
modszerek, ezek a mar valamilyen szinten megoldott
elektronsuiriség-térképek mindségének javitisara
szolgaltak. Az SnB megjelenése tette lehetévé a kis
fehérjék szerkezetének meghatarozasat egyetlen kris-
taly, egyetlen normal mérésébdl, ab initio moédon.
Természetesen a fehérje-krisztallografia mas modsze-
rei is igen hatékonyak, de alkalmazasukhoz vagy
tobb, kissé modositott kristalyszerkezet (izomorf he-
lyettesités), vagy rezonanciaszorassal tortént mérések
(anomilis diffrakcio), vagy még gyakrabban, hasonld
szekvencia-sorrendd modellek ismerete (molekularis
helyettesités) sziikséges.

A toltésalternalo algoritmus

Bar a toltésalternialod algoritmus (elterjedt angol ne-
vén: charge flipping) tdbb szdlon is beilleszthets a
krisztallografia fejlédéstorténetébe, megalkotasat ki-
zarolag a nem-periodikus optikai fazisprobléma meg-
oldasi modszerei inspirdltak. Ezek kozil is a Gerch-
berg-Saxton-, illetve a Fienup-algoritmusok [6, 7],
amelyek bar dualis terekben mikodnek, a direkt tér-
beli objektumok modositasat egy mas jellegli mellék-
feltételre alapozzak. Ez annak a bennfoglal6 térfogat-
nak az ismerete, amelyen kivil az objektum mar zé-
rusnak tekinthets (precizen fogalmazva, ez a p@)
fuggvény tartdja). A krisztallografiaban ilyen mellék-
feltétel altalaban elGzetesen nem all rendelkezéstink-
re, atomi felbontasa adatok esetén (k. = 1/d,,,, d.,
<1 A) azonban célul tizhetjiik ki az atomokat benn-
foglald bonyolult térfogat megtalalasat és ezzel a szer-
kezet megoldasat.

A toltésalternalo algoritmus alapotletét legjobb
egy abraval illusztralni. Vegylink egy ismert kristaly-
szerkezetet, szamitsuk ki a szerkezeti tényezdket
egy Rn.= 1/0,8 A sugart reciprok géombon belil,
majd inverz Fourier-transzformacioval allitsuk vissza
az elemi cella elektronstriségét egy AL = 0,4 A fel-
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2. dbra. Egy tipikus molekulakristaly elektronstrtségének eloszlasa
0,8 A felbontist adatokbol, 0,4 A felosztist ricson szimolva. A tér-
fogati mintak értékeit normaltuk, és nagysag szerint sorba rendeztiik.

osztasi finom racson mintavételezve. Ezutin az
elektronsuriség értékeit rendezziik novekvs sor-
rendbe és dbrazoljuk a sorszam fliggvényében (2.
dbra). Mint lathat6, tilnyomo6részt nulla koruli érté-
keket kapunk, azaz az elemi cella kitoltése nagyon
ritka. Az atomi elektronstrtiség csupan néhdny sza-
zaléknyi pontban koncentrilodik, a szerkezetmeg-
hatarozas legfontosabb 1épésében elég ezeket meg-
hatarozni, a nulla koruli értékekrsl pedig elég azt
tudni, hogy kicsik. A striségeloszlds aljan el6fordul-
nak még nem-fizikai, negativ értékek is, ami a Fou-
rier-sor véges Osszegzésének kovetkezménye. Minél
jobb felbontast adatkészletet tudunk mérni, anndl
kisebb lesz ez az effektus. A toltésalternalé algorit-
mus célja, hogy iterativ modon olyan elektronstra-
séget allitson eld, amely egyrészt az el6z&ekben leirt
jellegl, masrészt a diffrakcios adatokkal is 6sszhang-
ban van. Az eljards lényegében felaldozza a kis
elektronsiriség pontos rekonstrukciodjat az atomok-
rol informaciét hordozé néhany szazaléknyi nagy
elektronstriségért cserébe.

Egy duailis terekben mikods iterativ algoritmus
megtervezéséhez szamos dontésre van sziikség. Ilyen
az adatok és a szimmetridk kezelése, az iteracio kez-
dépontjanak megvalasztisa, az elektronslrliség és a
szerkezeti tényezSk elemi modositisa, ezek megfeleld
kombinacidja, az algoritmus paramétereinek megva-
lasztasa, a konvergencia detektilasainak modja, a
megoldas utdlagos javitasa stb. Itt csak a legegysze-
ribb algoritmusviltozat részleteit adjuk meg, ezek
alapjan azonban mar barki meg tud irni egy mikodas-
képes szerkezetmeghataroz6 programot.

A legegyszertbb esetben a mért F,, (k) = | F(k) |
szerkezeti tényezSket modositas nélkil hasznaljuk
fel. Hidnyz6 adatokkal azonban akkor is foglalkoz-
nunk kell, ha a mért reciprok gomb teljes, el kell
donteni, hogy () mit tegylink a reciprok riacs soha
nem mérhetS F(0) origdjaval, illetve (ii) a gdbmbodn
kiviili racspontokkal. Mivel az elemi cella teljes tolté-
se F(0), a toltésalterndlo algoritmus ennek értékét
kezdetben zérusnak veszi, majd az iterdcié sorin
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szabadon hagyja valtozni. De miért kell a gobmbon
kivili térrésszel foglalkozni? A gyors Fourier-transz-
formacio (FFT) mindig a két dualis tér egy-egy para-
lelepipedonjat transzformalja egymasba, akkor is, ha
példdul az adatok nem ilyen térrészt toltenek ki. Egy
adott irdnyban az egyik tér paralelepipedonjanak L
élhossza, illetve ricspontjainak AL tivolsiga hatiroz-
za meg a masik tér racspontjainak 1/L tavolsagat,
illetve paralelepipedonjanak 1/AL élhosszat. Direkt
térben az elemi cella élhossza adott, ezzel a reciprok
racs racspontjainak tavolsiaga is rogzitett. Az elemi
cellan beluli finom racs racspontjainak AL tivolsaga
szabadon megvalaszthato, de a vilasztasnak csak
gy van értelme, ha a megfelelS reciprok paralelepi-
pedonba a mért adatok gombje belefér. Tipikus érték
a AL=0,2-0,4 A, de mindenképpen AL < 1/(2k,,.) =
d../2. A kettes faktor annak kovetkezménye, hogy
egy 1/k,,.« hullimhossza hullim maximuma és mini-
muma csak akkor kilonboztethetd meg, ha a racs-
pontok tavolsiga legfeljebb 1/(2k,.).

A kristalyszimmetridk kezelése hasonldan kritikus
része az algoritmusnak. A szimmetriadk miatt bizonyos

Fk) = F, (k) expli o))

szerkezeti tényezSk nem fiiggetlenek egymastol, mind
a nagysaguk, mind a fazisuk kozott kapcsolat van. Az
F,, (k) értékek kapcsolata mindig a mért adatokba van
kodolva, a meghatirozandd @(k) fazisok kozotti 6sz-
szefliggések tobbsége azonban csak akkor érvényes,
ha a szerkezet origdja rogzitett. A szimmetriadk aktiv
hasznalata latszolag el6ny06s, mert kevesebb fazist kell
meghataroznunk. A rogzitett origd azonban egy nagy
hatrannyal is jar, a megoldand6 szerkezet az elemi
cellaban csak egyetlen helyen keletkezhet. Ha a szim-
metriak aktiv hasznalatarol lemondunk, a szimmetria-
kat nem tartalmaz6 P1 tércsoport ugyan tobb valtozot,
de nagyobb szabadsigot is nyujt. A fazisok ekkor
megkotés nélkil valtozhatnak, igy a periodikus elekt-
ronstlrdség az elemi cella barmely pontjan keletkez-
het. Ugy tiinik, ez utobbi tényeza fontosabb a valtozok
szamanal, a fazisok szabad kezelése nagyban hozzaja-
rult a toltésalternalo algoritmus sikeréhez.

Az el6z6ekben abbdl indultunk ki, hogy a kristaly
Osszes szimmetriajat leird tércsoport ismert, és csak
arr6l kell donteni, hogy hasznaljuk-e az informaciot.
Ez azonban nincs igy, a diffrakcids adatok gyakran
nem hatarozzidk meg egyértelmien a tércsoportot. A
gyakorld krisztallografus szamara ez azt jelenti,
hogy az ¢sszes realis lehet&séget végig kell probal-
ni, és csak a végul megoldott szerkezet lehet a he-
lyes tércsoportvalasztis bizonyitéka. A toltésalterna-
16 algoritmus ettSl a megsokszorozott munkatol is
megszabadit.

Most pedig kovetkezzék az algoritmus folyamatab-
raja (3. abra). KezdGpontunk az aktudlis p(r) elekt-
ronstrdség. Az iterdcid egyetlen ciklusa négy 1épés-
bdl all. Az els6 a direkt térbeli perturbicio, amely
csak egy kis pozitiv 8 kiiszobszint felett fogadja el az
elektronstriséget redlis modellként, mig alatta meg-
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3. dabra. A toltésalternalo algoritmus egyetlen ciklusanak folyamat-
abraja, a direkt és reciprok térbeli beavatkozasok, illetve a kezdd-
pont jelolésével.

valtoztatja az elGjelét (ez az algoritmus névado lépé-
se). A modositott elektronsiriség:

p@), hapG) 23,
—-p@), ha p@) < 9.

gr)

ar)

Az igy kapott elektronstiriségbdl ezutan gyors Fou-
rier-transzformaciéval szerkezeti tényezdket szimo-
lunk:

G(k) = FFT(g@)).

Harmadik lépés a reciprok térbeli beavatkozas, amely
a mért adatok és a szamolt fazisok kombinalasaval j

4. abra. Az R-faktor valtozasa az iterdcios ciklus figgvényében. Az dbrak 100 darab vé-
letlen faziskészletbdl induld futas-statisztikdkat mutatnak. Az algoritmus & paramétere

fentrdl lefelé: 0,8 ¢, 1,0 6 és 1,2 ©.
0,6

0,4+

szerkezeti tényezdSket allit el6, mikodzben szabadon
hagyja valtozni F(0) értékeét, és lenulldzza a nem mért
tartomanyt:

Fk) = GR), ha &= 0,
F) = F, (k) exp(i¢ (k)), haO<k<k,
Fk) = 0, ha &> &k

max”
Az iterdcios ciklust végil inverz Fourier-transzforma-
cioval zarjuk:

p(r) = FFT-'(FR)),

ez adja a kovetkezd ciklus kiindulépontjaul szolgalo
elektronstriséget.

Az iteracio kezdSpontja tetszSleges p(r) elektron-
strtség lehet, ezt leggyakrabban az F,, (k) adatok és
véletlen fazisok kombinaldsaval allitjuk elS. Mivel az
elektronstriség valos, a ¢(-k) = —@(k) Friedel-sza-
balynak eleget kell tenni, igy csak a fazisok fele va-
laszthatd szabadon. Ha elGzetes ismeretek alapjin
ennél jobb kezdSpontunk van, hasznaljuk batran,
barmilyen informacidémorzsa jelentGsen gyorsitani
tudja a szerkezet megoldasat. A kovetkezs kérdés az
algoritmus egyetlen paraméterének, a & kiiszobszint
értékének megvilasztiasa. Ez egyrészt jelentGsen befo-
lyasolja a megoldashoz sziikséges iteracios ciklusok
szamat, masrészt a megoldds min&ségét. Jelenleg a
legjobb valasztas, ha a kiiszobszint értékét az aktualis
p(r) sirlségeloszlis ¢ szorasihoz
kotjik: § = ¢o, ahol ¢ egy 1,1 koruli
konstans. Bar a & paraméter meg-
valasztasanak nincs igazi elmélete, a
tapasztalat szerint ez a kifejezés a
szerkezet jellegétsl, az adatok fel-
bontasatol és a direkt térbeli racs
megvalasztasatol fuggetlentl is jol
mukodik.

Az iteracios folyamat teljesen deter-
minisztikus, és nem hasznal sem valo-

0,2 T T T
0,6

' szinlségi faziseloszlasokat, sem mini-
malizaland6 célfiggvényt. A konver-

0,4

R-faktor

0,2 ‘ | T T

gencia detektaldsahoz azonban cél-
szerl egy vagy tobb josagi tényezGt
kovetni. Ezek kozil leggyakoribb az
R-faktor, amely a szamolt és mért
szerkezeti tényezSk nagysiginak el-
térését jellemzi:

Y IF, ()~ | Fe) ! |
R=* .

Z Fobs(k)

k
Az iteracios folyamatban az R-faktor
valtozasa jellegzetes szakaszokat

mutat (4. dbra). A kezdeti tranziens
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T
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iteracios ciklus
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nés a megolddshoz érve. Ezutan a megoldas mar sta-
bil, fontos tulajdonsaga, hogy azokkal a perturbdciok-
kal szemben is stabil, amelyek a fizistérben elvezet-
tek a megoldashoz. Meglepd, de — a megoldas stabili-
tasa mellett — az iterdcios folyamat rendkivil érzékeny
a kezdSpont megvalasztasara. Egyetlen véletlen fazis
egyetlen bitjének modositasa is drasztikusan megval-
toztatja az iteracio lefutasat és a megoldashoz szliksé-
ges ciklusok szamat. Ez a kaotikus folyamatok jellem-
zGje. Nehezen megoldhatd szerkezetek esetén sziik-
ség lehet egynél tobb probalkozasra, ekkor az egyes
futasok kiillonboz6 véletlen faziskészletbdl indulnak.
Egy adott szerkezet megoldasinak nehézségét, illetve
egy adott algoritmusviltozat vagy paraméter haté-
konysagat csak a 4. dabran is lathato statisztikak jelle-
mezhetik.

A fizisprobléma megoldasa utin kovetkezhet az
elektronstriség javitasa, az atomok és szimmetriak
azonositasa, valamint az atomi modell szokdsos fino-
mitdsa a legkisebb négyzetek modszerével. Ezek ko-
zil az elektronslrlség javitisa még a toltésalternalo
algoritmus felelGssége. A javitast a direkt térbeli be-
avatkozas modositasaval érjik el. Bontsuk fel az
elektronstrtséget p = p;+p, moédon, ahol p, a d ki-
szobszint feletti, p, pedig a kiiszobszint alatti jarulék.
Mivel p,-t folyamatosan perturbaltuk, az nem tekint-
het6 a megoldas részének. A szerkezeti tényezékhoz
adott jaruléka azonban jelentGs, és a legerSsebb refle-
xiok esetén kortilbelul ortogonilis a szerkezeti infor-
maciot hordoz6 p, sdrlség jarulékara. Kézenfekvs
tehat a beavatkozas: toroljik p,-t, és a Fourier-ciklus
utols6 harom lépését végezzik el az igy modositott
elektronstrdséggel. Altaliban igen litvinyos javuldst
kapunk, nehéz atomok mellett korabban nem lathato
konnyd atomok teljesen tisztan jelennek meg. Az elja-
rasnak szdmos viltozata van, példaul tobb ciklus, a &
kiiszobszint novelése, a valos térbeli racs felosztasa-
nak finomitasa, amelyekkel még pontosabb elektron-
strtiséget és még pontosabb fazisokat kaphatunk.

Algoritmusviltozatok és alkalmazasok

Az elmult 10 évben a toltésalternalé algoritmusnak sza-
mos valtozata sziiletett. Ezek célja (i) a rontgen egykris-
taly-diffrakciotol eltérs adatok kezelése, (i) a konver-
gencia gyorsitasa, illetve (iii) az ab initio mikodéstsl
eltérGen, a legkiilonboz6bb szerkezeti informaciok fel-
hasznalasa volt. Az Gj algoritmusokbdl természetesen Gj
alkalmazasok is kovetkeztek. Teljes attekintés helyett itt
csak néhany példat emlitiink meg.

Az egykristalyok kiilonleges csoportjat alkotjak a
modulalt szerkezetek és kvazikristalyok, amelyek pe-
riodicitasat 3 dimenzio helyett csak magasabb dimen-
zios szupertérben lehet leirni, az atomi tartomanyok
pedig kiterjedtek. Lukas Palatinus felismerése volt,
hogy a toltésalternalo algoritmus valtoztatas nélkil md-
kodik szupertérben is, és alkalmas az ilyen jellegi szer-
kezetek megoldasara [8]. Ez azért jelentSs eredmény,
mert ezen a terlleten a fazisprobléma megoldasara ko-
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rabban egyaltalan nem létezett direkt modszer, egy-egy
kristalyszerkezet megoldasa évekig is eltartott.

Szamos Uj anyag kezdetben nem allithato el6 egy-
kristaly formaban, ezért a gyakorlat gyakran igényli a
polikristalyokrol szerzett szerkezeti informiaciot. Az
ab initio megoldas nehézsége, hogy a pordiffrakcios
adatok egydimenziosak, a teljes reciprok tér a szorasi
vektor hosszara van vetitve. Mivel tobb Bragg-reflexio
is atlapol, az egyes reflexiok csupan a diffraktogram
alapjan nem valaszthatok kilon, célszerd egész refle-
xidcsoportokat kozosen kezelni. Baerlocher és mun-
katarsai erre az esetre egészitették ki a toltésalternald
algoritmust egy extra ciklussal [9]. Az algoritmus por-
diffrakcios valtozata az iteracié nagy részében vilto-
zatlanul mikodik, de bizonyos id6kozonként a refle-
xiocsoportok intenzitasat Gjraosztja az aktualis elekt-
ronstriiség alapjan. Igy lényegében egyszerre torténik
a fazisok meghatarozasa az F,,(k) adatok egyre javu-
16 becslésével.

Mivel a toltésalternalo algoritmus nem épit sem a
direkt, sem a reciprok tér dimenzi6szamara, ezért az
elektrondiffrakcios adatokra jellemzS kétdimenzios
vettiletekben is hasznilhato. A rontgen-pordiffrakcio,
az elektrondiffrakci6 és az elektronmikroszkopia ada-
tainak kombindldsa is szimos lehetSséget nyujt, eze-
ket korabban megoldhatatlan zeolit katalizatorok ese-
tén hasznaltak sikerrel. A hatarokat mas szempontbol
is tovabb lehet tagitani. Az el6z6 fejezetben bemuta-
tott eljards az elektronsiriség pozitivitasat feltételez-
te. Neutrondiffrakcid esetén azonban a szorasstriség
negativ is lehet, ennek kezelésére fejlesztettik ki az
algoritmus ugynevezett savalternalé (band flipping)
valtozatat [10]. Két pozitiv elektronsiriségt, de kissé
kilonb6z6 szerkezet esetén is hasznos ez az algorit-
musvaltozat, a gyakorlatban gyakran fordul el az
ugynevezett differenciaszerkezetek meghatarozasa-
nak igénye.

A misik nagy témakor a konvergencia gyorsitisa, a
megoldhat6 szerkezetek méretének novelése. Itt az
elsd javitasi lehetSség a szerkezeti tényezok olyan mo-
dositasa, amely a természetes méretd atomokat tdato-
mokkal helyettesiti. Ezek a normalt szerkezeti tényezSk
fontos szerepet jatszottak a klasszikus direkt modsze-
rek elméletében, és a toltésalternalo algoritmus konver-
gencidjat is jelentGsen gyorsitjidk. Erthetd miért: keve-
sebb pontba koncentralodé elektronsiriség kevesebb
informacidhordozo viltozot jelent. A szokasos norma-
las azonban mind az atomtipusok, mind a kémiai Osz-
szetétel elGzetes ismeretét igényli, amelyekre eddig
nem volt sziikségliink. Hogy minél kevesebbet adjunk
fel a modszer ab initio jellegébdl, 0j normalast vezet-
tiink be, amely csak a szerkezetben eléforduld legne-
hezebb atom tipusinak ismeretén alapul, és legalabb
olyan jol mikodik, mint a klasszikus modszer.

Az alapalgoritmus szamos valtozatat fejlesztettiik ki
magunk is [1-4, 10], tapasztalatainkrol kovetkezzék
néhany altalainos megallapitias. A direkt térben a tol-
tésalternalas lokalis perturbiciot jelent, €s ennél nincs
igazan jobb valasztds. Azonban, ha az iteracié a meg-
oldast megakadalyozo, metastabil allapotba kertl,
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akkor ebbdl sokkal konnyebb egy reciprok térbeli
perturbacioval kibillenteni. Ez ugyanis a direkt térben
nem-lokalis moédon hat, azokat a kiiszobszint feletti
elektronsiriség-pontokat is modositja, amelyeket a
direkt térbeli lépés nem. A konvergenciat ezért sokfé-
leképpen lehet gyorsitani a reciprok térbeli 1épés mo-
dositasaval, és minden részletnek jelentésége van.
Megleps, de egymastol kis mértékben kilonbozé
algoritmusok teljesit6képessége nagyon kilonbozhet,
a megoldashoz sziikséges ciklusok szama tobb nagy-
sagrendet valtozhat. Az is jol latszik, hogy az Gj algo-
ritmusok valoban eltéré elven mikodnek. A klasszi-
kus direkt modszerekkel dsszehasonlitva, a toltésal-
ternalo algoritmus az atomok véletlenszerd eloszlasat
valamivel nehezebben, de a rendezett atomi elrende-
zéseket és pszeudoszimmetridkat sokkal konnyebben
kezeli. Erre egy sajat eredmény ad nagyon szép pél-
dat [11]. Egy adott feladathoz az optimalis algoritmus-
valasztast végsS soron a rendelkezésre allo adatok
mennyisége hatarozza meg, jo felbontasa adatok ese-
tén tobb perturbacio, adathiiny esetén azonban ova-
tosabb beavatkozis vezet célra. Erdekes hibrid a meg-
novelt perturbacioé és a negativ visszacsatolas kombi-
nacidja, amely kis szerkezeteket a krisztallografiai
folyoiratokban szokdsos adatok tizedével is meg tud
oldani [4]. Bizonyos esetekben az adatok mennyisé-
ge/mindsége nem teszi lehetévé a kristalyszerkezetek
ab initio meghatarozasat. Ekkor tovabbi informaciok
felhasznalasara kell torekedni, példaul direkt térben
néhany nehéz atom vagy molekularészlet, reciprok
térben bizonyos fizisok ismerete segithet. A toltésal-
ternalé algoritmus minimalis valtoztatassal alkalmas
az egyszeribb esetek kezelésére, azonban ezen a
tertileten még szamos kihasznalatlan lehet&ség van.

A kristalygombbe nézve

Josolni nehéz, kilonosen a jovére vonatkozdan”
(Mark Twain). Hogy mi lesz a toltésalternalo algorit-
mus sorsa, nem tudhatjuk. Mint ahogy azt sem, hogy
milyen matematikai/fizikai modszerek haladjak majd
meg a mai gyakorlatot, és hoznak el6relépést a krisz-
tallografiai fazisprobléma megoldasaban. Az irast
ezért egy problémahalmazzal zarjuk, olyan feladatok-
kal, amelyek megoldasan biztosan érdemes dolgozni.
Az elsé ilyen: nagyon nagy szerkezetek meghataroza-
sa, de jo felbontastu adatok felhasznaldsdval. Tapasz-
talatunk szerint valamilyen mérettartomidnyban mind-
egyik modszer ,meghal”, mindegyik hirtelen, am a
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szerkezetek jellege sokat szamit. Tanulsigos lenne
minél tobb algoritmust és minél tobb szerkezetet egy-
ségesen mindsiteni. A masodik feladat: kis szerkeze-
tek meghatarozasa, de rossz felbontasu adatok alap-
jan. Az ab initio megoldas minimalis mellékfeltételei
(atomicitds, pozitivitds) itt mar biztosan nem elegen-
dsk. Hogyan segithetnek tovabbi kémiai jellemzék?
Milyen paramétertérben lesz a szerkezet leirasa me-
gint ritka? A megoldast lehet-e kvantitativ médon mi-
nésiteni abbol a szempontbol, hogy mi az adat és mi
a mas jellegl informaciok jaruléka? A fehérje-krisztal-
lografia feladatai a nagy méret és a rossz felbontis
nehézségeit egyszerre hordozzak magukban. Mikoz-
ben az adatbidzisok szerepe egyre ng, az ezek segitsé-
gével megoldott szerkezetek a modelltorzitas jelensé-
gét nem kertlhetik el. Az Gj modellek adatbazisba
helyezése raadasul olyan pozitiv visszacsatolast jelent,
amely elSbb-utobb mar az adatbazisok mindségét
veszélyezteti. A modelltorzitas csokkentése ezért hal-
mozottan fontos feladat. Az iteracios eljarast jellemzé
josagi tényezdkkel is baj van, a fazistér feltérképezé-
sének latszolag stagnald szakaszaban nem elég infor-
mativak. J6 helyen vagyunk? Jartunk mar itt? A vala-
szok minGségileg Gj parhuzamos programok megira-
sat segitenék. A szimmetridk helyes kezelése sem
lezart kérdés. Mi az oka, hogy bizonyos algoritmusok-
nal ezek haszndlata kifejezetten karos? Biztos, hogy
mas esetekben hasznos? Végiil, de nem utolsésorban,
milyen elvileg is Gj lehetSségeket hoznak a rontgen
szabadelektron-1ézerek? A makromolekuldk és viru-
sok szerkezetének meghatarozasat megszabaditjak-e
a kristalyositas gyakran reménytelen feladatatol, ma-
tematikailag pedig magatol a fazisproblématol?

Nyitott kérdések sora jelzi, hogy a modern krisztal-
logrifia elsé évszdzada utdn is maradt elég tennivald
— metodikai szempontbdl is.
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