CSATOLT REZGESEK

Kedves bardtom, Skrapits Lajos tanar ar emlékére

A szabadon esé rugo fizikdja

Husz évvel ezel6tt az ELTE Altalinos Fizika Tanszék
hagyomanyos téli visegradi konferencidjan Skrapits
tanar Gr egy érdekes, és els§ pillanatra meglepd,
kisérletet mutatott be. A kisérletet filmen rogzitették,
azt Medgyessy Gabor, a tanszék mérndke gondosan
megdrizte és rendelkezésemre bocsitotta. Az 1. és 2.
abra képei a film alapjin késziltek.

Az 1. abra bal oldalan egy felfiggesztett hossza
rugd lathato, amely sdlydanal fogva 1,29 méterre meg-
nyulik és felveszi egyensulyi helyzetét. Skrapits tanar
ar elégeti a tartd szalat és a 2. dbra 8 felvétele mutat-
ja, mi torténik ezutan. Lathato, a rugd oly modon hu-
zodik 6ssze, hogy az alja egy ideig (0,3 masodpercig)
helyben marad. Miutdn a rugo teteje eléri az aljat az
egész szabadon esik tovabb. A kisérlet soran készitett
felvétel alapjin rekonstrualt rugdadatokat a 2. dbra
képein tuntettiik fel.

A matematikai modellben a rugdt Nrészre bontva
az x, (D) (t20, k=1, 2, ..., N) fuggvényekkel leirjuk

Schipp Ferenc Széchenyi-dijas matematikus
az ELTE IK Numerikus Analizis Tanszék
professzor emeritusa, az MTA doktora.
Tobb mint 150 tudomanyos dolgozat, két
angol nyelvi monogrifia és szimos egye-
temi tankonyv és jegyzet szerzdje, illetve
tarsszerzGje. Tobbek kozott a harmonikus
és diadikus analizis, a Fourier-sorok, a
rendszer- és irinyitaselmélet, a numerikus
modszerek, a jel- és képfeldolgozas elmé-
leti kérdésivel és alkalmazasaival foglal-
kozik.
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az mtomegu részek idébeli mozgasat. A k-ik tomeg-
pontra a gravitacios erd és a csatlakozo egy vagy két
rugo feszits ereje hat. Ha 1 < k< n, akkor a k-ik to-
megpontra az alatta és felette 1évG rugodk feszits ere-
je, mig az N-ikre csak a felette 1évs, az elsére pedig
rogzitett esetben a graviticios erén kivil a rogzité
fondl is hat.

Azonos d rugdillandokat feltételezve és az egyes
tomegpontokra felirva Newton 2. térvényét a csatolt

1. dbra
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rezgéseket leird alabbi linearis inhomogén differen-
cialegyenlet-rendszert kapjuk:

mx, = F+mg+d(x,— x,)
mx, = mg+d(x,  —x)=dx,—x,) M
mx, = mg—d(xN—xN_l),

ahol Fa fonal altal kifejtett erét jeloli és 1 < k< N. Az
(D) differencialegyenlet-rendszer a

Fx _ o 0’ x b
a7 2y*

hullamegyenlet diszkretizaciojabol is szarmaztathato,
ha a 9°x/d)” parcialis derivaltat a

(AZ.X')” = ‘xn+1 -2 xn * xﬂ—l
(2)
(x= (X, x, ..., x) € R, m=1,2, .., N
masodrendd  differencia-operatorral helyettesitjiik,

ahol az x € RY vektort az x, := x;, Xy., := Xy szabaly
(diszkrét peremfeltétel) szerint kiterjesztjiik. Ezt fel-
hasznilva az (1) differencidlegyenlet-rendszer

() = 02(A2x)(D) + b (x(1) € RY) 3

alakba irhat6 at. Az x° € RY vektort a (3) differencial-
egyenlet-rendszer egyenstilyi helyzetének nevezzik,
ha megoldisa az

W A2X+ b = 0 )

linearis algebrai egyenletrendszernek. Ekkora ¢ (#) :=
X" (t = 0) konstans fliggvény nyilvan megoldasa (3)-
nak. KonnyU belatni, és fizikai jelentés alapjan nyil-
vanvalo, hogy a (4) egyenletrendszernek csak akkor
van megoldasa, ha F=-Nmg és ekkor

o 1 - _pngm”m
x) 5 QN-n)(n-1) y )
(n=1,2,.., N)

kielégiti a (4) egyenletet, amirdl kozvetlentl is meggys-
z6dhetiink. A filmrdl késziilt fényképeken a rugd rosz-
szul lathato, ezért azt az egyensulyi feltételbsl adodo
(5) kezdeti feltételek alapjin rekonstrudltuk és az 1.
abran szemléltettiik a kezdeti idSpont allapotat.

Attérve az y, (1) := x,,,(D—-x,(D) (t=0,1<n<N)
kilonbségekre (3) a kovetkezd

() = Ay(D) + b,

- ©)
Xl(t) = g+%+a2yl(t) (y(t) c RN_I)
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0.58 sec

2. dbra

differencidlegyenlet-rendszerre vezethetd vissza, ahol
bl :=b,.,—b,(1<n<N), tovibba

-2 1 0 0.. 0
1-2 1 0 .. 0

A=A, | N N
0 00 0.. 1-21
000 0.. 0 1-=2

éS A€ R(N—l)X(N—l)

FIZIKAI SZEMLE 2016/6



n=1,..

x, (D

1,29 m

méret, megtett Ut (m)

rugobhossz

t(s)

3. dabra. Az egyes elemi rugodarabok esése (folil) és a rugd dssze-
htzodasa, az x. (1) = max {x,(0): 1 < n <5} kozelités, az x, alsé bur-
kolo, valamint a szabadesés grafikonja (alul).

Az A tridiagonalis matrixokat széles korben alkal-
mazzak differencidlegyenletek numerikus megoldasa-
ban [3-5]. Egervary Jend elsGként felismerve jelentGsé-
gliket, akadémiai székfoglalojaban (2] kiilon fejezetben
foglalkozik ezekkel, meghatdrozva sajatértékeiket és
sajatfiggvényeiket. Ezeket felhasznalva az x,(¢) (= 0)
fuggvények explicit alakban adhatok meg:

x (1) = %gtz +¢ (D),
N-1 ) , )
= &m JT|_g [T
¢, : y ; (91( NJ 9”[ N)Cos(oc o, t)]
(r=0),
ahol
O ZSin(j—n),
’ 2N
0 (x) = cos((12=1/2) x) cos(x/2)
e 2 sin*(x/2)
o = i, O0<x<m, 1< n< N
N m
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Az A, sajatértékei a A, = —oF (1 £ k< N) szamok,
a v, = (W Uy oy Unen) s Uy = sinGikn/N) (1 < j, k<
N) sajatvektorai azonosithatok a diszkrét trigonomet-
rikus rendszerrel. Ennek és az (5) specidlis kezdeti
feltételnek koszonhetén felhasznalhatok a konjugalt
Dirichlet- és Fejér-féle magfiiggvények [6], [8] és en-
nek alapjan megkaphatjuk a (8) zart formulat.

A 3. abran szemléltetjik az x,(¢) (1= 0) figgvények
grafikonjat N = 25 valasztds mellett és ugyanitt abrazol-
tuk a g/2 (+ 2 0) fiiggvényt. A kinyujtott rugd hosszat
x5 = 1,29 méternek véve o, = 47,8 s~'-nek adodik.

A Kkisérleti eredmény Ggy interpretalhato, amint azt
az abra is mutatja, hogy az x,(¢) figgvények egy n-t6l
fuggds (0,1, intervallumon kozelitSleg allandok. Ez
azon meglepd tulajdonsig kovetkezménye, hogy az
x,~ek a =0 pontban (2n—1)-ed rendben érintkeznek
a konstans fuggvénnyel:

X720 =0 (j=1,2, ..., 2n=1),
(10
x2(0) # 0.

Megjegyzem, a 3. dbra alapjan lathato, hogy a to-
megpontok az esés sordn Utkoznek és errdl a leirt
modell nem ad szimot. Erdemes lenne ezt figyelembe
véve modositani az itt ismertetett modellt. Az x, (1) (¢
20és1<n<N) figgvények helyett a

x (1) = min{x,(?) : n < k< N}

als6 burkolokat véve a rugd Osszehuzodasinak egy
jobb leirasat kapjuk. Ezeket szemléltetjik a 3. dbran.
A numerikus szamitdsok azt mutatjak, hogy az also
burkol6knak létezik hatarértéke, ha N — o. N = 25
esetén mar a hatarérték egy jo kozelitését kapjuk. A 3.
abra also részén a kisérleti adatokat, az x, (1) (r= 0),
valamint az x(#) = min,.,.5 x,(0) (2 2 0) fuiggvény

4. abra. Csonkakup alaka rugd esése.

iy
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5. dbra. Csonkakup alaka rugok rezgései a mozgd koordinatarendszerben.

grafikonjat szemléltetjiik, amely a mérési adatok egy
jobb kozelitését adja.

A jelzett probléma formalis kezelése helyett a mo-
dellt a részek utkozését leiro feltétellel kellene kiegé-
sziteni. Erre torténik kisérlet a folytonos modell ese-
tén az [1, 7] dolgozatokban.

Az itt bemutatott modell egy csonkakuap alaka rugd
szabadesését irja le. Ebben az esetben a rugd részei
nem Utkdznek egymassal. A (8) Osszefliggések alap-
jan konnyen készithetiink olyan animiciokat, ame-
lyek hiden tikrozik a kifeszitett, csonkakap alaka ru-
gOk szabadesését. A 4. és 5. abrakaz animacios prog-
ram felhasznaldsaval készultek.

Az 5. abrana ¢,(1) (120és 1< n<N) fuggvények
grafikonjat szemléltetjik. Ezek irjak le a rugd rezgé-
seit a (szabadon es&) mozgd koordinatarendszerben.

Felhasznalva a szoban forgo differencidlegyenlet-
rendszer specidlis tulajdonsigait a meglepd fizikai
jelenség matematikai hétterét jelentd (10) tulajdonsa-
got anélkul igazolhatjuk, hogy a differencialegyenlet-
rendszert megoldanank.

A rugd egyensulyi helyzetbdl induld szabadesését
leird kezdetiérték-probléma:

X = o*A%x+ b(0),
x(0) = x° (@a?A%X° + b(F) = 0), (o
x(0) = 0,
kovetkezésképpen

X(0) = b(0) - b(F) := c
Megjegyezziik, hogy a ¢ vektor koordinataira

-F
C =_,

m

0 <k N).

e

Ennek alapjan a megoldas Taylor-sorat explicit alak-

ban irhatjuk fel. Nevezetesen a (11) egyenletbdl 2k-
szor differencidlva azt kapjuk, hogy

x(ZIeA 1)(0) =0

Xk2(0) = aZkAZK:(x(Z)(O)> = 0*A%c (ke N).
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Innen a ¢, = 0 (I> 1) feltételt figyelembe véve ado-
dik (10).

A matematikai modellbdl tobb érdekes trigonomet-
rikus Osszefliggés kovetkezik. Példaul a (3) kezdeti
feltétel ekvivalens az

LoNemin-1 =3 (o [im) g [in
S @N=-m)(n=-1 jzl (el(zv] en(zv])

(1<n<N)

egyenlGséggel. Ezek az egyenlGségek elemi eszko-
zOkkel igazolhatok. Ugyancsak elemi eszkozokkel
megmutathat6, hogy a (8)-ban adott fliggvények F=0
esetén kielégitik az (1) differencidlegyenlet-rendszert.

Csatolt rezgések

Hasonlo egyenletekkel irhatok le a mindkét végpont-
jaban rogzitett, illetve egy szabad végponttal rendel-
kezd csatolt rezgések:

. . — 2 +
i X)) = a*Ax(t) + b, a12)
D X% = FAx(D+b (1= 0),

6. dbra. Rogzitett végpontu rendszer rezgései.
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ahol az A mitrix abban kiilonbozik az A-t6l, hogy
ennek jobb als6 eleme helyén -2 helyett —1 4ll.

Az 1) differencidlegyenlet-rendszer egy rogzitett vég-
pontu csatolt rendszer rezgéseit irja le. Ennek egyensu-
lyi helyzetét és megoldadsait szemléltetjik a 6. dbrdn.

A 7. abran egy hirom rugobol 4llo, egy szabad vég-
ponttal rendelkez6 rendszer egyensilyi dllapotat, és az
abbol kimozditott rendszer rezgéseit, az 1) differen-
cidlegyenlet-rendszer megoldisait, szemléltetjuk.

Az A=A, matrix A, = —©; (1 £ k< N) sajatértékeit
és v, = (Vi vy Uponw)' sajatvektorait felhasznilva
egyszerlien meghatdrozhatok az A madtrix p, == A,

8. dabra. Az F, fiiggvény grafikonja és a A,, W, sajatértékek.

g H3 H2 H

0
A i A .

(1 £ k< N) sajitértékei és 0, (1 < k< N) sajitvektorai.
Nevezetesen a sajatértékek az

N-1 2
) Mo 1By
j=1 z- }\'j

(ze R z=# 7»].,

FH(Z) =
1<j<N)

egyenlet megoldasai:

Fy =1 A<k<N,

)\'N—I<MN—1< '<7L1<u1<0'

A 8. abra alapjan nyilvanvald, hogy a szoban forgd
egyenletnek pontosan N—1 megoldasa létezik, ame-
lyek (példaul intervallum-felezéssel) egyszerlien meg-
hatarozhatok.

A sajatvektorok:

5 = Uy (y-1 Yov-vwv-1 1<k<N. (13)
‘ M}e_}\'l ule_;\’N—l

Ezeket felhasznalva felirhatjuk az i) nulla sebességgel
inditott (az x,(0) = 0, 1 £ n < N) kezdeti feltételnek
megfelel megoldasait:

N-1
x (D = c, U, Ccos(oLm, )+
(1<n<N 20,

ahol x° az i) egyenlet egyensulyi helyzete, és a ¢, al-
landok a helyre vonatkozo kezdeti feltételek alapjan
hatdrozhatok meg. A A, = -@? jeldléssel hasonlo
formulik adodnak az 1) megoldasalra Ezek alapjin
késziltek a 6. és 7. dbra grafikonjai.
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