TENGELYSZIMMETRIKUS CENTRALIS KONFIGURACIOK

A NEGYTESTPROBLEMABAN

Centralis konfigurdciok

A centrilis konfiguracidk vizsgalata az égi mechanikai
n-test problémihoz kapcsolodik: hatirozzuk meg n
pontszerud test mozgasat, ha rijuk csak a Newton-féle
kolcsonos gravitdcios vonzoerdk hatnak. A probléma
mozgasegyenletei:

m. m.
/; ;3 L —r), 1< j<n,
i
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ahol a pont a ¢ id6 szerinti derivalast jelenti, m; és r,
az i-edik test tomege €s baricentrikus helyvektora, 7;
az i-edik és j-edik test egymastol valo tavolsiga (a
gravitacios allando 1-nek vehetS a hosszisag, tomeg
és idG egységének megfelel6 megvalasztasival).

Az (1) egyenletek nem integralhatok. Perturbacio-
szamitasi modszerekkel kozelité megoldasok vezet-
hetsk le, ilyen megoldasokat hasznialnak a bolygok
mozgasanak leifrisara. Egy nem integralhat6é dinami-
kai rendszernél egzakt megoldasokat a periodikus
megolddsok szolgaltathatnak. A centrdlis konfigura-
ciok specialis periodikus megoldasok.

Centralis konfiguriciorol beszéliink, ha minden
egyes testre hat6 eredd er$ a rendszer tomegkdzép-
pontjaba mutat. Ekkor a testek Ggy mozognak, hogy
a pillanatnyi helyzetiik altal meghatarozott konfigu-
ricié dnmagihoz mindig hasonlé marad. A testeket
0sszekots szakaszokbol allo alakzat eltolodhat, fo-
roghat, mérete valtozhat, 4m az alakzat sz6gei nem
valtoznak. Két centralis konfiguraciot akkor tekin-
tenek kiilonbdzének, ha ezekkel a transzformaciok-
kal (eltolas, forgatas, nagyitis) nem vihetSk at egy-
masba.

(1) alapjan a centralis gyorsulasok feltétele (az m,

s

tomegekkel valo egyszerdsités utin):

m,
/;i 73]("]'_"1) =—-Ar, 1<
;

l‘, A7‘ S n7

ahol a A(#) > 0 paraméter minden testre ugyanaz (ez
sziikséges a konfiguracié dnhasonlosagahoz).
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Adott tomegek esetén a (2) nemlinearis algebrai
egyenletrendszer szolgal a centrilis konfiguracionak
megfelel§ poziciok meghatarozasara. A feladat azon-
ban igen nehéz az 7*2 nevezGk miatt (a kolcsdnds ta-
volsagok a testek koordinataitol fiiggnek, igy az isme-
retlen koordindtik bonyolult médon szerepelnek az
egyenletekben).

(2) megoldasa n = 2-re és 3-ra ismeretes. A kéttest-
problémat mir Newton megoldotta, értelemszerlen az
erck itt centrdlisak. A haromtestprobléma centralis
konfiguraciéi az Euler-Lagrange-megoldasok. FEuler
mutatta meg, hogy hirom test mozoghat Ggy, hogy
mindig egy egyenes fektethetd rajtuk keresztiil, mikoz-
ben kolesonos tivolsagaik aranya allandd marad. Két
test 0sszekOts egyenesén egy harmadik test hirom
kilonbozs tartomanyba helyezhetd el (a testek kozé,
illetve a testeken kiviil), s ebben az esetben a (2)-bdl
levezethets otodfoku algebrai egyenletnek mindegyik
tartomanyban egy megolddsa van a harmadik test po-
zicidjara, igy harom Euler-megoldas 1étezik. Ezek mel-
esetet talalt, amelyekben a hirom test mindig egyenlé
oldalt haromszogek csucsait alkotja. A haromtestprob-
léma centrilis konfigurici6it roviden csak Lagrange-
megoldasoknak nevezik (7. dbra). Mind az 6t esetben
a tomegek tetszélegesek lehetnek, és az egyes testek a
rendszer tomegkozéppontja koril Kepler-mozgast vé-
geznek, mikdzben vagy egy egyenesre illeszkednek,
vagy szabalyos haromszoget formalnak.

Az n 2 4 esetekrdl viszonylag keveset tudunk. Az
Euler-megoldasokat 1910-ben R. Moulton altalanosi-
totta, megmutatva, hogy tetszSleges tomegekkel 7 test
n!/2 szama egyenes vonald, centralis konfiguraciot
alkothat. EgyenlS tomegek szimmetrikus elrendezései
is centralis konfiguraciot valosithatnak meg (példaul
egy kor mentén egyenletesen elhelyezkedve, mig a
kor kozéppontjaban tetszleges mas tomeg is lehet).
Az n = 4 esetben egyetlen térbeli centralis konfiguracioé

1. abra. A Lagrange-megolddsok. A P,, P, testek mellé egy harmadi-
kat az L; Lagrange-pontok valamelyikébe lehet elhelyezni, hogy
centralis konfiguracio jojjon létre.
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létezik, amelyet egyenlS tomegu testek egy szabalyos
tetraéder csucsaiban elhelyezkedve hoznak 1étre.

A (2) egyenletek, illetve az ezeknek megfelelS, mas
formaban felirt egyenletek bonyolultsiga olyan mér-
tékd, hogy megoldasuk numerikusan is nehézségek-
be ttkozik. Igy numerikus megolddst néhiny rész-
esetben sikerult kapni, valamilyen szimmetriat, vagy a
tomegek kozti bizonyos szama egyenlGséget feltéte-
lezve. A 6 hangsuly ezért inkdbb a centrilis konfigu-
raciok szamanak meghatarozasara iranyul. A hirom-
testprobléma egyenes vonala esetében egy otddfoka
algebrai egyenletb6l lehet meghatarozni a harmadik
test relativ pozicidjanak koordinitijat (az egyenlet
egyltthatdéi a tomegektsl fiiggenek), és ennek az
egyenletnek tetszéleges tomegek mellett hArom meg-
oldasa létezik (ez az egyenletre alkalmazhaté Des-
cartes-féle elGjelszabalybol kovetkezik). Kérdés, 1> 4
esetén hasonld megillapitas tehets-e?

S. Smale amerikai matematikus 1998-ban 6sszealli-
tott egy listat a 21. szazad altala legfontosabbnak itélt,
megolddsra vard matematikai problémairdl. Ezen a
listan szerepel a centralis konfiguraciok szimanak kér-
dése is: adott n-re, tetszSleges tomegek esetén véges-e
a centralis konfiguraciok szama (kiilonbozéknek azo-
kat tekintve, amelyek a harom emlitett transzformacio-
val nem vihetSk at egymasba). D. Saariis a 21. sziazad
matematikai problémajanak tartja a centralis konfigura-
ciokat, mert a probléma konnyen megértheté a nem
szakemberek szamara is, ellendllt az eddigi megoldasi
kisérleteknek, és jelentdsége nagy. Ez utdbbival kap-
csolatban érdemes emliteni, hogy az 7n-test probléma-
ban a testek ttkozésekor a rendszer centralis konfigu-
raciok felé tart (ez lehet Ggy, hogy valamennyi test egy
pontban ttkozik, vagy ugyanazon idSpontban tobb
kiilonbdz pontban). A végsd mozgiasok is (egyre no-
vekvé idépontokra) centralis konfiguraciok felé tarta-
nak. Friss eredmény, hogy a sikbeli esetben 7 = 4-re
2006-ban M. Hampton és R. Moeckel, n = 5-re 2012-ben
A. Albouy és V. Kaloshin bizonyitotta a centrilis konfi-
guraciok szamanak végességét.

Tengelyszimmetrikus konfiguracio
a négytestproblémaban

A centralis konfiguraciok problémakoréhez a négy-
testprobléma egy tengelyszimmetrikus esetének teljes
megoldasaval jarultunk hozza [1]. A jelolések és a
konfiguracié a 2. dbran lathatok. A és B jeloli azt a
két pontszerd testet, amelyeken dtmend egyenes a
szimmetriatengely, egyben az egyik koordinataten-
gely. Az E és E’ testek erre szimmetrikusan helyez-
kednek el (deltoid alakt konfiguriacio), és egyenls
tomegtiek. O a rendszer tomegkozéppontja, amely az
Oxy derékszogl koordinata-rendszer kezdSpontja, az
Ox tengely az A pont felé mutat. (Megjegyezzik,
hogy elég azt feltételezni, hogy O az AB egyenesen
van, E és E’ pedig ezen kivil, kulonbozé félsikok-
ban, ebbdl kovetkezik a szimmetria és az E, E testek
tomegének egyenlSsége. Azt is fontos megemliteni,
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He o
2. dbra. A tengelyszimmetrikus konfiguricio jelolései.

hogy létezik mas tengelyszimmetrikus centrilis konfi-
guracio is, a szimmetrikus trapéz, az alapok cstcsai-
ban két-két egyenlS tomeggel, ezzel az esettel azon-
ban nem foglalkoztunk.)

Célszerd dimenziotlan koordinatakat és tomegeket
hasznalni. Legyen a hosszegység az E pont tavolsaga
az x tengelytSl. Ezzel A és B koordinatdi: A(a,0),
B(=b,0). Az E, E’ pontok tavolsiga A-t6l és B-tSl d,
és d,. A tomegegység legyen a testek Ossztomege,
ekkor A, B, E dimenziétlan tomege rendre W,, W, és |
(E’ tomege is W). Fennall a

_ T-p, -,
H 2
Osszefliggés, tehat két figgetlen tomegparaméter van,
W, és W,. Ezekre teljestlnie kell, hogy 0 < p,, u, <1 és
0<u,+u, <1 (az egyenlSség akkor all fenn, ha hatar-
esetként nulla tomegeket is megengedink). Az E, E’
pontok x koordindtaja, az Ffelez6pontéval megegye-
z6en: —(ap, — bW, /2.

Az ismeretlen a, b koordinatakra levezethetSk a
(2)-nek megfelelS egyenletek:

u ;__b_i _(1_H _M>l_i a=0
2 (ﬂ"’b)z dl3 d23 1 2 S df )
3
1 b a 1 1
_— - ——|-(1=p, - ———1b=0
My @@ (T=m— )| g pE :
ahol

2
1 2 %

2

-u,b

| PO P
T-p,—n,

A A paraméterre a (3) egyenletektdl figgetlen egyen-
let vezethetd le, amelybdl A kiszamithatd, ha (3)-bol
a-t és b-t mar meghataroztuk.
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A (3) nemlinearis algebrai
egyenletrendszer két paramé-
tertsl fugg (U, és W,), és keét
ismeretlent tartalmaz (a és b).
Ez azonban nézépont kérdé-
se, attol fugg, hogy a problé-
mat milyen szempontbdl te-
kintjiik. Altaldban az Ggyne-
vezett direkt problémat vizs-
galjak: megadjak a tomegeket
(W, W és azt keresik, hogy a
testeket hova kell elhelyezni
(a, b), hogy a konfiguracié centrdlis legyen. Ezzel
ellentétes az inverz probléma: adott helyekre (a, b)
mekkora tomegeket (u,, W,) kell tenni, hogy centralis
konfiguracié valosuljon meg. Barmelyik problémat
vizsgaljuk azonban, a nehézség ugyanaz, ezt pedig a
(3)-ban szereplS d; és d; nevezSk okozzak. Mint (4)-
bél lathato, d, és d, fugg a tomegektdl és a koordina-
taktol. (3) megoldasa igy numerikusan is nagy kihi-
vas, és ily modon csak néhany specidlis megoldast
tudtak meghatarozni.

Egy messzire vezetd oOtlet

A nevezdSkben 1évé tavolsigokbodl szarmazod nehézsé-
gek kiklszobolésére [1]-ben az a, b koordinatak he-
lyett szogkoordinatakat vezettiink be, ami végtil elve-
zetett a (3) egyenletek explicit algebrai megoldasaig.

A koordindta-transzformacio felirisakor figyelembe
kell venni, hogy haromféle deltoid-konfiguracio le-
hetséges, egy konvex és két konkav (3. dbra). A kon-
vex esetben az E, E’ pontok F felez6pontja elvalaszt-
ja A-t és B-t, a konkav esetekben A és B az F-hez
képest egy oldalon vannak. Jelolje Caz A, E, E tes-
tek tomegkozéppontjit. Az 1. konkav esetben B az F
és Cpontok kozott, a 2. konkav esetben a C'és A pon-
tok kozott helyezkedik el.

A konvex esetben az E, E’ testek tomegének
egyenlGsége miatt feltehetjiik, hogy A nagyobb tome-
g, mint B (U, = W,). A konkav esetben elvben B-t az
A-n kivil is elhelyezhetjik a szimmetriatengelyen,
azonban, ha A4 és B tomegének arinyira nem tétele-
zink fel semmit, akkor ez nem eredményez Gjabb
tipust konkav konfiguraciot.

Az A és B pontok szogkoordinatidjaként a 3. abran
lathato o és B szogeket bevezetve egyszerld geomet-
riai Osszefliggésekkel kifejezhetSk a tavolsigok: d, =
1/cosa, d, = 1/cosP, és felirhatd az a, b és a, B koordi-
natak kozotti kapcesolat. Az 1. konkav esetben ez

a=(1- tanol — U, tanl3,
(1 K, tanf 5

b=, tano — (1 - p,)tanf.

A konvex eset transzformacids Osszefliggései az (5)
egyenletektSl annyiban kiilonboznek, hogy B helyett
—B-t kell irni, a 2. konkav esetben pedig b kifejezését
ellenkezé elGjellel kell venni.
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3. dbra. Deltoid alakt konfiguraciok: konvex (balra), 1. konkav (k6zépen), 2. konkav (jobbra).
Caz A, E, E testek tomegkozéppontja, O pedig a teljes rendszeré.

A (3) egyenleteken mindhdarom esetben végrehajt-
va a transzformaciot, és a kapott egyenleteket W,, W,
szerint rendezve, mindegyik esetben azonos alakt
egyenletrendszert kapunk:

|
o

aouf_zaoul+Cu1“2+bluz_bou§+go -

I
o

_a()“'eral“'l_C“'l uz_Zbop‘erbop’ﬁero

ahol az egyiitthatok o és B trigonometrikus polinomjai:

a, = (COSSOL - 1] tana,
8
1

a = ———-

(tano — tanP)?

1 , \ 1

— | = —cos’o — cos’B |tanP — = tana,

8 8
b, = —(COS5B - é] tanf3, @
b = S S

(tano — tanP)?

+

(% - cos’a — cos%]tana + % tanf3,

c= (COSSB - %J tanol + (Cos3oc - %] tanf3.

A konvex esetben ezekben a kifejezésekben B-t nega-
tiv elGjellel kell venni. A konkav eseteket az kilon-
bozteti meg, hogy (1-p,)tanP kisebb (1. eset), vagy
nagyobb (2. eset) W, tano-nal (ez a feltétel azt fejezi ki,
hogy a B pont a C-hez képest hol helyezkedik el).

Az egyltthatok kozott minden esetben fennall az

a,—b,+b—a +c=0 ®

Osszefliggés.

A szogkoordindtikra vald attérés elénye abban
mutatkozik meg, hogy a transzformalt (6) egyenletek-
ben nincsenek kritikus nevezdk (a konkav esetekben
tano—tanP # 0, mivel o # B, az egyenlGség ugyanis A
és B egybeesését jelentené, masfelSl a konvex eset-
ben a kérdéses nevezd tano+tanf alakd).
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4. abra. Kritikus egyenesek és a hozzajuk tartozo tomegek a kon-
vex esetben. Centrilis konfiguraciok a szines tartomanyba esé o és
B értékekre lehetségesek.

A (6) egyenletek szerkezete sugallja az inverz problé-
ma vizsgalatat. A direkt probléma, adott W, w,-hoz ke-
ressiik o, B-t, nem latszik jarhatonak az egyenlet egytitt-
hatoinak a szogektSl valé bonyolult fliggése miatt. A
forditott Gt, adott o, B-hoz keresstik W,, W,-t azonban
kivitelezhetSnek tdnik, hiszen a (6) egyenletek a tome-
gekre nézve masodfokaak. Raaddsul (6) egyenleteit Hsz-
szeadva W, és W, kozott linearis kapcsolat adodik:

(a,—2a,)pn, +(b =21, +a,+b, = 0. ®

Ez lehetévé teszi a (6) egyenletek egyszerd masodfo-
ka egyenlet alapjan torténd megoldasat, az egyuttha-
tok kozti (8) Osszefliggés pedig a megoldas explicit
formaban valo kifejezését:

(b, + a,- b,) b,
a, b, +a, by—a b’

M, =
(10)
(“1 + bo_ “o) %,

e ™ a, b, +a, by— ab,

Van egy masik megoldaspir is, ennél azonban a to-
megek Osszege mindig 1, igy ezt az esetet nem vizs-
galtuk (a gyokok oOsszege Ggy is lehet 1, hogy az
egyik gyok negativ, a masik pozitiv, igy ez a megol-
daspar nem feltétlentl jelent kéttestproblémanak
megfelelS valos megoldast).

Az (5) és (10) egyenletek a (3) nemlinedris algebrai
egyenletrendszer explicit megoldasat jelentik, és meg-
adjak a probléma 6sszes megoldasat.

A (6) egyenletek és a (10) megoldas érdekes szim-
metriatulajdonsaggal rendelkeznek. Az a, egytitthato-
kat b,-re, a b,-ket a;-re, |L,-et W,-re, W,-t W,-re cserélve,
(6) egyenletei felcseréldnek. Az a; és b, hasonlo fel-
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cserélésével a (10) megoldasban W, és |, is felcseréls-
dik. Ezért mindegy, hogy (9) felhasznalasaval a (6)
egyenletek kozil melyiket oldjuk meg, a megoldas
formalisan is ugyanaz lesz.

A (10) egyenletek minden o, B parra megadjak azo-
kat a W, W, értékeket, amelyek kielégitik a (6) egyen-
letrendszert. Ezek koziil azonban fizikailag csak azok
redlisak, amelyekre 0 <y, u, < 1,0 <, +u, < 1 telje-
sil. (10) és (7) alapjan az (o, B) paramétersikon nume-
rikusan megvizsgalhato (U,, U,-t egy nagyfelbontasta
racs pontjaiban kiszamitva), hogy hol létezhet valodi
megoldas. Az eredmények azt mutatjak, hogy ez csak
bizonyos tartomanyokban fordulhat el6. A kovetke-
zGkben ezeket az eseteket mutatjuk be.

Konvex eset

A konvex esetben a lehetséges konfiguriacioknak
megfelelS o, B szogek a 4. dbra szinezett tartomanya-
ra korlatozoédnak (o a fiiggSleges, B a vizszintes ten-
gely, és a 3. dbra konvex esetével valo konnyebb
osszehasonlitds kedvéért B a ,szokastol” eltérén nega-
tiv iranyban novekvd). Ezt a tartomanyt kritikus egye-
nesek hatdroljak, ahol a tomegek valamilyen széls6ér-
téket vesznek fel. Az o+2 = 90° egyenes mentén |,
=1, u, = 0 (ez és a tobbi kritikus egyenes a (10)
egyenlet megolddsa). Az o = f egyenesen [, = lL,, O. =
60%ra W, = 0. A 4. dbra szinezett tartomanyaban bar-
mely o, B szogparnak megfelel egy konvexdeltoid-
alaka centralis konfiguracio, amelyhez tartozo tome-
geket (10) adja az adott o, B-val szimitva.

A kritikus egyeneseket felhasznilva ezek a centra-
lis konfigurdciok egyparaméteres csaladokként irha-
tok le. Egy adott csalad kezdd konfiguracidja az o.+2 3
= 90° egyenes egy pontjanak felel meg, amelyre o =
30°+2x, B = 30°-k, ahol 0° < Kk < 15° Az ot
30°+2x-nal rogzitve B értéke 30°—Kk-t0l 30°+2K-ig
novekedhet, amikor egyenléveé valik a-val. Ekdzben a
tomegek Ggy valtoznak, hogy W, értéke 1-r6l csokken,
W,-€ 0-r0l nG, amig o = B-ndl egyenlévé nem vilnak
(5. abra). Ennek olyan rombusz alaka konfiguracio
felel meg, ahol a szemkozti tomegek egyenlSk. Spe-
cidlis esetben, ha o = B = 45°, a konfiguricio négyzet,
és minden tomeg egyenld.

Kilonleges esetet képvisel az o = B és a+2f = 90°
egyenesek Smetszéspontja (4. dbra). Ittu, =1 ésu, =
W, = 0 egyszerre teljestil, S(oe=B=30°) tehat szingula-
5. dbra. A tomegek és a konfiguracio (sematikus) viltozdsa a kon-
vex esetben (balrdl jobbra haladva, ami novekvs B-nak felel meg).
A (piros) tomege 1-r6l csokken, B (z0ld) tomege 0-r6l nd, mig
egyenlSkké vilnak. Az egyenld tomegl E, E' (kék) tomege 0-10l
nd egy maximumig.

0

(=}
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6. dbra. Kritikus egyenesek és a hozzdjuk tartozo tomegek a kon-
kav esetekben. Centrilis konfiguraciok a szines tartomanyokba esé
o és P értékekre lehetségesek. C, és C, az 1., illetve 2. konkav eset-
re vonatkozik.

ris pont. Itt a (10) megoldads nem érvényes, és (6)-ot o
= B = 30°-ra kozvetlenil megoldva a W, +U, = 1 Ossze-
fuggés adodik. A és B tomegének Osszege tehit 1, és
mivel o0 = B = 30°, a konfigurici6é két Lagrange-féle
szabalyosharomszog-megoldasbol all (AEB és AE’B),
ahol azonban E és E’ tdmege 0, mig A és B tomege
U, +u, = 1 mellett tetszéleges. A konvexdeltoid-alaka
konfiguraciok kiinduldépontjat k¥ = 0°-ra ezek a Lag-
range-megoldasok jelentik. A konvex konfiguricio-
csaladok befejezése is Lagrange-haromszogekbdl all.
K = 15%ra o = 60°, és W, = 0 minden B-ra. Igy A4, E, E’
Lagrange-hiromszoget alkot, és mikozben B értéke
15°-t61 60°-ig nd, ezalatt W, értéke 1-r8l O-ra csokken.

Konkav esetek

A konkav esetekben a lehetséges konfiguriacioknak
megfelels o, B értékek a 6. dbra szinezett tartoma-
nyaiba esnek (), G, jeloli az 1., illetve 2. konkav ese-
tet). Ezeket a tartomdnyokat is kritikus egyenesek
hatéaroljak, amelyek (10)-bdl levezethetSk. A 2o—f =
90° egyenes mentén W, = 1, i, = 0. Az o0 = 60° egye-
nesen [, = 0,a B =0° és B = 60° egyeneseken W, = 0.
A szinezett tartomanyokban barmely o, B szogparnak
konkavdeltoid-alaka konfiguracio felel meg, amely-
hez tartozo tomegek (10)-bdl kiszamithatok.

A konkav konfiguracidk is egyparaméteres csala-
dokként irhatok le. Az 1. konkav esetben rogzitett o =
45°+K-ra B értéke 0°-t0l 2K-ig valtozhat (x hatdrai a
konvex és konkav esetekben megegyeznek). Mikoz-
ben B ezen tartomidnyban nd&, W, értéke 0-16l elér egy
maximumot, majd visszacsokken 0-ra (7. dbra). Ezzel
szemben W, egy minimumrol 1-ig ng, a kezdeti mini-
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240

0

7. abra. A tomegek és a konfiguricio (sematikus) valtozasa az 1.
konkav esetben. A kiinduld helyzet Euler-Lagrange-féle egyenes
vonali megoldas (balra). Innen B (piros) tomege egy minimalis
értékrdl 1-ig né. A (zold) tomege 0-tol elér egy maximumot, majd
visszacsokken 0-ra. E, E (kék) tomege folyamatosan csokken.
dulé konfiguracié6 minden x-ra egy Euler—Lagrange-
féle egyenes vonali megoldas, amelyet E, B, E al-
kot, A tomege ugyanis 0. A befejez6 konfiguracio
harom 0 tomegl testbdl (A4, E, E’) és egy egységnyi
tomeglbdl (B) 4ll.

A 2. konkav esetben rogzitett oL = 60°+k-ra P érté-
ke 30°+2x-t6l 60°-ig valtozhat. A |, tdmeg viselke-
dése hasonlo az el6z6hoz, mig W, valtozasa az el6z6
eset forditottja: 1-r6l csokken egy minimalis értékig,
és ez a2 minimum 0-t6l 1-ig ng, ahogy k novekszik. A
2. konkav esetben az egyes csaladok kiinduld konfi-
guricidja az 1. eset befejezésével megegyezSen ha-
rom 0 tomegl testhdl (4, E, E") és egy egységnyi
tomeglbdl (B) all (8. dabra). A befejezd konfiguracio
Lagrange-féle hairomszog, amelyet B, E, E’ alkot, mig
ekkor A tomege 0.

A 20—B = 90° és o = 60° egyenesek S metszés-
pontjaban (6. abra) W, =1 és W, = 0 egyszerre teljesil,
igy S(oe=60°,B=30°) szingularis pont, ahol (10) nem
érvényes. Erre az o, B-ra (6)-ot kozvetleniil megoldva
a W,+3u, =1 osszefliggés adodik, és =, is fennall.
Igy az S szingularis pont olyan konfiguricionak felel
meg, amelyben A, E, E’ Lagrange-féle szabalyosha-
romszog-megoldast valosit meg, egyenls tomegekkel,
B pedig a rendszer tomegkozéppontjaban helyezke-
dik el, ami jelen esetben egyben a hiaromszog suly-
pontja is, és tomege tetszGleges (W, +3 1, = 1 mellett).
Specialis esetben mind a négy tomeg egyenld lehet.

Adott poziciokhoz ismerve az ide helyezendé tes-
hato létre, hogy a testeknek a tomegkodzépponttol
szamitott tavolsdgukkal ardnyos nagysigi kezddse-

8. dbra. A tdmegek és a konfigurdcid (sematikus) valtozdsa a 2.
konkav esetben. A kiindul6 helyzetben B (piros) tomege 1, innen
csokken egy minimdlis értékig a befejezé Lagrange-féle hairomszog-
megoldasnal (jobbra). A4 (z6ld) tomege hasonléan valtozik, mint az
1. konkdv esetben, és a befejezé konfigurdciondl 0. E, E' tomege
folyamatosan né.

0
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bességet adunk, irdnyukat pedig a helyvektorokkal
ugyanakkora szoget bezaronak vessziik. A rendszert
ily moédon elinditva, a testek Kepler-mozgast végez-
nek, mikdzben konfiguraciojuk 6nmagihoz hasonlo
(konvex vagy konkav deltoid) marad.

Tavlatok

A deltoid alaka centrilis konfiguraciokra kapott meg-
oldas tovabbi kutatdsok kiinduldopontja lehet. A ha-
romtestprobléma Lagrange-megoldasainak széles kord
elméleti és gyakorlati alkalmazadsai vannak. A deltoid-
megoldasok bizonyos értelemben a Lagrange-megol-

dasok altalanositasai, ezeket hataresetként tartalmaz-
zak, igy az ezekkel kapcsolatos kérdések (stabilitas,
egyensulyi helyzetek korili mozgas) a négytestprob-
léma ezen esetében is vizsgalhatok. Szerepiik lehet az
n 2 5 esetek tanulmanyozasaban is. Gyakorlati vonat-
kozasok (centralis konfiguraciok megvaldsuldsai tobb-
szOros csillagrendszerekben vagy bolygorendszerek-
ben) is tovabbi Gj lehetSségeket kinalnak. Ez a sokszi-
niség is hozzajarul a centralis konfigurdciok érdekes-
ségéhez.
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