
bességet adunk, irányukat pedig a helyvektorokkal
ugyanakkora szöget bezárónak vesszük. A rendszert
ily módon elindítva, a testek Kepler-mozgást végez-
nek, miközben konfigurációjuk önmagához hasonló
(konvex vagy konkáv deltoid) marad.

Távlatok

A deltoid alakú centrális konfigurációkra kapott meg-
oldás további kutatások kiindulópontja lehet. A há-
romtestprobléma Lagrange-megoldásainak széles körû
elméleti és gyakorlati alkalmazásai vannak. A deltoid-
megoldások bizonyos értelemben a Lagrange-megol-

dások általánosításai, ezeket határesetként tartalmaz-
zák, így az ezekkel kapcsolatos kérdések (stabilitás,
egyensúlyi helyzetek körüli mozgás) a négytestprob-
léma ezen esetében is vizsgálhatók. Szerepük lehet az
n ≥ 5 esetek tanulmányozásában is. Gyakorlati vonat-
kozások (centrális konfigurációk megvalósulásai több-
szörös csillagrendszerekben vagy bolygórendszerek-
ben) is további új lehetôségeket kínálnak. Ez a sokszí-
nûség is hozzájárul a centrális konfigurációk érdekes-
ségéhez.

Irodalom
1. B. Érdi, Z. Czirják: Central configurations of four bodies with an

axis of symmetry. Celestial Mechanics and Dynamical Astrono-
my 125 (2016) 33–70.
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2011-ben Nobel-díjjal jutalmazták a felfedezést, amely-
ben két kutatócsoport, a Supernova Cosmology Pro-
ject [1] és a High-Z Supernova Search Team [2] 1998-
ban – Ia típusú szupernóvák segítségével, egymástól
függetlenül – kimutatta az Univerzum gyorsuló tágu-
lását. A mérés eredeti célja az volt, hogy megmutas-
sák: a barionos és sötét anyag gravitációjának hatá-
sára Univerzumunk lassulva tágul. Az eredeti elvárá-
sokkal ellentétes felfedezés megdöbbentette a koz-
mológiával foglalkozó fizikusokat és csillagászokat.
Nagyon sok új modell született a gyorsulás megma-
gyarázására, a legfontosabbak ezek közül: a kozmo-
lógiai állandó, a sötét energia, a módosított gravi-
tációs elméletek, az inhomogén kozmológiai model-

lek és a kozmológiai visszahatás (backreaction).
Ezek közül a kozmológiai állandó épült be az Uni-
verzumot leíró „standard ΛCDM modellbe”, viszont a
többi magyarázatot sem sikerült teljesen kizárni, illet-
ve a sötét energia fizikai mibenléte aktív diszkusszió
tárgya.

Az utóbbi évtizedben a kozmológiai mérések célja
az volt, hogy egyre nagyobb pontossággal meghatá-
rozzák a ΛCDM kozmológia paramétereinek értékeit.
Ezek közül az egyik legfontosabb a tágulási ráta,
azaz a Hubble-állandó mai értéke. Míg korábban a
különbözô mérések e mennyiség értékére hibán
belül azonos eredményt adtak, és a publikációk a
standard modell tökéletességét hangsúlyozták, mára
a helyzet megváltozott. Adam Riess [5] és társai
ebben az évben szupernóvák és cefeida változócsil-
lagok segítségével (1. ábra ) Hubble-állandó értékét
az eddigieknél jóval pontosabban határozták meg,
és eredményül H0 = 73,24±1,74 km/s/Mpc értéket
kaptak. Ez az érték 3,4 σ-val nagyobb, mint a Planck-
ûrszonda által, a kozmikus mikrohullámú háttérbôl
meghatározott Hubble-állandó: H0 = 66,93±0,62
km/s/Mpc.

Két magyarázat lehet erre az ellentmondásra: vagy
valamelyik mérési módszerben van egy eddig figye-
lembe nem vett szisztematikus hiba, vagy módosítan-
dó esetleg elvetendô a ΛCDM modell. Az utóbbi ma-
gyarázat azért vetôdött fel, mert míg a Riess és társai
által használt módszer kozmológiai modelltôl függet-
len, addig a Planck-szonda adataiból a ΛCDM modellt
felhasználva határozzák meg a Hubble-állandót.
Egyelôre még nem tisztázódott, hogy melyik magya-
rázat a helyes, viszont a kérdés várhatóan a kutatások
homlokterébe kerül és remélhetôleg a közeljövôben
választ kaphatunk más, modellfüggetlen mérések
alapján. Ha az eddig elfogadott standard modell hi-
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básnak bizonyul, akkor az is lehetséges, hogy valame-

1. ábra. A Hubble-állandó meghatározásához használt távolságskála (NASA, ESA, A. Field/STScI).
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lyik, alább bemutatott kozmológiai modell állhat majd
a helyére. E modellek megértéséhez szükség lesz a
tágulás matematikai leírására.

A tágulás matematikai leírása

Az Univerzumban az anyag mozgását és a tágulást
nagy skálákon a gravitációs kölcsönhatás határozza
meg. Ezt – a jelenleg rendelkezésre álló modellek
közül – legpontosabban az Albert Einstein által meg-
alkotott általános relativitáselmélet írja le. Az elmélet
lényegét John Archibald Wheeler a következôképpen
fogalmazta meg: „A téridô meghatározza, hogy mo-
zogjon az anyag, és az anyag megmondja, hogy mi-
ként görbüljön a téridô.” Az anyagot és a téridôt ösz-
szekapcsoló kovariáns Einstein-egyenlet komponen-
seit szokás Einstein-egyenletekként emlegetni. A
kovariáns egyenlet következôképpen néz ki [3]:

ahol μ, ν ∈ {0, 1, 2, 3}. A gμν a metrikus tenzor, ez mu-

(1)Rμν − 1
2

gμν R = 8 π G

c 4
Tμν,

tatja meg, hogy miként kell értelmezni a távolságokat
a téridôben, Rμν és R a Ricci-tenzor és a Ricci-skalár,
ezek írják le a téridô görbületét. Ez a két mennyiség
nemlineáris módon függ a metrikus tenzor elsô és
második idô- és térkoordináták szerinti deriváltjaitól.
Az egyenletek jobb oldalán megjelenik a G gravitációs
állandó, a c fénysebesség, és a Tμν energia-impulzus
tenzor. Az utóbbi írja le a téridôben lévô anyagot. A
3+1 dimenziós téridôben az ívelemnégyzet a követke-
zô lesz [3]:

Ez az úgynevezett metrika megadja, hogy kis dxμ tá-

(2)ds 2 =
3

μ , ν = 0

gμν dxμ dx ν .

volságokra lévô események
(vagyis a téridô pontjai) kö-
zött mekkora a négydimen-
ziós távolság.

Ha feltesszük, hogy ezt az
elméletet a teljes Univerzumra
alkalmazhatjuk, továbbá ha
alkalmazzuk a kozmológiai
elvet, amely kimondja, hogy
az Univerzum kellôen nagy
skálákon homogén és izotróp,
tehát minden pontban azonos
az anyag sûrûsége, és minden
megfigyelô minden irányban
ugyanazt látja, akkor az Ein-
stein-egyenletek lényegesen
egyszerûbb alakot vehetnek
fel. Ezt az elvet három típusú
metrika tudja teljesíteni, és
ezeket a k görbületi paramé-

terrel különböztethetjük meg. Szférikus koordináta-
rendszer esetén ez a három metrika a következôkép-
pen néz ki:

ahol a (t ) a skálafaktor. Ez a mennyiség fejezi ki a

ds 2 = c 2 dt 2 −

(3)− a(t)2

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

dχ2 sin2(χ) dϑ2 sin2 ϑ dϕ 2 ,

ha k
|k|

= 1;

dχ2 sh2(χ) dϑ2 sin2 ϑ dϕ 2 ,

ha k
|k|

= −1;

dr 2 r 2 dϑ2 sin2 ϑ dϕ 2 ,

ha k = 0;

relatív tágulás mértékét. A fenti három metrikát Fried-
mann–Lemaître–Robertson–Walker (FLRW) metriká-
nak nevezzük. Az Univerzumban lévô anyagot ideális
folyadékkal írhatjuk le, így az anyagot leíró energia-
impulzus tenzor a

alakot veszi fel, ahol p a folyadék nyomása, ρ az ener-

(4)T μν = ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

ρ p

c 2
uμ u ν p g μν

giasûrûsége, és uμ a folyadék négyessebessége. Vá-
laszthatunk a folyadékkal együttmozgó koordináta-
rendszert, ekkor

(5)uμ =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

1

0

0

0

.
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Az energiasûrûség és a nyomás nem független, a kap-
csolatot közöttük az állapotegyenlet adja meg:

Ahol az alsó indexben a különbözô anyagtípusokat

(6)pi = ω i c 2 ρ i .

jelöljük. ωi értéke zérus nem relativisztikus anyag ese-
tén (ωm = 0) és sugárzás esetén ωr = 1/3. Nem relati-
visztikus anyagként kezeljük a minket is alkotó bario-
nos anyagot és a csak közvetve megfigyelhetô sötét
anyagot, míg sugárzásnak tekintjük az Univerzumun-
kat kitöltô fotonokat és a neutrínókat.

A metrikával és az energia-impulzus tenzor felhasz-
nálásával az Einstein-egyenletekbôl megkaphatjuk a
Friedmann-egyenleteket:

Ezek az egyenletek írják le az Univerzum tágulását.

(7)⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

ȧ
a

2

= 8 π G
3

ρm ρ r − k c 2

a 2
,

(8)ä
a

= − 4 π G
3

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

ρm ρ r

3 pr

c 2
.

Az Ω-paraméterek bevezetésével lényegesen egysze-
rûbb alakot kaphatunk:

ahol H0 a Hubble-állandó, és

(9)Ωi, 0 =
ρ i, 0

3 H 2
0

8 π G

=
ρ i, 0

ρ crit, 0

,

a kritikus sûrûség. Az alsó indexben 0-val jelöltük azt,

ρ crit, 0 =
3 H 2

0

8 π G

hogy ezek a mai értékek (bevezethetnénk idôfüggô
módon is e mennyiségeket, de szempontunkból ez
nem szükséges). A skálafaktor mai értékét egységnyi-
re választjuk (a0 = 1), hogy még egyszerûbb alakot
kaphassunk. Az Ω-paraméterek nem teljesen függetle-
nek egymástól:

ahol

(10)1 =
i

Ωi, 0 Ωk, 0 ,

a görbülethez tartozó Ω-paraméter. Ezen új paraméte-

Ωk, 0 = − k c 2

H 2
0

reket és a két Friedmann-egyenletet felhasználva a
skálafaktorra a következô egyenletet kapjuk:

A továbbiakban az egyszerûség kedvéért ezt nevez-

(11)⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

ȧ (t )
a (t )

2

= H 2
0

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

Ωm, 0

a (t )3

Ωr, 0

a ( t )4

Ωk, 0

a (t )2
.

zük Friedmann-egyenletnek. Célszerû bevezetni a
Hubble-paramétert:

amelynek mai értékét korábban H0-val jelöltük. Ez

(12)H (t ) = ȧ (t )
a (t )

,

adott t idôpontban megadja a tágulás sebességét. Fizi-
kai jelentését az Edwin Hubble által felfedezett

tágulási törvény mutatja meg. Itt vgalaxis a vizsgált gala-

(13)vgalaxis = H0 rgalaxis

xis távolodási sebessége, míg rgalaxis ezen objektum
távolsága. Ez a lineáris összefüggés csak közepes tá-
volságokra igaz, mivel a Hubble-paraméter idôfüggô,
és a fény véges terjedési sebessége miatt a nagyon
távoli galaxisokból meghatározott sebességek már a
lineáristól eltérô törvényt mutathatnak. Nagyon kis
távolságú galaxisok esetén viszont ismét nem érvé-
nyes ez a törvény, mivel itt már a Hubble-tágulással
összemérhetô ezen objektumok sajátmozgása.
Hubble az 1920-as években nem közvetlenül a távolo-
dási sebességeket mérte meg, hanem a galaxisok
spektrumának vöröseltolódását. Ez a vöröseltolódás a
táguló tér egyik következménye: egy a (t ) skálafaktor-
nál kisugárzott foton hullámhossza megnô, miközben
útja során a metrika megváltozik. Viszonylag egyszerû
számítások elvégzése után megkapható [4], hogy

ahol z a vöröseltolódás amost a skálafaktor a detektá-

(14)z =
amost

akisug

− 1,

láskor, és akisug a skálafaktor a foton kisugárzásakor. A
mért vöröseltolódásból – kis sebességek esetén – a
távolodási sebesség könnyen számítható:

Ha ma ismerjük az anyag és a sugárzás energiasû-

(15)vgalaxis = c zgalaxis.

rûségét, valamint a Hubble-állandót, akkor a Fried-
mann-egyenlet segítségével kiszámíthatjuk, hogy
adott skálafaktor mellett mekkora a tágulás sebessé-
ge, illetve az egyenletet megoldva megkaphatjuk az
adott idôponthoz tartozó skálafaktort. Ez az egyenlet
egy nemlineáris differenciálegyenlet a (t )-re, amit
bizonyos Ωi értékek mellett analitikusan meg lehet
oldani, általános esetben viszont nem. A legegysze-
rûbb analitikus megoldások esetén valamely Ωi értéke
egységnyi, míg a többi zérus. Az anyagdominált, más
néven Einstein–de Sitter (EdS) Univerzum esetén Ωm, 0

= 1 és a többi Ω-paraméter zérus. Ekkor a megoldás:

Sugárzásdominált (Ωr, 0 = 1) esetben:

(16)a (t ) =
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

3
2

H0 t
2/3

.

(17)a ( t) = 2 H0 t 1/2.
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1998 elôtt EdS Univerzum modell volt az általáno-
san elfogadott, mivel a kozmológusok és a csillagá-
szok feltételezték, hogy Univerzumunk sík, tehát Ωk =
0, továbbá a mérések alapján Ωr, 0 << 1-nek adódott, és
így a (10) egyenlet alapján Ωm 1-et kaptak. Ezt sze-
rették volna igazolni a szupernóva-mérésekkel a kö-
vetkezô módon: közeli mérésekkel meghatározható a
Hubble-állandó, és így a skálafaktor idô szerinti elsô
deriváltja, viszont ha sikerül elég távolra mérni, akkor
meghatározható lesz a második derivált is. Az elsô két
deriváltból képezhetô a lassulási paraméter:

A Friedmann-egyenletet és az állapotegyenletet fel-

(18)q (t ) = − ä (t ) a (t )
ȧ (t )2

.

használva ennek mai értéke

Sugárzás által dominált esetben q0 = 1-nek, míg EdS

(19)q0 = 1
2 i

Ωi, 0

3
2 i

ω i Ωi, 0 .

Univerzumra q0 = 1/2-nek adódik. Ha csak sugárzás
és nem relativisztikus anyag tölti ki az Univerzumun-
kat, továbbá Ωk = 0, akkor a lassulási paraméter értéke
valahol ezen két szám között várható. A mérések vi-
szont tejesen más értéket mutattak.

A kozmikus mikrohullámú háttérsugárzás

Mielôtt bemutatnánk a lassulási paramétert meghatá-
rozó méréseket, röviden ismertetjük a kozmikus mik-
rohullámú háttérsugárzást és jelentôségét.

Termodinamikai megfontolásokból könnyen belát-
ható, hogy az Univerzumot kitöltô fotongáz hômér-
séklete fordítottan arányos a skálafaktorral:

Ha monoton táguló Univerzumot feltételezünk, akkor

(20)Tγ (t ) ∼ 1
a (t )

.

ebbôl egyértelmûen következik, hogy hômérséklete
idôben csökken. A korai idôkben az Univerzum olyan
forró volt, hogy nem létezhettek atomok, csak proton-
elektron (és más elemi részecskékbôl álló) plazma.
Ebben folyamatosan szóródtak a fotonok, az Univer-
zum „átlátszatlan” volt. A tágulás következtében e
plazma hômérséklete folyamatosan csökkent, és ami-
kor elérte a Trec 3000 K-t, ki tudtak alakulni a semle-
ges atomok. Ezt a folyamatot nevezzük rekombiná-
ciónak. Ezeken már nem szóródtak a fotonok, és így
„átlátszóvá” vált az Univerzum. Ez a sugárzás a mai
napig jelen van, viszont a nagy kozmológiai vörösel-
tolódás (zrec 1100) miatt ma már TCMB 2,7 K hômér-
sékletûnek detektáljuk. George Gamow már 1948-ban
megjósolta ezt, az Univerzumot kitöltô mikrohullámú
háttérsugárzást, majd 1964-ben Arno Penzias és Ro-
bert Wilson kísérletileg is kimutatták.

A kozmikus mikrohullámú háttérsugárzás nem tel-
jesen azonos hômérsékletû minden irányban: kis,

ΔT /T 10−5 nagyságrendû fluktuációk jellemzik. Eze-
ket határozta meg a COBE mûhold 1989 és 1996 kö-
zött, majd késôbb a méréseket pontosította a WMAP
(2001–2010) és a Planck (2009–2013) ûrszonda. Ezek-
bôl a hômérsékleti ingadozásokból rekonstruálható,
hogy a rekombináció pillanatában milyen hanghullá-
mok haladtak a plazmában. Ezek a hullámok érzéke-
nyek bizonyos a kozmológiai paraméterekre (például
az anyagsûrûségre és a tágulás sebességére), így ezek
a mikrohullámú háttérsugárzásból meghatározhatók.
A mi szempontunkból a legfontosabb eredmény,
hogy mérési hibán belül az Univerzum sík, tehát k = 0
és így Ωk = 0.

Az SNIa mérések

Ahhoz, hogy meg lehessen határozni, vajon az Uni-
verzum tágulása mennyire lassul, igen távoli objektu-
mok vöröseltolódását és távolságát kell meghatározni.
Halvány objektumok esetén a vöröseltolódás megha-
tározása spektroszkópiával idôigényes ugyan, de kon-
cepcionálisan egyszerû. A távolság meghatározása
viszont már nehéz feladat. Ha ismernénk olyan objek-
tumokat, amelyek abszolút fényessége mindenhol
ugyanakkora és tudott, akkor távolságuk a látszólagos
fényességbôl egyértelmûen meghatározható. Ilyen
objektumokat nem ismerünk, viszont szerencsére
léteznek olyanok, amelyek megfelelô kalibrációval
ilyenné tehetôk: az Ia típusú szupernóvák (SNIa).
Ezek akkor keletkeznek, ha egy fehér törpecsillag
kísérôcsillagáról anyag áramlik a törpe felszínére.
Asztrofizikai számítások alapján ezek mindig akkor
robbannak fel, ha tömegük eléri a Chandrasekhar-
határt (MCh = 1,44 M ). A robbanások fényessége min-
den esetben más, viszont az abszolút fényesség és a
fényességgörbe lefutási ideje között egyértelmû kap-
csolat van. Tehát egy ilyen szupernóva fényességgör-
béjét megmérve, meg lehet határozni abszolút fényes-
séget, és az így mért fényességbôl a távolságát.

A mért luminozitásból meghatározott luminozitástá-
volság az adott kozmológiai modellbôl számítható [4]:

A távolságmodulus számítható mind a mérésekbôl,

(21)DL (z ) = c (1 z ) ⌡
⌠
z

0

dz′
H (z′)

.

mind kozmológiából:

Így a mérések összehasonlíthatók lesznek a kozmoló-

(22)DM (z ) = 5 log10

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

DL (z )

10 pc
,

giai modellekkel. Természetesen 1998 után sem hagy-
ták abba a szupernóvák megfigyelését. A 2. ábrán
feltüntettük a Supernova Cosmology Project által ed-
dig publikussá tett mért szupernóva-adatsort, és az
EdS modell által jósolt távolságmodulus-görbét.

Látható, hogy nagy vöröseltolódásokra a szupernó-
va-adatok jelentôsen eltérnek az EdS modell által jó-
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solt DM értékektôl. A mérésekbôl a lassulási paramé-

2. ábra. A Supernova Cosmology Project által közzétett Union 2.1 adatsor, az EdS és a ΛCDM
kozmológiából számított távolságmodulusok. Az alsó ábrán látható a mérések és a standard koz-
mológiai modell eltérése az EdS modelltôl. (http://supernova.lbl.gov/union)
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ter értékét lehet számítani, és ez negatívnak adódik,
tehát Univerzumunk jelenleg gyorsulva tágul. Ha meg
is engednék, hogy Ωk tetszôleges értéket vegyen fel,
akkor is – legjobb esetben – csak zérus lassulási para-
métert kaphatnánk, viszont ez ellentétben lenne a
kozmikus mikrohullámú háttérsugárzásból meghatá-
rozott Ωk 0-val. Ezt a felfedezést 2011-ben Nobel-
díjjal jutalmazták. Tehát az 1990-es évek végén felme-
rült a következô kérdés: hogyan lehetne megmagya-
rázni az Univerzum gyorsuló tágulását?

A kozmológiai állandó

Hubble mérései elôtt az akkor általánosan elfogadott
kozmológiai elmélet kimondta, hogy az Univerzum
statikus. Viszont az Einstein-egyenleteknek csak üres
Univerzum esetén létezik statikus megoldása. Hogy
az anyagot tartalmazó Univerzum is megfeleljen e
modellnek, Einstein 1917-ben egy új tagot, a kozmo-
lógiai állandót (Λ) vezette be egyenleteibe. Az egyen-
letek az új taggal a következôen néznek ki:

(23)Rμν − 1
2

gμν R Λ gμν = 8 π G

c 4
Tμν.

E tag hatása kis távolságokon
nagyon kicsi volt, így meg tu-
dott felelni az akkori méré-
seknek, nagy távolságok ese-
tén viszont jelentôs taszítást,
„antigravitációt” fejtett ki. Ezt
az állandót megfelelô nagysá-
gúra állítva ez a taszítás ép-
pen kiegyenlítheti a gravitáció
vonzását, és így statikus meg-
oldásokat kaphatunk. E mód-
szerrel több probléma is volt.
Az így kapott megoldások in-
stabilak voltak, ha csak egy
kicsit is más volt az anyagsû-
rûség, vagy a kozmológiai ál-
landó értéke, mint az ideális,
a vizsgált Univerzum összees-
ni vagy gyorsulva tágulni kez-
dett. Miután Edwin Hubble
felfedezte az Univerzum ak-
kor még egyenletesnek mért
tágulását, amelyet az egyenle-
tek is szépen leírtak, a koz-
mológiai állandó elvesztette
szerepét, és Einstein „élete
legnagyobb tévedésének” ne-
vezte.

A szupernóva-mérések után
ismét elôkerült a kozmológiai
állandó, mint lehetséges ma-
gyarázat: a konstans által kifej-
tett taszítás egy táguló Univer-
zumban idôvel gyorsíthatja a

tágulás sebességét, és így magyarázatot adhat a gyorsu-
ló tágulásra. A (23) egyenletbôl Λ-val is megkaphatjuk a
Friedmann-egyenletet:

ahol

(24)⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

ȧ (t )
a (t )

2

= H 2
0

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

Ωm, 0

a (t )3

Ωr, 0

a ( t )4

Ωk, 0

a (t )2
ΩΛ ,

A fenti Friedmann-egyenletet megoldva látható, hogy

(25)ΩΛ = Λ c 2

3 H 2
0

.

valóban gyorsuló tágulást okozhat a kozmológiai ál-
landó. Ez az ötlet olyannyira bevált, hogy már része a
mai kozmológiai állandót (Λ) és a hideg, sötét anya-
got (CDM) tartalmazó standard kozmológiai modell-
nek, a ΛCDM-nek. A modell paramétereit a különbö-
zô mérésekre illesztve azt kapjuk, hogy Ωm = 0,3089±
0,0062, ΩΛ = 0,6911±0,0062, Ωk = 0.0008±0.004, vagyis
Univerzumunk energiasûrûségének 31%-a nem relati-
visztikus anyagból áll, és 69% pedig kozmológiai ál-
landó. Ezekkel a paraméterekkel a Friedmann-egyen-
let numerikusan egyszerûen megoldható. A kapott
megoldás látható a 3. ábrán, feltüntetve az EdS és a
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sugárzás által dominált megoldást is. A modell alapján

3. ábra. Az eddig tárgyalt három kozmológiai modell által meghatá-
rozott skálafaktor (felül) és lassulási paraméter (alul) idôfüggése H0

= 67,74 km/s/Mpc esetén. Az idôegységek milliárd évben (Gy) van-
nak megadva. Az EdS és a sugárzás által dominált Univerzumokban
a lassulási paraméter értéke pozitív és állandó. A ΛCDM modellben
ez idôfüggô, és az ôsrobbanástól számított ~7,6 milliárd év után már
negatív értéket vesz fel.
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számított távolságmodulust is feltüntettük a 2. ábrán.
A ΛCDM modell láthatóan jól egyezik a szupernóva-
mérésekkel.

Sötét energia

Ha a (23) Einstein-egyenletekben a jobb oldalra át-
visszük a kozmológiai állandóhoz tartozó tagot, akkor
azt tekinthetjük egy, eddig ismeretlen anyagnak. A
hozzá tartozó energia-impulzus tenzor:

Ebbôl már könnyen látható, hogy a Λ-hoz energiasû-

(26)Tμ ν [Λ] = − c 4

8 π G
gμν Λ .

rûséget és nyomást rendelhetünk:

(27)ρΛ = c 2

8 π G
Λ ,

(28)pΛ = − c 4

8 π G
Λ .

Tehát a kozmológiai állandóhoz tartozó anyagot leíró
állapotegyenletben ωΛ = −1 lesz. Ez azt jelenti, hogy a
pozitív energiasûrûséghez az állapotegyenlet negatív
nyomást rendel. Az ilyen tulajdonságú, azaz ωDE < 0
anyagot sötét energiának (DE) nevezzük. Ha ilyen
tulajdonságú anyag van jelen az Univerzumban, az
gyorsuló tágulást tud okozni. Ha ωDE = −1 akkor ez az
anyag nem különböztethetô meg a kozmológiai állan-
dótól, viszont ha más ωDE értéke, akkor a Λ-tól külön-
bözô gyorsulást tud okozni, és egy megfelelô ωDE vá-
lasztással az elmélet talán még jobban illeszkedhet a
mérésekhez.

A kozmikus mikrohullámú háttérsugárzást vizsgáló
Planck ûrszonda és az SNIa mérések alapján a ωDE érté-
ke mérési hibán belül −1 (ωDE = −1,006±0,045), tehát az
eddig elért mérési pontossággal nem különböztethetô
meg a kozmológiai állandó és a sötét energia.

Alternatív kozmológiai modellek
Módosított gravitációs elméletek

A kozmológiai állandó bevezetése egy módosított
gravitációs elméletnek tekinthetô, viszont kérdéses,
hogy mennyire fizikai egy plusz tag bevezetése az
Einstein-egyenletekbe. A sötét energia fô problémája
az, hogy egy olyan, az Univerzumot kitöltô anyagot
feltételez, amelynek nyomása negatív. Ilyen anyagot
még sehol sem láttunk, így néhány fizikus felvetette,
hogy ilyen anyag nem is létezik, hanem a gravitációs
elmélet nagy skálákon hibás. Einsteinhez hasonlóan
módosítani kezdték az általános relativitáselméletet
úgy, hogy a mérési tapasztalatokat kis skálákon visz-
szaadja, viszont az egész Univerzumra alkalmazva, a
modellek – kozmológiai állandó és sötét energia nél-
kül – késôbb gyorsuló tágulást mutassanak.

A legegyszerûbb ilyen modellek az úgynevezett
f (R ) modellek, ezek lényege, hogy az Einstein-egyen-
letek származtatásnál a hatásban a Ricci-skalárt (R )
annak valamilyen f (R ) elôre meghatározott függvé-
nyére cserélik:

ahol g a metrikus tenzor determinánsa, továbbá M az

(29)S = c 4

16 π G ⌡
⌠ d4x −g f (R ) ⌡

⌠d4x M gμν, ΨM ,

anyaghoz tartozó Lagrange-sûrûség, ami a metrika és
a ΨM anyagmezô függvénye. Az így kapott téregyenle-
tek a következôen néznek ki:

Ezen egyenletek megoldása még az Einstein-egyenle-

(30)

∂ f (R )
∂R

Rμν − 1
2

∂ f (R )
∂R

gμν −

− ∇μ ∇ν
∂ f (R )

∂R

gμν
∂ f (R )

∂R
= 8 π G

c 4
Tμν .

teknél is nehezebb. Hogy legegyszerûbben visszakap-
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juk az általános relativitáselmélet kis skálás viselkedé-

4. ábra. A Sloan Digital Sky Survey (SDSS) által meghatározott égtérkép. Az ábra az ég-
gömb egy vékony szeletében mutatja a galaxisok térbeli eloszlását 460 Mpc távolságig. Az
eloszlás láthatóan nem homogén: a galaxisok klaszterekbe és szálakba rendezôdnek, nagy
üregeket létrehozva. (https://www.sdss3.org/future/sdss4.pdf)

sét, célszerû a

választás. Megfelelô g (R ) függvény használatával el-

(31)f (R ) = R g (R )

érhetô a gyorsuló tágulás, és a kozmológiai mérések
alapján e függvény paraméterei meghatározhatók.

Inhomogén kozmológiai modellek

Egy másik lehetséges magyarázat a szupernóva-méré-
sek eredményeire, hogy valójában nincs gyorsuló tágu-
lás, hanem mi egy kitüntetett helyrôl figyeljük meg az
Univerzumot. Ezzel természetesen elvetjük a kozmoló-
giai elvet, és ebben az esetben nem ugyanazt látja min-
den megfigyelô. Az inhomogén kozmológiai modellek
lényege, hogy egy olyan pontjáról vizsgáljuk az Univer-
zumot, ahol az anyag sûrûsége kisebb, mint az átlagsû-
rûség. Úgy is fogalmazhatunk, hogy egy kozmikus üreg
belsejébôl végezzük a méréseket. Egy ilyen pontból
vizsgálódva hasonló távolságmodulusokat kaphatunk
gyorsuló tágulás nélkül, mint amit a szupernóva-méré-
sek mutatnak. Egy ilyen geometriájú rendszerben –
feltéve, hogy az üreg gömbszimmetrikus – a távolságo-
kat a Lemaître–Tolman–Bondi (LTB) metrika írja le:

ahol

(32)
ds 2 = c 2 dt 2 − B 2 (r, t ) −

− A 2 (r, t ) dθ2 sin2 θ dφ 2 ,

A k (r ) mennyiség a görbületi paraméter, míg A (r, t ) az

(33)
B 2 (r, t ) =

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

∂A
∂r

2

1 − k (r )
.

LTB metrika skálafaktora. Ezzel a metrikával felírhatók
és megoldhatók az Einstein-egyenletek. A megfigyelé-
sekkel egyezô eredményeket akkor kapunk, ha az üreg

relatív sûrûsége δρ/ρ −0,4, mérete ~160-250 Mpc/h,
és középpontja környezetébôl (~10% pontossággal)
figyeljük meg a szupernóvákat. Ez a legegyszerûbb
inhomogén modell, viszont messze nem illeszkedik
olyan jól a mérésekhez, mint a ΛCDM modell.

Léteznek pontosabb inhomogén modellek is, pél-
dául a Szekeres-modell, amiben már nincs gömbszim-
metria. Ezekkel már kielégítô pontossággal magyaráz-
hatók a szupernóva-mérések.

Kozmológiai visszahatás (backreaction )

Az utolsó, itt tárgyalt alternatív kozmológiai modell a
kozmológiai visszahatás. Ez is tekinthetô egy inhomogén
kozmológiai modellnek, viszont lényegesen különbözik
a LTB- vagy a Szekeres-modelltôl. A kozmológiai elv
annyit mond, hogy kellôen nagy skálákon az Univerzum
homogén és izotróp, viszont a Friedmann-egyenlet
levezetésénél már egzakt homogenitással és izotrópiá-
val számoltunk. Tudjuk, hogy Univerzumunk kis skálá-
kon (~300 Mpc alatt) inhomogén, a galaxisok klaszte-
rekbe és szálakba rendezôdnek, és a térfogat nagy ré-
szét kozmikus üregek töltik ki. Ezeket a struktúrákat –
a kezdeti kis sûrûségfluktuációkból – a gravitáció alakí-
totta ki. A visszahatás-modellek alapgondolata, hogy a
kialakuló struktúrák visszahathatnak a tágulás sebessé-
gére, és – a klaszterekbe történô anyagáramlás miatt – a
csökkenô sûrûségû üregek gyorsuló tágulást okoznak.

Egy ilyen esetben az Einstein-egyenleteket remény-
telen megoldani, és így nincs más választás, mint kö-
zelítéseket alkalmazni. Két alapvetô típusú módszert
sikerült kidolgozni, de még ezek esetén is olyan ne-
héz az egyenletek megoldása, hogy kevés, a méré-
sekkel összehasonlítható eredmény született. Mind-
egyik módszer lényege az a felismerés, hogy az Ein-
stein-egyenletek nemlinearitása miatt a térbeli átlago-
lás és az idôbeli léptetés operátora nem kommutál,
tehát a két mûvelet nem felcserélhetô.

A standard FLRW átlagolás esetén elôször a sûrûsé-
get átlagolják ki a térben, majd megoldják a homogén

Friedmann-egyenletet. Ezzel viszont
megsértjük az általános relativitásel-
mélet egyik alapfeltevését: a kiala-
kuló struktúrák, legyenek bármek-
korák, nem tudnak visszahatni a
metrikára. Ezt a hibát próbálják kija-
vítani az elsô típusú módszerek:
olyan új átlagolási módszert alkal-
maznak, amely érzékeny a sûrûség
és sebességmezô inhomogenitásai-
ra, majd az átlagolás után megoldják
az átlagos tágulást leíró egyenlete-
ket. Roustam M. Zalaletdinov már
1992-ben, még a gyorsuló tágulás
felfedezése elôtt javasolt egy ilyen
átlagolási módszert.

A második módszer, a „mikrosz-
kopikus” megközelítés. Itt kis térfo-
gatcellákban kell megoldani az Ein-
stein-egyenletekbôl származtatott
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tágulási egyenleteket, majd a kapott tágulásokat az
általános relativitáselmélettel kompatibilis módon
kiátlagolni a teljes Univerzumra.

Mivel még kevés, a mérésekkel összehasonlítható
kozmológiai visszahatás-eredmény született, ezért még
vita tárgyát képezi, hogy mekkora ez az effektus. Ste-
phen R. Green és Robert M. Wald szerint ez az effektus
olyan kicsi, hogy nem lehet a ΛCDM modell alternatívá-
ja, míg más fizikusok szerint, élen Tomas Buchert -rel
és társaival, a kozmológiai backreaction teljesen meg-
magyarázhatja a gyorsuló tágulást pusztán azzal, hogy
jobb közelítésben oldja az Einstein-egyenleteket, mint a
standard modellben használt módszer.

Összefoglalás

Az 1998-ban felfedezett, majd 2011-ben Nobel-díjjal
jutalmazott felismerés, hogy Univerzumunk gyorsul-
va tágul, új korszakot nyitott a kozmológiában. Ren-
geteg új elmélet született, hogy megmagyarázza e je-
lenséget. A fizikusok többsége által elfogadott standard

kozmológiai modell ezt a tágulást a kozmológiai ál-
landóval, illetve a sötét energiával magyarázza, vi-
szont több kozmológus gondolja úgy, hogy a kozmo-
lógiai állandó csak egy effektív korrekció, amivel
megmagyarázhatók a mérések, de valódi fizikai alapja
nincs. A kérdést a jövô mérései fogják eldönteni: nem
pontosan ugyanolyan tágulást jósolnak a különbözô
modellek, és megfelelô mérési pontosság mellett
megkülönböztethetôk lesznek. Ezen mérésekre egy
hangsúlyos példa lehet a bevezetôben említett új
eredmény, amely feszültséget mutat ki a lokális Uni-
verzumban cefeidákkal mért és a korai Univerzum
mikrohullámú háttérsugárzásából levezetett Hubble-
állandó értékek között, feszegetve a kozmológiai
standard modell érvényességi határait.
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