A FIZIKA TANITASA

UTKOZESEKROL KOZEPISKOLABAN — MASKENT

A tananyag csokkentésének id&szakat éljik. Probal-
juk megkeresni, mit lehetne még elhagyni, hogy ki-
sebb legyen a didkok terhelése. Van azonban egy
meggondoland6 kortlmény: gyakran igaz, hogy tob-
bet tudni konnyebb, mint keveset. J6 példa erre az
tikozések témakore. Napjainkban ez fontos téma,
elég, ha a gyorsitokra gondolunk (LHC, LEP). Ugyan-
akkor a legegyszertibb kisérletek kozé tartoznak a
pénzérmék Utkozései. A tomegkodzépponti rendszer
elényeit kihasznalva e témakor a kozépiskolaban
szakkoron, emelt szinten — bizonyos részei még az
altalanos iskolaban is — jol targyalhatok.

Az utkozést szokasosan két részletben tanitjuk.
ElGszor a lendilet fogalmanak kialakitasakor, ezen
keresztil definidljuk a tomeget. Ekkor igazabol a len-
dilet fogalminak a bevezetését a lendulet ttkozések
kozbeni megmaradasa indokolja, ami a sebességmeg-
maradast valtja fel kiilonbo6z6 tomegt testek titkozte-
tése esetén. A megmaradasi torvényt azutan fel is tud-
juk hasznidlni néhany egyszerd, de hasznos esetben:
példaul tomegek szétlokése rugdval.

Ezen kivil val6jaban csak a tokéletesen rugalmat-
lan Gtkozést tudjuk targyalni, két okbol:

1. akkor még nem targyaljuk az energiat, csak a
dinamika utan,

2. masodfoku egyenletet/egyenletrendszert még nem
oldhatunk meg (matematikabol tizedikes tananyag).

Valdjaban ezekre nincs is sziikség. A klasszikus
targyalast itt nem ismertetjik. Nézzik inkabb, milyen
egyszer(ivé és hatékonnya valik a targyalds a tomeg-
kozéppont fogalma segitségével. Mindkét nehézség
elesik: nincs sziikség az energia fogalmara és a prob-
léma sem lesz masodfoka. A tomegkodzéppont fogal-
ma segitségével az Utkozés eleginsan és konnyen
targyalhato, és ez még az altalanos esetre, vagyis a
redlis Gtkozések esetére is igaz. Ami meglepd, hogy e
témahoz nagyon kevés helyen talilunk segédanyagot,
irodalmat, kivétel talan [1, 2]. Erdekes, hogy még az
interneten is csak a sajat, 2008 nyaran, az d6nképzsko-
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1. abra. A palca két tomeggel.

ri tiborban tartott el6addsomat taldltam meg e téma-
ban (3, 4]. Ezért gondolom hidnypotlonak ezt az irdst.
Megjegyzem, hogy angol nyelven sem talalni igazi
segitséget, talan legkozelebb az [5] visz.

A tomegkozéppont fogalma része a tananyagnak.
Nekiink itt csupan két tomegpont tomegkodzéppontja-
nak meghatarozasara van szukségink. Legyen egy
elhanyagolhat6 tomegU palca két végpontjan egy m,
és egy m, tomegl tomegpont (1. dbra). Ekkor tapasz-
talatbol tudjuk (példaul légparnas asztalon megvaldsi-
tott kisérletekbdl), hogy a tomegkodzéppont a tome-
gekkel forditott aranyban osztja a tomegek tavolsagat,
vagyis az dbra jeloléseivel:

m L =m,l. (D

Ez akkor is igaz, ha nincsen palca. Az azonban mar
altalaban nem szerepel tanéran, hogy melyek a to-
megkozéppont koordinatai, pedig csak egy jo koordi-
nata-rendszert (2. abra) kell valasztanunk.

Ekkor, ha az m, tomeg( test az x tengely x,, az m,
tomegu test pedig az x, koordinatiju pontjan van, az
(1) osszefuggést felhasznalva konnyen lathato, hogy a
tomegkozéppont x4, koordinatija:

+
Xy = m1;j1 _ Zz X 2)
1 2

Hasonlo Osszefliggés adodik a helyvektorokra és a
tobbi koordinatara is, de nekiink ennyi elég. Ebbdl
konnyen megkaphatjuk a sebességekre vonatkozo
szabalyt:

muv, + m,v,

v - 3)

TKP
m, + m,

Ez egy vektoregyenlet. Egyenes litkozések esetén a

vektorokat elGjeles szamokkal is abrazolhatjuk. Tan-

2. abra. A tomegpontok a koordinata-rendszerben.
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3. dbra. A két test Utkozés elott. A két test és a tomegkdzéppont
sebessége.

Oran a tomegkozéppont mozgasarol szoktunk beszél-
ni, de a (3) formularol 4ltalaban nem.

Most mar ratérhetlink tulajdonképpeni témankra.
Els6ként konkrét esetet vizsgalunk meg. Ez mar alta-
lanos iskolas szakkor keretében is megtehets. Akinek
ul a gondolat, az majd mindig tudja hasznalni.

Mozogjon két test a 3. dabran lathaté moédon. A két
test egyenesen €s centrdlisan fog titkozni. Adatok m,
=2kg, m,=3 kg, v, =5 m/s, v, = -2 m/s. Itt a maso-
dik sebesség negativ eldjele a mozgas iranyat mutatja.
A képletekbe célszerien fogunk behelyettesiteni,
vagyis a mennyiség irdnyat ugy vesszik figyelembe,
ahogy attekinthetGbben lehet dolgozni.

A mozgasokat tetszSleges vonatkoztatasi rendszer-
ben leirhatjuk. A megadott sebességek a tanteremhez
viszonyitva (tovabbiakban laboratériumi rendszer)
értenddk. Nézzik az Utkozést egy, a tomegkodzép-
ponthoz rogzitett vonatkoztatasi rendszerben! Ennek
elényeir6l menet kozben gy6zédink meg. A tomeg-
kozéppont sebessége a megadott adatokkal:

UT = mlz}l+m202 -
KF ml + mz
(€9)
2 kg-5 %—5 kg -2 %

= =0,8
2 kg +3 kg ’

m
S .

A képletben figyelembe vettiik a masodik test se-
bességének iranyat, a tomegkozéppont jobbra mo-
70g.

Mekkora a testek sebessége a tOomegkozépponti
rendszerben?

Az elsé test egy masodperc alatt 5 métert halad, a
tomegkozéppont 0,8 métert, ezért az elsd test a to-
megkozépponti rendszerben egy masodperc alatt 4,2
métert halad, vagyis a sebessége u, = 4,2 m/s. A se-
bességet wu-val jeloltik, hogy megkiilonboztessik a
laboratériumi sebességtél. A masodik test 2 métert
halad 1 masodperc alatt ellenkezs irdnyban, mint a
tomegkozéppont, igy a tavolsaguk egy masodperc
alatt 2,8 métert nS. Ezért a masodik test sebessége 1,
= -2,8 m/s. A negativ elGjel most is a haladas iranyat
mutatja.

Ha rugalmasan ttkoznek, akkor lendiletik, igy a
tomegkozépponti rendszerbeli sebességiik nagysaga
sem valtozik meg, csak az iranyuk valik ellentétessé.
Ennek megfelelGen az titkozés utani sebességek a
tomegkozépponti rendszerben /', = —4,2 m/s, illetve
o, = 2,8 m/s. Most még vissza kell térni a laborato-
riumi rendszerbe. Az elsé test visszafelé halad 4,2
métert, de a tomegkozéppont elére megy 0,8 métert,
igy 1 masodperc alatt 3,4 métert halad visszafelé,
ezért ¢/, = =3,4 m/s. A masodik test masodpercen-
ként 2,8 métert halad el6re a tomegkodzépponthoz
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képest, de a tomegkozéppont 0,8 métert halad, ezért
a masodik test 0sszesen 3,6 métert halad elére, tehat
sebessége ¢/, =3,6 m/s lesz.

Ezzel a feladatot megoldottuk teljesen rugalmas
utkozés esetére ugy, hogy a tomegkodzéppont sebes-
ségének kiszamitasin kivil még képletet sem hasz-
naltunk.

A lendiletmegmaradas torvénye természetesen
mindkét vonatkoztatasi rendszerben érvényes, csak
mas lesz az egyes testek lendiilete. Nézzik a len-
dileteket a tomegkozépponti rendszerben. Az két
test lendilete (a lenduletet szokdsos modon p-vel
jeloljuk):

kg

P = mlvl=2kg-4,2%=8,4 =,

5)

p, = m,u, = 3 kg ~(—2,8 2) = -84 kg_m
? s

S

A két lendiilet lathat6an egyenlS nagysagu és ellen-
tétes iranyd, osszegik nulla. Osszegiik az litkozés
utan is nulla lesz, ez minden tovabbi szamitds alapja.
A laboratériumi rendszerhez tartozo lendilet a to-
megkozéppont lendiiletével egyezik meg, a tomegko-
zéppont viszi tovabb.

Laboratoriumi rendszerben:

Do I ©

Az Osszes lendilet a (3) dsszefiiggést figyelembe véve
utkozés eldtt:

pl+p2=mlvlerZUZ:(mlerZ)UH\'P (7)

és Utkozés utan:

4

p

1 +p’2 = m 7/1 +m, Mz = (m1 + mz) Uygep- ®

Tomegkozépponti rendszerben:
Dy ogxp TPy qxp = p,l, TKP +p,z, mwr = 0 ©
tehat

(10)

’ _ - ’ _
p 1, 7KkP _pl,TKP es p 2, TKP _pz, TKP*

A lendiilet tehat barmelyik titk6zéstipusnal megma-
rad. Osztilyozzuk az Gtkozéseket a tomegkdzépponti
rendszerbdl nézve:

a) tokéletesen rugalmatlan — mindkét test lendiilete
nulla az tutkdzés utan,

b) tokéletesen rugalmas — mindkét test lendilete
megfordul, nagysaguk nem viltozik,

o) realis — a lenduletek megfordulnak, nagysaguk
csokken.

A fenti esetek mennyiségileg konnyen jellemezhe-
t6k, ha bevezetjik a k titkozési szam fogalmat, ami a
tomegkozépponti rendszerben az titk6zés utdni és az
ttkozés elétti lendiletnagysigok hinyadosa.
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|p’1, TKP l _ lp’z, TKP l
|p1, TKP l lpz, TKP l
A lendiletek egyenl&sége miatt vegyesen is hasznalhat-

juk a lendiileteket. Ha a (6) szerinti modon irjuk fel, az
is lathato, hogy a tomeggel valo egyszerdsités utan:

k= (1D

b = |u’1,TKP ! - |”’2, xp | . (12)

| ul, TKP | | UZ, TKP |

Vagyis a tomegkozépponti rendszerben az egyes
testek Uitk6zés utani és litkozés eldtti sebességnagysa-
gainak hianyadosa is az Uitkozési szamot adja meg.

Ennek megfelelGen az egyes esetekre jellemzé tit-
kozési szam: a) k=0,b) k=1,¢) 0 < k< 1. Az Osszes
esetre igaz, hogy 0 < k< 1.

Ha az el6z6 feladatban k& = 0,5, akkor annyi lesz a
valtozas, hogy ttkodzés utin a tomegkodzépponti rend-
szerben a testek lendiilete és igy sebessége is a felére
csokken és iranyuk persze ellentétesre valtozik. Ezért
az Utkozés utdni sebességek a tomegkodzépponti
rendszerben ', = =21 m/s, illetve u/, = 1,4 m/s. A
korabban leirt moédon visszatérve a laboratoriumi
rendszerbe, a tomegk6zéppont sebességét figyelembe
véve VY, = -13m/s és /, = 2,2 m/s lesz. Ez az eset is
targyalhato képletek és kiilonosebb matematikai erd-
kifejtés nélkul.

Nézziik altalanosan az titkozéseket!

A kiindulds a harmadik abranak megfelelGen, csak
nem haszniljuk fel a sebességek (v, és v,) konkrét
értékét. A tomegkozéppont sebességét (3) adja. A
sebességek a tomegkodzépponti rendszerben ennek
megfelelGen:

m, v, + m, v
Uy = U= Upep = Ul_W =

mov tm, v m v+ m,u,

m, +m m, +m
1 2 1 2
(13)
_ iy tmy o -y Uy = Lty
m1+m2
_ myu-myu, om0, - )
m, +m, m, + m,
valamint
m, v, +m, v
15 2%
U, =0,-Vp, = U,— ———= = =
2 2 TKP 2 m o+ m,
_ m102+mzyz_m1”1+mzvz_
m, +m m, +m
1 2 1 2
(149
_ mlvz+mzvz_mlvl_mzvz=
ml+m2
_mu,-mvu ml(”2_01>

m1+m2 ml+m2
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Tehat a két test sebessége itkozés eldtt a tomegko-
zépponti rendszerben:

u =—m2(vl_l}2) és u, =

m, (Uz - Ul)
! m, +m, 2 '

s

m1+mz

Lathatd a szimmetria, tovabbd a megfelel§ tome-
gekkel szorozva a sebességeket, a lendiiletek egyenlé
nagysiga és ellentétes irdnya. Mivel a tokéletesen
rugalmas utkozés a tomegkodzépponti rendszerben a
lendiletek és sebességek egyszerd megfordulasat
eredményezi, az litkozés utini sebességek:

m,(v,—v,) om0, = v,

u, = —-—= = és
m1+m2 ml+m2

(16)

§ =_m1(1)2—2/1) _m
m, +m,

(=)
m, +m,

1

A laboratoriumi rendszerben pedig a tomegkdzép-
pont sebességének hozzaadisaval jutunk a sebessé-
gekhez:

m, v, = m,v, m, v, + n,,

vo=u v, = + =
1 1 TKF ml + mz ml + mz
an
_ (m=my)v, +2m, 0,
)
m, + m,
valamint
J o=+ =m1U1_m1U2+m11}1+mzvz=
2 2 TKP
ml + mZ ml + mZ
(18)
_ 2m, v, +(m2—ml) v,
m, + m,
Tehat:
m,—m\v, +2m,v
1/1 _ ( 1 2) 1 272 4
m,+m,
a9

2m, v, +(m2— m,) v,

v, =
m, + m,

Az eredmény itt is szimmetrikus. A szereplS vekto-
rok irdnyat, itt az elgjelet is figyelembe kell venni!
Rogton ellendrizhetjik numerikus példank adataival,
hogy igy is szamolhatunk. Kordbban emlitettiik azon-
ban, hogy numerikus feladatot kényelmesebb a meg-
adott algoritmus szerint megoldani. Mas a helyzet a
paraméteres problémakkal.

Specialis esetekben, vagyis néhiany érdekes adat
esetén nézzik meg, mi adodik.

Ha m, = m, = m, akkor ¢/, =
sebességcsere esete.

Ha m, < m,, vagyis ha az elsé test falnak ttkozik,
akkor ¢/, = —v, + 2v,. Ha a masodik test szembe halad
(sebessége negativ), akkor megnovekszik a visszapat-
tano elso test sebességének nagysaga (lasd pingpong-

v, és Y, = v. Ez a
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labda és -Ut6). Ha a mdsodik test all, akkor egyszertien
visszapattan az elsé. Ha pedig a masodik test egy irdny-
ban halad az elsével, de fele akkora sebességgel (v, =
v,/2), akkor az els6 test megall az titkozés utan.

Mi a feltétele annak, hogy a masodik test alljon
meg, ha azonos nagysagu sebességgel titkoznek a tes-
tek? Legyen v, = v és v, = —v; = —v. Ezekkel a masodik
test sebessége:

0o - Zmlv—(mz—ml)v

2
m, +m,

(20)
ebbdl 2 m v—(m,—m)v = 0.

Tehat 3m, = m, adodik, azaz akkor teljestl, ha a
masodik test tomege az elsS test tomegének hiarom-
SZOrosa.

Tetsz6leges k esetére is tudunk szamolni. A valto-
zas a tomegkodzeépponti rendszerben az titk6zés utani
lendilet, illetve sebesség nagysaganak megallapitdsa-
nal van. A sebességek:

m, (111 - Uz> _ km, (UZ - le)

w, = -k és
m, + m, m, +m,
2D
;o m, (UZ_UI> _ ]eml <U1_ Uz)
u, = -k = .
ml + mz ml + mz
Ekkor
. 4 —_—
Z/1 S U Upgp =
_ km,v,— km, v, N m vt my v,
(22)

m, +m,

1 m, +m,

(m, = km,) v, + (1 + k) m,v,

)

m, +m,

valamint

4 =
Z/Z Uyt Upep =

km v, —km v, m v +mu,

ml+m2 m1+m2

(23

A+ k) my v +(m,—km,)uv,

m, +m,

Ha k = 0, visszakapjuk a tokéletesen rugalmatlan
esetet, ha k=1, a tokéletesen rugalmas esetet.

Itt is igaz, hogy numerikus feladatokban nyugodtan
szamolhatunk az algoritmussal, gyorsabban eredmény-
hez juthatunk és még a képletre sem kell emlékeznlink.

Hogy a tomegkodzépponti rendszerrel mennyire ha-
tékonyan lehet dolgozni, arra j6 példa lehet a Mikola
Sandor Orszagos Tehetségkutatd Fizikaverseny 33.
dontGjének mérési feladata. Itt két pénzérme ttkozteté-
sébdl tudtunk érdekes informaciokat kiolvasni [6, 7].

RemélhetGen sikertilt meggy&zniink a cikk olvasoit a
modszer egyszerlségérdl és fontossagarol. Ismereteink
alapjan mar azon is elgondolkodhatunk, hogy a mo-
dern gyorsitokban (LEP, LHC) miért a tomegk6zéppon-
ti rendszerben utkoztetik a részecskéket, holott korab-
ban a fix céltargy volt szokasban. Ne feledjiik, hogy itt
a részecskék Osszenergidjat hasznaljak fell

Irodalom

1. Holics Laszlo (szerk.): Fizika 1-2. MUszaki Konyvkiado, Buda-
pest, 1986.

2. Holics Laszlo: Fizikai dsszefoglalo. Miszaki Konyvkiado, Buda-

pest, 1989.

http://slideplayer.hu/slide/2121759/

users3.ml.mindenkilapja.hu/users/berzetok/uploads/cms.ppt

http://vallance.chem.ox.ac.uk/pdfs/Collisions.pdf

http://www.leoweypecs.hu/mikola/14_3_9meres.pdf

Kiss Miklos, Mikola Competition, ELTE TPI 17-19 August 2015,

Proceedings (megjelenés alatt).

N ok

319





