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BEVEZETO - KALANDOZAS A STATISZTIKUS FIZIKABAN

A statisztikus fizika a na-
gyon sok kis részbdl allo
rendszerek makroszkopi-
kus tulajdonsagainak szam-
szerlsitett vizsgalatahoz,
illetve a makroszkopikus
jellemz8k kozotti Ossze-
figgések felderitéséhez ad
egy altalinos matematikai
hatteret. Kezdetben az ato-
mokbol allé gazok, folya-
dékok és szilaird anyagok
termodinamikai tulajdonsdgainak megértését és a kiilsé
feltételek valtozasanak eredményeképpen kialakuld 4l-
lapotvaltozasok altalinos torvényeinek feltarasat segi-
tette. Ez a kutatasi teriilet természetes médon béviilt ki
az egyensulyi allapot elérése soran megfigyelt folyama-
tok (ilyen példaul a doménndvekedés vagy a spiniivegek
lelassult fejlédése) és az ergodicitassal kapcsolatos je-
lenségek vizsgalataval. A kiilsé hatdsok kovetkeztében
kialakulé allandésult dllapotok elméleti vizsgalata mar
a nemegyensulyi statisztikus fizika hataskorébe tartoz-
nak.

Ez utébbi teriilet hasznos ismeretekkel szolgalt a
kiils6 hatasok és a kovetkezményeik kozott megfigyelt
Osszefiiggések (pl. vezetési jelenségek) értelmezésénél.
Fogalmainak és moddszereinek alkalmazhatosagat és si-
kerességét jol jellemzi, hogy az utdbbi évtizedekben a
modszereket atvevd kiilonbozé kutatasi teriiletek ska-
laja jelentdsen kibdviilt, és ma mar magaban foglalja az
atommagok belsejében lejatsz6do jelenségek vizsgalatat,
az anyagtudomdany segitségével feltart ismeretek hasz-
nositasat a modern technologidknal, a biologiai é16-
lények kolcsonhatasanak eredményeképpen kialakuld
okologiai rendszerek tulajdonsagainak megértését és
a tarsadalmi folyamatokndl is jelenlévé Osszefliggések
feltarasat. A tarsadalmi és bioldgiai jelenségek vizsgala-
tanak egyik jellegzetes kovetkezménye, hogy a kdlcson-
hat6 egyedek kapcsolatrendszerét kiilonb6z6 grafok, il-
letve halézatok esetére is ki kellett terjeszteni. A vizsgalt
jelenségek korének kiboviilése egyiitt jart Gj matemati-
kai modellek kidolgozasaval, korabban ismeretlen jelen-
ségek felfedezésével és a mddszerek skaldjanak jelentGs
béviilésével, amit a szamitégépes szimulaciok tovabb
erésitettek. A Fizikai Szemle aprilisi tematikus szdma
ebbdl a széles valasztékbol ad izelit6t.

A statisztikus fizika jelentéségét és toretlen fejlédé-
sét jol jellemzi, hogy a Magyar Tudomanyos Akadémia
Fizikai Tudomanyok Osztalyan belill a Statisztikus Fizi-
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kai Tudomanyos Bizottsag 6nall¢ testiiletként miikodik.
A bizottsag altal évenként megszervezett Statisztikus
Fizikai Napon a statisztikus fizikaval foglalkoz6 magyar
kutatok beszamolnak legijabb eredményeikrél, és egy-
uttal tajékoztatét adnak és kapnak a legfontosabb nem-
zetkozi eredményekrdl is. Az aprilisi tematikus szam
szerz6i ehhez a kutat6i kozosséghez tartoznak. A Kki-
valasztott témak jol tiikrozik a statisztikus fizika szem-
léletmodjanak elterjedését és hasznossagat a kiilonb6z6
tudomanyteriileteken, de a terjedelmi korlatok miatt
ennek ismertetése néhany teriiletre korlatozodik.

A kvantummechanikai rendszerekben a Boltz-
mann-féle ergodikus hipotézis érvényesiilését és saja-
tossagait Takdcs Gdbor foglalja 6ssze, megemlitve az
ergodicitas sériilésének eddig ismeretlen lehet&ségeit
az egyensulyi allapotban. Hasonlé rendszerekben az
egyensulyi allapot elérésének néhany sajatossagat Kor-
mos Mdrton ismerteti. A Biré Tamds Sdndor terjedel-
mesebb munkajarol készitett kivonat szintén a statisz-
tikus fizika gyokereit érinté matematikai fogalmakat és
Osszefiiggéseket taglalja, amikor ravilagit a kiillonboz6
entropiafogalmak és az egyenl6tlenség szamszer(isité-
sére bevezetett kozgazdasagi jellemzdk dltalanos tulaj-
donséagaira. Kun Ferenc és Szatmdri Roland attekintést
ad arrdl, hogy hogyan érvényesiil a statisztikus fizika
szemléletmoddja az egyszerl matematikai modellek se-
gitségével vizsgalt kiillonb6z6 repedezési jelenségeknél
és még néhdny olyan folyamatnal, amelyeket a hasonlé
matematikai hattér kapcsol dssze. Az utdbbi években
mindannyiunk életét befolydsol6é jarvanyok terjedé-
sét, illetve korlatozasi lehetGségeit elemzi Kolok Csegd,
Odor Gergely, Keliger Ddniel és Karsai Mdrton. Ez a
munka bemutatja, ahogy a résztvevék kozotti térbeli
és rovid hatétavolsagu kapcsolatrendszer kiterjesztése
kiilonb6z6 - esetenként folyamatosan valtoz6 - hals-
zatokra képes értelmezni paradox jelenségeket is. Végiil
az evolucids jatékelmélet és a statisztikus fizika Gssze-
fonddasarol sz616 cikk ramutat arra, hogy a kiillonboz6
szakteriiletek kozott kialakuld egyiittmiikodés milyen
eredményeket hoz, illetve hozhat felszinre, amikor az
élettelen anyag megismerésére kifejlesztett matema-
tikai modszereket tarsadalmi és bioldgiai rendszerek
megismerésére hasznaljuk.

A tematikus szam szerz6inek és a szerkeszt6inek a
célja az volt, hogy felvillantsak azokat az eredményeket,
amelyeket ezen a dinamikusan fejl6dé tudomanyteriile-
ten értek el a magyar kutatdk, és egyuttal tovabb erdsit-
sék az olvasdk bizalmat a természettudomanyos gondol-
kodasmodban.
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ERGODICITAS £ES TERMALIZACIO
ZART KVANTUMRENDSZEREKBEN

Boltzmann ergodikus hipotézise [1] szerint kell6en hosz-
szl id6tartam alatt tekintve egy zart dinamikai rendszer
altal a fazistér adott tartomanyaban elt6ltott id6 ardnyos
a tartomany fazistérfogataval. Mas megfogalmazasban,
hosszu id6n at tekintve az O0sszes mikroallapot egyen-
letes valészintiséggel fordul el6. Az ergodikus hipotézis
jelent6sége, hogy ebben az esetben az egyensuly sta-
tisztikus leirasat a mikrokanonikus sokasag adja. Ennek
egyik legfontosabb kovetkezménye, hogy egy nagymé-
retl kornyezettel (,hétartdly”) energiat cseréld rendszer
egyensulyi allapota termadlis, azaz statisztikus leirasat a
kanonikus sokasag adja meg; ezt nevezziikk h6mérsékleti
egyensulynak.

A fent leirt ergodikus hipotézis klasszikus hamilto-
ni dinamikai rendszerekre vonatkozik. Természetesen
vet6dik fel: mi torténik akkor, ha a mikroszkopikus di-
namikat a kvantummechanika torvényei irjak le? Kiter-
jeszthet6-e az ergodikus hipotézis a kvantumos esetre
is? Megalapozhat6-e ebben az esetben is, hogy az egyen-
sulyi allapot hdmérsékleti egyensilynak felel meg?

A klasszikus ergodikus hipotézis

Egy zart hamiltoni rendszer dinamikajat kanonikusan
konjugalt ¢; koordinatakkal és p; impulzusokkal irhatjuk
le, amelyek id6fiiggését a Hamilton-egyenletek adjak:

o on 1

qi P P (1)
ahol H az 6sszenergiat megadé Hamilton-fiiggvény, ami
egyben megmaradé mennyiség. A dinamikai rendszerek
elméletének egyik alapveté eredménye Liouville tétele,
miszerint a

dq,...dgudp, ... dpy )

kanonikus térfogatelemet a Hamilton-féle idé6fejlédés
megOrzi, ami azt jelenti, hogy ez egy természetes mér-
téket ad meg a fazistéren. Az ergodikus hipotézis szerint
ez a mérték az, amire nézve a mikroallapotok egyenl6

Takdcs Gdbor a BME Elméleti Fizika Tanszék
egyetemi tanara, az MTA doktora, 2020 és 2024
kozott a BME Fizika Tudomanyok Doktori Iskola
vezetGje, 2024 6ta a BME Fizikai Intézet igazgato6-
ja.2012-ben elnyerte az MTA Lendiilet palyazatat,
amivel megalapitotta a BME-MTA ,Lendiilet”
Statisztikus Térelméleti Kutatécsoportot. Kuta-
tasi teriilete az alacsony dimenziés kvantumrend-
szerek, a kvantumtérelmélet és alkalmazdsai a
kondenzalt anyagok elméletében és a statisztikus
fizikdban.
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valoszinliségiiek, ami azt jelenti, hogy az egyensulyban
a fizikai mennyiségek idéatlagai megkaphatdak a fazis-
térfogat szerinti atlagolassal. Az egyszerliség kedvéért
tételezziik fel, hogy az egyetlen relevans megmaradé
mennyiség a rendszer Osszenergiaja, ekkor az atlagolast
egy vékony energiahéjon kell elvégezni:

IW(E,AE)A (q,p)qu de

NdN

A=
jW(E,AE)d a4°p

’ (3)

ahol az energiahéj a
W (E,AE)={(q,p): E-AE<H(q,p)<E+AE} (4)

altal megadott fazistérbeli tartomany.

Az ergodicitas fontos feltétele, hogy a rendszer Liou-
ville-értelemben nem integralhaté' legyen. Tovabba az
itt targyalt fizikai alkalmazasokban csak az Gn. termodi-
namikai hataresetben van ra sziikség, amikor a szabad-
sagi fokok N szama végtelennek tekinthetd.

A Kklasszikus megkozelitésben az ergodicitas az ezen
feltételek mellett fellépé dinamikai kdosz kovetkezmé-
nye.> Ugyanakkor érdemes megjegyezni, hogy a fenti
érvelések nagymértékben heurisztikusak. A kérdéskor
precizebb targyalasa azonban nagyon messzire vezetne,
igy ettdl itt eltekintiink. Annyit érdemes megjegyezni,
hogy a (3) feltevésben egy kritikus kérdés, hogy milyen
A fizikai mennyiségekre vonatkoztatjuk. Ez a kérdés a
kvantumrendszerek esetén is el6keril, amint az alibbi-
akban latni fogjuk.

Zart kvantumrendszerek dinamikaja

Amennyiben a fenti megfontolasokat kvantumrendsze-
rekre probaljuk altalanositani, komoly problémak me-
rillnek fel. A klasszikus ergodicitashoz ugyanis sziiksé-
ges volt a dinamikai kdosz, ami nemlinearis dinamikai
rendszerekben 1ép fel. A kvantumrendszerek idéfejlédé-
sét leir6 Schrodinger-egyenlet azonban linedris, vagyis a
kvantumallapot (hullimfiiggvény) szintjén nem beszél-
hetiink kaotikus viselkedésrol.

' A rendszer akkor Liouville-integralhat6, ha létezik pontosan N da-
rab, egymassal involicioban allé (Poisson-kommutal6) I; megmarado
mennyiség. Ekkor 4t lehet térni olyan kanonikus koordinatakra (ha-
tas-szog valtozok), amikben a dinamika egymastdl fiiggetlen kvazi-
periodikus egydimenzidés mozgasokra esik szét. Ebben az esetben a
trajektéridk nem jarjak be a 2N - 1 dimenzids energiahéjat, hanem az
I, ..., Iy megmaradé mennyiségek altal meghatirozott N-dimenzids
téruszokon maradnak; ez okozza a (3) ergodikus hipotézis sériilését.

2 A Boltzmann-féle H-tétel levezetésében a dinamikai kdoszt az Gin. mo-
lekularis kdosz (Stofizahlansatz) feltevése helyettesiti.
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A tovabblépéshez érdemes a kérdést dinamikailag
vizsgalni. Ehhez érdemes bevezetni a kvantumkvencs
protokollt, ami egyfeldl kibillenti a rendszert az egyen-
sulybdl [2], masfel6] pedig rutinszerien megvaldsithato
pl. csapdazott ultrahideg atomokkal, tehat kisérletileg is
jol vizsgalhato.

A legegyszer(ibb esetben a rendszert a H, Hamilton
operator alapallapotaban preparaljuk:

I:I0|‘//o>:E0|V/0>- (5)

Ezutdn a kezdeti (¢ = 0) id6pillanatban a rendszer
valamilyen paraméterét hirtelen megvaltoztatjuk, és a
rendszer az (j H=H,+W Hamilton-operatorral fejlg-
dik tovabb, amit a kvantumelmélet szerint a kovetkezdo
allapot ir le:

ly(t))=e" |w)- (6)

Az id6fejlodés tovabbi vizsgalatihoz fejtsiik ki a ki-

indul6 dllapotot a H Hamilton operator E, energidju |n)
sajatallapotainak bazisan:

Iwo>=;c”

n>,és

n), (7)

ahol ﬁ|n> =E,

2

=1. (8)

2

Az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban az alapélla-
pot energiajat vessziik referenciapontnak, azaz E, = 0.
Az allapot id6fejlédése a kovetkez6képpen adodik:

()= 2™ |n) ©)

Egy A operatorral leirt fizikai mennyiség varhaté
értékének id6beli valtozasat a

()] Al (1))= mZanC;e"'(E”'E“)t (m|AJn)

formulaval szamithatjuk ki. Amennyiben az id6fejlédés
egyensulyi helyzethez vezet, akkor az egyensulyi érték
megegyezik az id6atlaggal, amibdl kiesnek az oszcilldlo
tagok. Kovetkezésképpen az egyenstulyban a mennyiség
varhat6 értéke a kovetkezd alakot olti:?

(Au)=Xlc. (n]Aln).

n

C.

(10)

C,

an
Ebben az allapotban az energia varhat6 értékére

E=(A) =Yc.[ E.. (12)

n

2

mig a variancidra

ap= () -{a);

N (13)
=>

o

2
ZEr%_(ZCn ZEn]

adodik.

3Itt az egyszeriiség kedvéért feltételeztiik, hogy az energiaszintek nem
degeneraltak, azaz E, # E,,, han = m.

A Kklasszikus eset mintdjara azt varjuk, hogy az
egyensulyban a varhat6 értékeket a mikrokanonikus so-
kasag adja meg. A fenti formula azonban nemcsak nem
egyezik ezzel, hanem az egyensulyi atlag fligg a kiindul6
allapot C, atfedéseitdl is az |n) energia-sajatallapotokkal
- szemben a klasszikus eredménnyel, ami csak a mik-
rokanonikus eloszlashoz tartozé energiahéj E energia-
janak a fliggvénye.

Tételezziik fel tovabba, hogy a Hamilton-operator
W megvaltozasa olyan tagok Osszege, amelyek mind-
egyike lokalizalt kolcsonhatast ir le, azaz minden egyes
tagja legfeljebb d-test kolcsonhatasnak felel meg, ahol d
egy természetes szam (pl. kéttest kolcsonhatasok esetén
d = 2); ez a fizikai rendszerek esetében tipikus esetnek
szamit. Konkrét példaként tekinthetiink racson ugralo,
kemény torzsli (angolul ,hard-core”) bozonokat, ame-
lyekre a Hamilton-operator
I:Ihcb =—]Z(b: ;i + ]f-bi)-i-Uz}fliﬁj, (14)
L] L]
ahol az els6 tag az ugralast (,hopping”) irja le, (i, ) a
szomszédos racshelyekre vett 6sszegzést jelzi, a bozon-
operatorok pedig két eltérd racsponton felcserélnek

i#j: b, |=[ 6.6 |=[ 6.6, ] =0.

A hard-core tulajdonsag miatt egy racsponton két
bozon egyszerre nem lehet, azaz

(6) o= (&)

A misodik tagban 7, =l;,-fl;,- a bozonok szdma az i
racsponton, és az U > 0 a szomszédos raicsponton 1évG bo-
zonok kozotti taszitast irja le. Feltehetjiik, hogy mind a
kiindulé H,, mind pedig az id6fejlédést leird H Hamil-
ton-operator (14) alakd. Altalanosabban azt tessziik fel,
hogy ezek a (14)-hez hasonldan olyan tagok dsszegeként
allnak el8, amelyek kiilon-kiilon csak kevés (pl. szomszé-
dos) szabadsagi fokok kozti kolcsonhatast tartalmaznak.

Ekkor bebizonyithaté [3], hogy mind az energia
varhat6 értéke, mind pedig a variancidgjanak négyzete a
rendszer méretével extenziven skdlazik

E~N é AF2~N,

(15)

(16)

(17)

ahol N a rendszert alkot6 szabadsagi fokok szama. En-
nek kovetkeztében az energia relativ fluktuacidira igaz
a klasszikus statisztikus mechanikaboél ismert

(18)

Osszefliggés; ami a termodinamikai hataresetben zérus-
hoz tart. Ez azt jelenti, hogy a C, egyiitthatok olyan al-
lapotokra koncentralédnak, amelyek energija az atla-
gos E koriili relative keskeny, tipikusan* AE szélességii

* A ,tipikusan” kifejezés itt azt jelenti, hogy a AE szélességii savon kiviil
a C, atfedések exponencialisan gyorsan csokkennek. Ezért az sszegzés
megszorithatd egy AE-vel dsszemérhetd szélességii savra, és az ezzel
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energiasavba esik. Ezen az intervallumon felirhaté a mik-
rokanonikus atlag megfelelGje:
(nlA]n),

<A>mc - N(EI,AE) n:‘En—ZE‘SAE (19)

ahol N(E,AE) az [E—-AE,E+AE] intervallumba esé
E, energiaszintek szama. Ugyanakkor a (11) egyensulyi
atlag felirhato

G (nlA]n)

(20)
n|E,—E|[<AE

alakban, ahol az 6sszegzést megszoritottuk a fent jelzett
energiasivban 1évé |n) sajatillapotokra, hiszen a C, at-
fedések is ide koncentralédnak. Ha feltételezziik, hogy
a megfigyelhet6 mennyiség varhaté értéke az energia-
sajatallapotokban csak az energia-sajatérték sima fiigg-
vénye:

(o= £1(E.), @
akkor egyfeldl a sav keskeny volta miatt
(4) ~£.(B) (22)
masfeldl pedig (7)-et felhasznalva
(4), ~AEZC =AE). @
azaz '
A1) ~(A 24
<A>eq <A>mc ’ ( )

Ez az egyenl6ség annal pontosabban teljesiil, minél
kisebb az energiasav relativ szélessége, azaz a termodina-
mikai hataresetben (N — o) egzakt lesz.

A sajatallapot-termalizaciés hipotézis (STH)

A (20) alatt megfogalmazott feltevés, ami szerint az ener-
gia-sajatallapotokban az A megfigyelheté mennyiség
varhat6 értéke az energiasliriség sima fiiggvénye:
()= £.(£.), 0s)
sajatdllapot-termalizdcids hipotézis (STH)® néven ismert
[4, 5], ami nem mds, mint a (3) alatt felirt ergodikus
hipotézis kvantumos megfelel6je. Fontos észrevenni,
hogy ez a hipotézis nem teljesiilhet tetszSleges allapot-
ban, sem pedig tetszGleges A mennyiségre.
Az allapot tekintetében olyan sajatallapotokrdl van
sz06, amiknek a gerjesztési energidja extenziv, azaz (17)-
nek megfelel6en

E,~N (26)

okozott hiba az N — oo termodinamikai hatiresetben exponencidli-
san gyorsan eltlinik. Az egyszerliség kedvéért ezt ugy jelezziik, hogy
az sszegzést megszoritjuk az [E — AE, E + AE] intervallumra; ez az
egyszertsités a lényeget nem érinti.

5 A kifejezés angol megfelel6je Eigenstate Thermalisation Hypothesis,
roviditése ETH.
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Az A operétor sem lehet tetszdleges. Ha példdul egy
energia-sajatallapotra vetit6 b, =|m><m| projektort ve-

SZﬁIlk, akkor
1 —
> { n=m

, (27)
0 n#m

(n|B,
ami nagyot ugrik két egymashoz nagyon kozeli energiaju
sajatallapot kozott is. Egy jo valasztas olyan A operéto-
rokra koncentralni, mint pl. a kemény torzsti bozonok
esetében az 7, helyi betdltési szam, ami egy kevés sza-
badsag foktdl fiiggd (lokdlis) operator, vagy mint a (14)
Hamilton-operator, ami ilyenek Osszegeként all eld.
Ilyen esetekben numerikus vizsgalatokkal azt talaltak,
hogy az STH teljesiil [3], és emellett sok rendszer esetén
erds elméleti érvek is felhozhatok.

A sajatallapot-termalizdcids hipotézis altalanos ér-
vényl igazolasa (a klasszikus ergodicitashoz hasonl6éan)
nem egyszer(l feladat. Egyfel6l alatdmaszthat6 direkt
numerikus vizsgalatokkal [3], ez azonban csak relative
kis rendszerekre végezhet6 el, mert a relevans matrixok
mérete a szabadsagi fokok N szamaval exponenciali-
san n6. Egy masik lehet6ség véletlenmatrix-mddsze-
rek hasznalata [4], amik segitségével az altalanos (nem
integralhat6) Hamilton-operator matematikailag mo-
dellezhetd; ez azonban figyelmen kiviil hagyja, hogy
a (14)-hez hasonld matrixok nem trivialis (pl. lokalis)
strukturaval rendelkeznek. A vizsgalatok soran az is
kideriilt, hogy az STH kib6vitendé a nem diagonalis
<n|A|m> matrixelemekre tett feltevéssel [5], mivel ez
garantalja, hogy a rendszer az idé6fejl6dése sordan az
egyensulyhoz tart.

Ajelzett nehézségek ellenére mara komoly bizonyiték
gytlt 0ssze arra vonatkozoélag, hogy az STH a kvantum-
rendszerek termalizacidjanak feltétele, azaz az STH az
ergodikus hipotézis helyes altalanositasa kvantumrend-
szerekre [6].

Az STH folyoményai

Az STH szamos érdekes kovetkeztetésre vezet. Az elsé
érdekesség, hogy nem mindegy, milyen A megfigyelhe-
t6 mennyiséget tekintlink. Amint ezt fentebb jeleztiik, az
STH természetes moédon miikodik olyan mennyiségek-
re, amik kevéstesttagok Osszegei. A termodinamikidban
hasznalt dllapotjelz6k, mint pl. a belsé energia, vagy a
részecskeszam pont ilyenek. Ez Osszecseng Khinchin®
megkozelitésével, amit a klasszikus rendszerek ergodici-
tasara dolgozott ki [7].

A masik érdekesség, hogy mivel az A mennyiségek
kevés szabadsagi fokbol all6 részrendszertdl fiiggnek
csak, a rendszer tobbi szabadsagi foka héfiird6ként je-
lenik meg, vagyis a mikrokanonikus sokasag egybeesik
a kanonikus sokasaggal. Az ehhez tartoz6 egyensulyi

¢ A. Ya. Khinchin (1894-1959) szovjet matematikus, az A. N. Kolmo-
gorov (1903-1987) altal alapitott szovjet valdszintiségelméleti iskola
neves képviselGje.

FIZIKAI SZEMLE 2025/4



hémérséklet konnyen kiszamithaté: az energiameg-
maradds miatt a Hamilton-operator kezd6 édllapotban
vett és egyensulyi varhatd értéke ugyanaz, ahonnan a
kovetkez6 egyenletet kapjuk:’

A Enefﬁn/T
<%|H|%>=zz"e—w,

(28)
ami egy egyenletet ad az egyenstlyi 7 h6mérsékletre.

A harmadik érdekesség, hogy az energiahéjon vett
(19) mikrokanonikus atlag megegyezik az egyes sajat-
allapotokban vett (25) atlaggal, azaz minden egyes
olyan sajatallapot, aminek a gerjesztési energiaja (26)-
nak megfelel6en extenziv, maga is hémérsékleti egyen-
sulynak felel meg, amennyiben méréseink a fentebb
targyalt megfigyelhet6 mennyiségek osztalyan beliil
maradnak. Az id6fejlédés soran tulajdonképpen any-
nyi torténik, hogy a nem diagonalis tagok fazisai vé-
letlenszerien forogva kiatlagolédnak, és a kapott (11)
diagonalis sokasag azért ekvivalens a hoémérsékleti
egyensullyal, mert minden egyes tagja mar eleve kii-
16n-kiilon annak felel meg.

Az STH sériilése

A fentiekben lattuk, hogy az STH a kvantumrendszerek
termalizacidjanak elégséges feltétele. Az irodalomban
ugyan javasoltak alternativdkat, azonban eddig minden
jel arra mutat, hogy az STH egyben a termalizacié sziik-
séges feltétele is [8].

Ugyanakkor az STH nem minden rendszerre igaz; a
bevezetésekor lattuk, hogy bizonyos feltevésekkel kel-
lett élniink a Hamilton-operatorra, és a relevans meny-
nyiségek osztalyara is, tovabb4, hogy az STH még ezen
feltételek mellett sem igazolt mint matematikai tétel.
To6bb olyan mechanizmus is felmeriilt, amelyek az STH
sériiléséhez, és ezzel a termalizacié megakadalyozasahoz
vezetnek. Az egyik ilyen mechanizmus az integralhaté-
sag, amikor a klasszikus Liouville-integralhatésag altala-
nositasa torténik meg kvantumos soktest-rendszerekre;?
ebben az esetben a rendszer ugyan relaxal, de az STH
nem teljesiil, és igy az egyensulyi allapot nem termikus
[10]. Egy masik mechanizmus a rendezetlenségbdl ered,
ez a soktest-lokalizacid, ami az Anderson-lokalizaci6 ki-
terjesztése kolcsonhato soktest-rendszerekre [11].

Az integralhatésig, valamint a rendezetlenség a
klasszikus rendszerekbdl is ismert, ergodicitast sérté
mechanizmusok. Egy masik érdekes mechanizmus az
un. kvantumsebhelyek [12] 1étezése, aminek a klasszikus
megfelel6i az instabil periodikus palyak. A kvantum-
rendszerekben azonban gjfajta, az STH-t sért6 mecha-
nizmusok is felmeriiltek. Ilyen pl. a bezar6 kolcsonha-
tasok hatésa [13], amirdl az érdekl6dé olvasd a Fizikai

71tt a hémérséklet skaldjat tgy valasztottuk meg, hogy a Boltzmann-al-
landoé értéke 1 legyen.

8 Megjegyezziik, hogy az integralhatdsag preciz definiciéja kvantumos
esetben egyaltalan nem egyszerd feladat, 1d. [9].

Szemle korabbi szamaban olvashat [14], valamint a Hil-
bert-tér fragmentacidja [15].

Osszefoglalis

A kozelmult kutatdsai nyoman megerdsitést nyert, hogy
a Boltzmann-féle ergodikus hipotézis altalanositisa
kvantumrendszerekre a sajatallapot-termalizacids hipo-
tézis. A klasszikus esethez képest ennek szamos Gjszeri
vonasa van; az egyik, hogy maguk az egyedi sajatallapo-
tok is termikusak. Egy masik tjszer( aspektus a meg-
figyelhet6 mennyiségek osztalyanak hangsilyos szerepe
is. Végiil pedig a kvantumrendszerekben az ergodicitas
sértésének 1j, a klasszikus statisztikus fizikiban nem is-
mert mechanizmusai meriiltek fel.

Ebben a cikkben elsGsorban az egyensulyi allapottal
foglalkoztunk, f6 kérdésként azt vizsgalva, hogy mi biz-
tositja az egyensuly termikus jellegét. Azzal a kérdéssel
kapcsolatban, hogy milyen értelemben és hogyan kertil-
nek egyensulyba a sok szabadsagi fokd kvantumrend-
szerek, a jelen szambdl Kormos Mdrton cikkét ajanljuk az
érdekl6dé olvasé figyelmébe.
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STATISZTIKUS FIZIKA TISZTA ALLAPOTOKKAL

A statisztikus fizika targya a sok szabadsagi fokkal ren-
delkez6 rendszerek leirasa, mely igy hidat képez a mik-
roszkopikus torvények és a makroszkopikus rendszerek
termodinamikai viselkedése kozott. Ez a fizika egyik
legsikeresebb és talan a leguniverzalisabb elméleti keret-
rendszere. Ennek az elméleti épitménynek az alapjainal
viszont zavarba ejt6en sok kérdésbe iitkoziink, melyek
nagy része még ma is vitak és diszkusszidk targyat ké-
pezi. Ennek koszonhetSen a statisztikus fizika felépité-
sére tobb eltéré megkozelités, iskola létezik, igy példaul
kiilonb6z6 tankonyvek bevezet6 fejezetei akar lényege-
sen eltérhetnek egymastdl.

Az alapvetd kérdés az, hogy hogyan tud egy egyedi
rendszer pillanatnyi allapota statisztikus tulajdonsagokat
mutatni, azaz miért irhaté le bizonyos atlagok segitségé-
vel. A bayesianus megkdzelités szerint a makrorendszer-
nek csak néhany tulajdonsagat ismerjiik, és ez alapjan a
legkevésbé részrehajlo valoszinlségi eloszlassal kell le-
irnunk. De a valésigban természetesen a rendszeriink
egy adott idépillanatban egy bizonyos allapotban van.
Gibbs ezt a sokasig fogalmanak bevezetésével igyekezte
formalizalni, de a gyakorlatban csak egy rendszerrel 4l-
lunk szemben. Alapozhatunk az ergodicitasra, azaz arra
a feltételezésre, hogy a rendszer végtelen id6 alatt bejarja
a rendelkezésére allo allapotteret. Az egyedi klasszikus
mechanikai rendszerek ergodicitasat viszont nagyon ne-
héz bizonyitani tovabbi feltételezések nélkiil. Tovabba
érdemes észrevenni, hogy a mérést nem azonosithatjuk a
végtelen id6atlaggal, hiszen ez lehetetlenné tenné a nem
egyensulyi viselkedés megfigyelését és az egyensuly felé
tartas folyamatat, ami pedig tapasztalati tény.

Természetesen nem akarjuk azt a latszatot kelteni,
mintha a felsorolt problémakra semmilyen vilasz nem
sziiletett volna az elmult masfél évszazad sordn, de azt el-
mondhatjuk, hogy ezek a megoldasok a matematikai szi-
gorusag meglehetdsen széles skaldjan mozognak, és nem
adnak végleges, a kérdéskort lezaro valaszokat.

Az elmult években azonban egy 4j megkozelités tér-
nyerése figyelhet6 meg, mely a kvantummechanika ke-
retein beliil bizonyithat6, meglepSen altalanos, egzakt
tételeken alapul, és azzal kecsegtet, hogy sokasagok és

Kormos Mdrton a BME Elméleti Fizika Tanszé-
kének tudoményos fémunkatirsa, a HUN-REN
Kvantumtechnol6gia Kutatécsoport tagja. Kiilfol-
di posztdoktori tapasztalatszerzést kovetéen 2013-
ban tért haza Marie Curie Oszténdjjjal, 2016-ban
elnyerte az MTA Prémium Posztdoktori Oszton-
dijat. AZ ELFT Janossy Lajos-dijjal tiintette ki
(2016), valamint megkapta az MTA Fizikai Dijat
(2022). Kutatasait a kvantumos soktest-rendszerek,
kvantumtérelméletek és integrilhaté rendszerek
teriiletén végzi, f6ként ezen rendszerek dinamiké-
jra és nemegyensiyi viselkedésére fokuszalva.
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atlagok nélkiil megmagyarazza a statisztikus fizika sike-
rét. A kulcs a kvantummechanikaban jelenlévé ,objektiv
tudatlansag”, ami kivaltja a statisztikus fizika felépitésé-
ben szerepet jatsz6 szubjektiv informacidhianyt. Ennek
megértéséhez azonban fel kell eleveniteniink a tiszta és
kevert allapotok fogalmat.

Tiszta és kevert allapotok

A legtobb olvasé jol tudja, hogy a kvantummechanika-
ban a rendszer bizonyos allapotait egy komplex Hilbert-
tér elemeivel, a |V/> allapotvektorokkal' irjuk le. Azért
irtunk bizonyos dllapotokat, mert ez a leiras az allapotok
egy osztalyara, az Ggynevezett tiszta dllapotokra alkal-
mazhaté. Ha egy rendszer tiszta dllapotban van, az an-
nak felel meg, hogy mindent tudunk a rendszerr6l, ami a
kvantumfizika szabdlyai szerint tudhaté. Példaul a fizikai
mennyiségek varhat6 értékét a hozzdjuk rendelt 6nad-
jungalt operatorok ,szendvicselésével” kaphatjuk meg:
(A)l,, = (y|A|y). Ezt gy is irhatjuk, hogy <A>w = Tr{pA},
ahol p = [y Xy/| a |y) vektorra vetit6 operator (projektor),
a ,,Tr” pedig a kapcsos zardjelben 1év6 operator nyoma.?
A p operator az Un. siiriiségoperdtor. Ezt a nyelvet hasz-
ndlva altalanosithatjuk az 4llapot fogalmat olyan ese-
tekre, amikor nincs a teljes informacié a birtokunkban.
Ezeket az Un. kevert dllapotokat olyan sliriségoperator
irja le, amely nem egy egydimenzids projektor, hanem
ilyenek Osszege: p = Z,p.|aXal|, ahol a p,-k 0 és 1 kozé
es6 valds szamok, melyek 6sszege 1. Ezt az allapotot Ggy
értelmezhetjiik, hogy a rendszer p, valoszintiséggel van
az |a) tiszta allapotban.

Mikor talalkozunk kevert allapotokkal? A statiszti-
kus fizika Gibbs-sokasagai kevert allapotoknak felelnek
meg, melyekben az |a) tiszta allapotok energia-sajatalla-
potok. A mikrokanonikus sokasagban az dsszes p, = 1/d
egyenld egy d dimenzi6s energiahéjon beliil, a kanonikus
soksagban pedig p, = exp{-E./(ksT)}/Z .exp{-E./(ksT)}.
A kevert dllapotok a részrendszerek leirasakor is megje-
lennek. Tekintsiik a Hilbert-tér valamilyen felhasitasat
részrendszerre és kornyezetre, azaz irjuk a H = Hy ®
Hx direktszorzat-alakban! Ha példaul a rendszeriinket N
spin alkotja, akkor barmely k rogzitett spin részrendszert
alkot, és a Hy, illetve Hy Hilbert-terek dimenzidja dy =
2k, illetve dy = 2V-*. Azt a kérdést tessziik fel, hogy ha az
egész rendszer a | ) tiszta allapotban van, hogyan tudjuk
leirni a részrendszeren végzett méréseket csupan a rész-

' Az allapotvektort hely bazisban kifejtve kapjuk a hullimfiiggvényt:
).

>Tr{0} ==, (n |0|n), ahol az |2) vektorok egy tetszSleges ortonormalt ba-
zis elemei. A mondatban szerepl6 éllitashoz vegyiik azt a bazist, amely-
nek egyik eleme |y), a t6bbi pedig ortogonalis ra.
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rendszer szabadsagi fokainak segitségével. Van-e példaul
olyan |¢p) € Hyallapotvektora arészrendszernek, mellyel
minden Hy-en é16 Ay operitor varhaté értéke az (Ay) =
(¢|A|¢) médon szamolhaté? A valasz altaldban nem,? ki-
véve ha a |y) szorzatallapot, azaz |y) = ¢ )z ® |y )k alaku.
Altalaban ez nem teljesiil, azaz a részrendszer dssze van
fondédva a kornyezetével. Ekkor a részrendszeren végzett
mérések tiszta dllapotvektorral nem, de stiriiségopera-
torral leirhatok: (Ap) = Tr{prAr}, ahol a Hy-en €16 py re-
dukalt stirtiségoperator ugy kaphatd, hogy a teljes rend-
szer slrlségoperatoraban ,kitrace-eliink”* a kornyezet
szabadsagi fokaira:

P = Trdy Xy

Ez aztjelenti, hogy bar az egész rendszer leirhat tisz-
ta dllapottal, a részrendszer kevert allapotban van! Tehét
arra a nem tul intuitiv eredményre jutottunk, hogy a tel-
jes rendszerr6l maximalis tudéssal rendelkeziink, de a
részrendszerrdl csak részleges a tudasunk. Vegyiik észre,
hogy a klasszikus fizikdban ez nem lehetséges! A kvan-
tummechanikdban viszont igen, és ez a ,tudatlansag” ob-
jektiv, mértéke egyértelmien meghatarozhat6 példaul az
Osszefonddasi entropia segitségével, melyet a Neumann—
Gibbs-féle § = ks Tr{pr Inpr} képlet ad meg.

A tovabbiakban olyan preciz eredményeket fogunk
bemutatni, melyek tetsz6leges véges dimenzids® kvan-
tummechanikai rendszerre érvényesek, spinrendszerek-
re éppugy, mint bozonok vagy fermionok rendszerére.
Ennélfogva nincs sziikség arra, hogy a Hamilton-opera-
tort rogzitsiik.

Tipikussagi tételek

A kvantummechanikai kitéré utan térjiink vissza a sta-
tisztikus fizikdhoz! Ennek felépitésében alapvetd jelen-
t6ségl az egyenld valdszintiségek elve, mely szerint egy
vékony energiahéjon beliil minden allapot ugyanolyan
val6szinliségli. Ez a mikrokanonikus eloszlas, amelybdl
kiindulva levezethet6k a kanonikus, nagykanonikus stb.
Gibbs-sokasdgok, melyek olyan rendszereket irnak le,
melyek egy sokkal nagyobb kornyezettel allnak kdlcson-
hatasban. A levezetések soran a rendszert és kornyezetét
egy nagy, izolalt rendszernek feltételezziik, melyre érvé-
nyes az egyenlo valoszintliségek elve.

A statisztikus fizikdban szokdsos energiahéj altala-
nositasaként vegyiik a H Hilbert-tér egy tetszbleges
H, alterét, melyet valamilyen globalis kényszer (pl.
energia, részecskeszam, magnesezettség) jelol Kki.
A mikrokanonikus sokasignak megfelelé6 kevert al-

3 Példa: A ly)y=(N)y - 1) /42 (Bell-par) allapot esetén nincs olyan tiszta
allapota az elsé spinnek, mely mindharom spinvetiiletet leiré Pauli-
matrix |y ) dllapotban szamolt varhat6 értékét helyesen adna meg.

* Sajnos a magyar ,kinyomozunk” kifejezés épp ellentétes jelentést hor-
dozna.

> A véges dimenziészam egy technikai feltevés. Végtelen dimenzids
rendszerek véges dimenzidssa tehetSk egy tetsz6legesen magas ener-
gia-levagas bevezetésével, amit6l nem varjuk a termodinamikai visel-
kedés megvaltozasat.
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lapotot az € = I,/d, slriiségoperitor irja le, amely az
egységoperatorral aridnyos az altéren. De annak posz-
tuldldsa helyett, hogy a rendszert ezzel a maximalisan
kevert allapottal kell leirnunk, induljunk ki abbél, hogy
az egyedi, izolalt rendszeriink tiszta allapotban van! Ho-
gyan lesz ez Osszeegyeztethetd a statisztikus fizikaval?
Az Un. tipikussdg révén, ami azt jelenti, hogy a legtobb
tiszta allapot valamilyen értelemben tipikusan viselkedik
a statisztikus fizika szempontjabol.

A mikrokanonikus tipikussdg [1, 2] nyilvinul meg abban
a tételben, mely szerint annak a val6szinidsége, hogy egy
tetsz8leges A megfigyelhetd mennyiség virhaté értéke
egy H,-bol véletlenszertien valasztott® tiszta dllapotban
és a mikrokanonikus sokasdgban jelentésen eltér, expo-
nencialisan kicsi:

P[(A), - (A)s 2 €] < 2 exp{-Cd, €/ A%},

ahol (A); = Tr{€A}, A, az A operitor sajatértékeinek a
tartomdanya, C pedig egy alland6. Nagy-e vagy kicsi a
jobb oldal? Egy realisztikus mérés eredménye nem lehet
tetsz6legesen pontos, mondjuk 20 értékes jegynél nem
adhat pontosabb eredményt, azaz §/A, ahol § a mé-
rés pontossaga. Ez azt jelenti, hogy ha d, > 10*, akkor
a tiszta allapotok nagy részére az A mennyiség varhat6
értéke mérési hiban belill meg fog egyezni a mikroka-
nonikus atlaggal. Belegondolva, hogy egy mdlnyi spin
Hilbert-terének dimenzidja kb. 10°”, lithatjuk, hogy
makroszkopikus rendszerekben az atipikus éallapotok
elképzelhetetleniil ritkak.

Egy ennél is er6sebb allitas tehetd a kanonikus elren-
dezésben, azaz részrendszereket vizsgalva. Osszuk fel
tehat a Hilbert-teriinket az el6z6 fejezetben latott H =
Hr ® Hyx moédon! A kanonikus tipikussag [3, 4] azt mond-
ja, hogy majdnem minden tiszta allapot olyan, hogy a
részrendszeren végzett tetsz6leges méréssel megkiilon-
boztethetetlen a mikrokanonikus sokasagtol. Ponto-
sabban fogalmazva, a tiszta allapotbdl szarmaztatott pg
= Trg|y Xy| és az € kevert allapotbdl szamolt E = TrxE
redukalt stiriségoperatorok, melyek a részrendszer alla-
potat hivatottak leirni, nagyon kozel vannak egymashoz:
pr~ Er. Akozelséga

D(PR’ SR):(l/Z)Tr|pR_8R| (1)

tavolsdg szerint értendd, amely a két allapot megkiilon-
boztethetdségét méri. Ez egy 0 és 1 kozé es6 valos szam,
ésap=1/2 + 1/2D(pg, Er) képlet szerint megadja an-
nak a maximalis valosziniiségét, hogy egy tetszileges
mérésbdl jol tippeljiikk meg, hogy melyik allapottal van
dolgunk. Az alabbi tétel szerint ez a tavolsag egy vélet-
lenszertien hdzott |y) esetén szinte biztosan nagyon
pici:

1 .
P{D(pR,SR)Z&I-E djj.f }34(3”* ,

K

© A valészintiségi eloszlas az egyenletes eloszlds a (y|y) = 1 altal definidlt
gomb feliiletén (Haar-mérték).
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ahol d¢f > d,/dy a kornyezet un. effektiv dimenzi6ja.”

Tehat ha a kornyezet sokkal nagyobb a részrendszernél,

akkor a gyokos kifejezés nagyon kicsi, és annak a vald-

szinlisége, hogy ennél messzebb lesz a két redukalt si-

riiségoperator, exponencialisan kicsi a széban forgé H,

altér d, dimenzidjaban. Ne feledjiik, hogy a képletekben

szerepl6é dimenzidk exponencialisan fiiggnek a szabad-

sagi fokok szamatol, azaz gyorsan csillagaszati nagysaga

szamokkal talaljuk szemben magunkat. Azt kaptuk tehat,

hogy a teljes rendszer tiszta allapotainak elsdpré tobbsé-

gében a részrendszeren végzett mérésekkel nem tudjuk

megkiilonboztetni 6ket a mikrokanonikus allapottol.
Erdemes néhiny megjegyzést tenniink:

1. Ez az allitas fiiggetlen attdl, hogy milyen és mekkora a
kolcsonhatas a részrendszer és kornyezete kozott. A kol-
csonhatas akar hosszua tavu is lehet, s6t az energidanak
nem is kell extenzivnek lennie! A kanonikus Gibbs-el-
oszlas levezetéséhez tovabbi, a statisztikus fizikai tan-
konyvekbdl ismert feltételezéseket kell tenniink (gyen-
ge kolcsonhatis, elég gyorsan nove allapotsiirtiség stb.).

2. Az, hogy egy mennyiség varhat6 értéke megegyezik
két allapotban, még nem jelenti azt, hogy nem lehet
Oket ennek a mennyiségnek a mérésével megkiilon-
boztetni. Ha példaul egy mennyiség az egyik allapot-
ban mindig 0, a masikban pedig 1/2 val6szintséggel
plusz és minusz 1, akkor a varhaté érték mindkét
esetben 0 lesz, de a két allapot trividlisan megkiilon-
boztethetd egyetlen méréssel. Tobbek kozott ezért is
el6nyds a megkiilonboztethetdséggel dolgozni.

3. A fenti allitds nemcsak meglepGen altalanos, de hi-
hetetleniil erds is: a megkiilonboztethetetlenség tet-
szdleges mérésre fenndll, nemcsak makroszkopikus,
durvaszemcsés mennyiségekre, s6t, nemcsak realisz-
tikusan elvégezhet6 mikroszkopikus mérésekre, ha-
nem a részrendszer dsszes szabadsagi fokara kiterje-
d6, nyilvanvaléan nem realisztikus mérésekre is.

Osszefoglalva, a tipikussigi tételek szerint tetszdle-
ges véges dimenzids kvantummechanikai rendszer tiszta
allapotainak nagyon nagy tobbségét nem lehet megkii-
16nboztetni a mikrokanonikus allapottél az egész rend-
szeren végzett realisztikus méréssel vagy kell6en kicsi
részrendszereken végzett tetsz6leges méréssel. Erényiik,
hogy matematikai szigorusaggal fogalmazzak meg, hogy
mikor és miért nem szamitanak a részletek. Azaltal, hogy
ramutatnak arra, hogy a legtobb allapot ugyanigy vagy
nagyon hasonldan viselkedik, egy heurisztikus, de meg-
gy6z6 érvet jelentenek a statisztikus fizikai sokasagok
alkalmazasa mellett.

Az egyensuly felé

Az el6z6 fejezetbdl kideriilt, hogy a nem egyensulyi al-
lapotok nagyon ritkak. De tudjuk, hogy vannak ilyenek,
hiszen mindennapi tapasztalat az egyensilyon Kkiviili

7dgf=1/(TrEy), ahol E¢ = TrE akornyezet redukalt stirliségoperditora a
mikrokanonikus allapotban.
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rendszerek egyensuly felé tartisa, amelyet jobb hijan

relaxdcionak fogunk nevezni. Azért nem hivjuk terma-

lizdcionak,® mert a relaxacié csak az utébbinak az egyik
aspektusa. A termalizdci6é alatt ugyanis tobb jelenség
egylittesét szokas érteni:

1. Relaxdcio: egy rendszer egyensulyba keriil, ha egy bi-
zonyos egyensulyi allapot felé tart, majd annak koze-
lében marad az id6 nagy részében. Azért nem 6rokké,
mert egyrészt makrorendszerekben is megfigyelhet6k
fluktuaciok, masrészt a véges dimenziés kvantumrend-
szerek egy id6 utdn visszatérnek a kezddallapotukba
(pontosabban tetsz6legesen kozel keriilnek hozza).

2. Fiiggetlenség a kezdeti feltételektdl: a magara hagyott
kavéscsésze ugyanabba az allapotba jut fiiggetleniil
attél, hogy a szoba levegéje hogyan mozog, vagy
hogy kezdetben megkavartuk-e. Tehat egy részrend-
szer egyensulyi allapota fiiggetlen mind a kérnyezet
kezdeti mikroszkopikus jellemz6it6l, mind pedig a
részrendszer kezdeti allapotatdl.

3. Gibbs-dllapot: Az egyensulyi allapot vagy a relevans
fizikai mennyiségek a statisztikus fizika megfelel6 so-
kasagaval irhatok le.

Az aldbbiakban ezen aspektusok koziil csak az els6vel
fogunk foglalkozni, vagyis azzal, hogy milyen értelem-
ben és hogyan keriilnek egyenstlyba a makroszkopikus
rendszerek. Arrdl, hogy az egyensilyi dllapot mikor irha-
10 le valamilyen termdlis Gibbs-sokasdggal, Takacs Gabor
cikkét ajanljuk.

A statisztikus fizika felépitése az izolalt rendszereken
alapul, azaz joggal varjuk el, hogy az izolalt, autoném
rendszerek is egyensuilyba keriiljenek. Igen 4m, de egy
tiszta allapotbdl inditott rendszer a Schrodinger-egyen-
let altal diktalt uniter id6fejlédés alatt soha nem fejlédhet
kevert allapotba, azaz egy statisztikus fizikai sokasagba.
Az el6z6 fejezet tapasztalataival felvértezve sejthetjiik,
hogy alapvet6en két lehetGség all el6ttiink. Az egyik,
hogy korlatozzuk az egész rendszeren végzett méré-
seket a realisztikus mérésekre, és belatjuk, hogy ezen
mérésekre nézve relaxaciot tapasztalunk. A masik, hogy
elegend@en kis részrendszerekre koncentralunk.

Mindkét esetben nagyon altalanos érvényd allitaso-
kat lehet bizonyitani lényegében egyetlen tulajdonsigot
feltételezve az id6fejl6dést generdlé Hamilton-operator-
rol: megkoveteljiik a spektrumtél, hogy a (potencidlisan
degenerdlt) energianivokbdl szamolt energiakiilonbsé-
gek ne legyenek degeneraltak, azaz minden energiakii-
lonbség egyetlen energiaszint-parhoz tartozzon (de a
nivokon beliili degeneraciét megengedjiik). Ez a feltétel
biztositja, hogy a rendszeriink nem hasithat6 szét két,
egymassal nem kolcsonhat6 részre,’ amely esetben nem
is varhato el a relaxacié.

8 Az angol nyelvi szakirodalomban erre az ,equilibration” sz6 hasznéla-
tos, de az ,ekvilibracié” még a relaxdcional is magyartalanabbul cseng.

° Ekkor az energia a két rész (A és B) energidinak osszegeként kaphato,
E; = E¥ + E{?, igy az E; - E; energiakiilonbség a B rész minden k
nivéja esetén ugyanaz lesz.
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A relaxacié megértéséhez els6 lépésként irjuk fel egy
tetsz6leges mennyiség kvantummechanikai véarhato
értékének idofiiggését! Az egyszerliség kedvéért szo-
ritkozzunk arra az esetre, amikor a rendszer tiszta 4lla-
potban van! Ekkor a |y), kezdeti allapotot az energia |n)
sajatallapotain kifejtve |y ), = 2, ¢, |n), és barmely késébbi
id6pillanatban az allapot a

), =" y)y = e |n)

alakot 6lti. gy barmely A mennyiség id6fiiggd varhaté

értéke
AVIAlw), =D enere 55 (m| Aln).
n,m

Ha a rendszer eléri az egyensulyt, akkor ez a varhat6
érték az id6 nagy részében egy alland¢ érték koriil fluk-
tudl. Ez az alland6 viszont éppen ezért nem lehet mas,
mint a varhaté érték (A ) végtelen id64tlaga,

e o

t<l// A w)z =Z|C"

a#m@#;mﬂww

az egyensulyi stirliségoperator. Ezekben a kifejezésekben
a végtelen id6atlag miatt csak az energidban diagonalis,
nem oszcillalé tagok maradtak meg, ezért a g, altal leirt
kevert allapotot diagondlis sokasdgnak is szokas nevezni.

Ha a varhat6 érték az id6 nagy részében kozel van az
egyensulyi értékhez, akkor az eltérés nagysaganak végte-
len id6atlaga nem lehet tal nagy. Erre a mennyiségre egy
par soros levezetéssel az alabbi egzakt fels6 korlat adhatd

[5]:

A

A

A

A n)zTr{,ﬁe A},

ahol

—_—2 2
)7 = o
! 4d
ahol (A), = t(l//|/i |y)» A, a mar korabban hasznalt jelolés
az A mennyiség lehetséges értékeinek tartomanyara, és

11

Tr /A)j Z C, *
pedig az egyensulyi diagonalis p’, effektiv dimenzidja,
mely megadja, hogy a kezdeti allapothoz hany ener-
gia-sajatallapot jarul hozzd.' Makroszkopikus rend-
szerekben az energiaszintek slirlisége exponencialisan
nagy a szabadsdgi fokok szamaban, igy a leggondosabb
kisérleti preparacidéval sem lehet elérni, hogy a kez-
déallapotban csak néhdny energiaszint legyen betolt-
ve. Korabbi példankat hasznalva, miszerint 20 értékes
jegynél nem tudunk pontosabban mérni (A,/d < 10*°),
a (2) egyenl6tlenség jobb oldalan mar par szaz kétal-
lapott rendszer esetén is kisebb szam fog allni, mint a
mérési pontossag négyzete, hat még 10?* szabadsagi fok
esetén! Azt kaptuk tehdt, hogy lényegében tetszbleges
megfigyelhet6 mennyiség realisztikus mérése soran a

()

eff =

10 Az effektiv dimenziét tisztasagnak (purity) is szokas nevezni. Ha a kez-
deti allapotban N éllapot vesz részt azonos stllyal, akkor c, = 1/4/N és
igy d.s = N, ha egyetlen egy, akkor d ;= 1.
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kvantummechanikai varhaté érték relaxicidjat fogjuk
tapasztalni, amennyiben az energiakiilonbségek nem
degeneriltak. Erdemes hangstlyozni, hogy itt tobbrél
van sz annal a statisztikus fizikdban olykor heuriszti-
kusan alkalmazott tipikussdgi érvnél, miszerint sokkal
tobb olyan ,egyensulyi” allapot van, melyben bizonyos
megfigyelhet6 mennyiségek ugyanazt az egyensulyi
értéket adjak, ezért vdrhatdan az id6fejlédés elvisz ebbe
a halmazba. A (2) tétel szerint ez nemcsak varhatéan, de
biztosan meg fog torténni!

Lattuk azonban, hogy a varhat6 értékek nem elegen-
d6ek két allapot megkiilonboztetésére. Raadasul idében
valtozhat, hogy mely mérésekkel tudjuk megkiilonboz-
tetni a tényleges és a g, egyensulyi allapotot. Az errdl is
szamot ad6 mennyiség a két allapot tavolsaga, melyet az
(1) egyenletben definidltunk. Ezt a mennyiséget modosi-
tani lehet Uigy, hogy a lehetséges mérések korét egy adott
M halmazra korlatozzuk. Megmutathatd, hogy az M-ben
talalhaté mérések altali megkiilonboztethetdség az id6
nagy részében kicsi lesz, ugyanis a végtelen id6atlagara
az alabbi egyenl6tlenség teljesiil [6]:

N(M)

4Jdg’

ahol p(®) = |y(®OXy(t)| a rendszer valédi, idéfejlesz-
tett (tiszta) allapota, N(M) pedig az M-be tartoz6 mé-
rések Osszes lehetséges kimeneteleinek a szama. Azaz
hacsak nem tudunk pl. tizmillidrd mérést végezni
egyenként tizmillidrd lehetséges kimenetellel, egy re-
alisztikus mddon preparalt makroszkopikus rendszer
id6ében fejl6dé allapotat az id6 nagy részében nem tudjuk
megkiilonboztetni az egyensulyi diagonalis sokasagtol.

Ahogyan a tipikussag esetén, itt is er6sebb allitasok
tehetSk elegend6en kis részrendszerekre vonatkozoan.
Vegyiik megint a Hilbert-tér H = Hy ® Hy felosztasat!
Az R részrendszeren adott id6ben végzett Osszes mérés
leirhat6 a részrendszer redukalt slirliségoperatoraval,
mely a teljes rendszer idofliggé siriségoperatorabol
kaphatd: pr(f) = Trx p(£). Az a kérdés, hogy ezt meg tud-
juk-e kiilonboztetni az egyensulyi allapottol, azaz a g x =
Trg p. redukalt slirtiségoperatortdl. Az alabbi tétel sze-
rint nem, ha a részrendszer nem tul nagy [7]:

A A dR
D t), Per | . 3
[,DR( ) ,D,R] NP (3)

DulA(t). ]

A kezdéallapot d g effektiv dimenzidja tipikusan a tel-
jes rendszer dimenzidészamaval 6sszemérhetd, di pedig
arészrendszer dimenzidja. Vegyiik észre, hogy a bal olda-
lon tetsz6leges mérésre vonatkozé (1) tavolsag szerepel!

Foglaljuk 0ssze ennek a fejezetnek az eredményeit!
A Hamilton-operatortél csupan azt megkovetelve, hogy
az energiaszint-kiilonbségei ne legyenek degeneraltak,
be lehet bizonyitani, hogy ha a rendszert elég sok ener-
gia-sajatallapotra kiterjedd, azaz realisztikus kezd6alla-
potbdl inditjuk, akkor elegend6en hosszu id6 utin rea-
lisztikus méréseket végezve az id6 nagy részében nem
tudjuk megkiilonboztetni a rendszer allapotat a végtelen
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id6atlag altal adott egyensulyi dllapottol. Bar a ,realisz-
tikus mérés” fogalma emlékeztet a szokasos makrosz-
kopikus allapotjelz6kre és durvaszemcsés mérésekre,
valojaban ezeknél sokkal tobbet engediink meg: olyan
méréseket is, melyeknek tiz a sokadikon kiilénboz6 ered-
ménye lehet, és amelyek igy joggal nevezhet6k mikrosz-
kopikus méréseknek.

Nem tul nagy részrendszerekre megegyezé feltételek
mellett még erésebb eredmény kaphatd: az id6 nagy ré-
szében semmilyen méréssel sem tudjuk eldonteni, hogy
az egész rendszer az egyensulyi dllapotban vagy pedig a
kezddallapotbol fejl6do, akar tiszta allapotban van-e. Ez
az allitas eléggé meglepd. A klasszikus mechanikdaban
ugy képzeljiik, hogy a makroszkopikus egyensulyban is
van mikroszkopikus mozgas, amelyet nem tudunk vagy
nem akarunk nyomon kovetni. Ha a teljes rendszert néz-
ziik, akkor ez a kvantumos esetben is igy van, hiszen ha
barmilyen mikroszkopikus mérést végezhetiink, termé-
szetesen feltérképezhetjiik a teljes stiriségmatrixot (vagy
tiszta esetben a hullamfiiggvényt). Ezzel éles ellentétben
a részrendszerekre vonatkoz6 (3) tétel azt mondja, hogy
nincs olyan mérés, amivel tetten érhet6 ez a ,mikrosz-
kopikus nyiizsgés”, azaz a részrendszerek egyenstlyanak
egy valoban statikus képét adja.

Még egyszer hangstlyozzuk, hogy nem foglalkoz-
tunk azzal a kérdéssel, hogy a végtelen iddatlag altal
definialt egyensulyi allapot milyen feltételek mellett fog
megfelelni a statisztikus fizikdbol ismert sokasdgoknak.
Egy masik nagyon fontos aspektus, amelyrdl az idézett
tételek hallgatnak, az id6skdla kérdése. Az allitasokban
végtelen id6atlagok szerepeltek, ami megenged csil-
lagaszatian hosszu ideig tart6 ,fluktuacidkat”, melyek
soran a rendszer messze elkalandozik az id6atlagtol. A
relaxdcids idére és a fluktuaciok idéskalajara vonatkozé
eredményekhez tovabbi feltételeket kell szabni a Hamil-
ton-operatorra és a megfigyelhet6 mennyiségekre. Ezek
azonban tdlmutatnak a jelen cikk keretein.

Osszefoglalas

Célunk annak a bemutatasa volt, hogy a kvantumme-
chanika keretein beliil erés és pontos allitasok teheték
a tipikus viselkedéssel és az egyenstlyba keriiléssel kap-

csolatban, melyek a (kvantum-) statisztikus fizika alap-
jait érintik. Ezek az allitdsok mar-mar hihetetleniil 4lta-
lanosak, hiszen fiiggetlenek a rendszer alkotéelemeitdl
(spinek, részecskék stb.) és a koztiik 1év6 kolcsonhatds
részleteitl. Rdadasul a preciz bizonyitasuk legtobbszor
elfér néhany sorban vagy néhany oldalon!

Amint lattuk, nem minden eredménynek van parja
a klasszikus mechanika keretein beliil. Amelyiknek van
(pl. a (2) dllitdsnak), annak a levezetéshez tovabbi nem
trivialis feltételeket kell tenni a rendszer ergodicitasarol
és keverési tulajdonsagairol [8], bar nem zarhat6 ki, hogy
Ujabb eredmények sziiletnek még ezen a régdta kutatott
teriileten. A kvantumos eredmények sajnos nem vihet6k
it kozvetleniil a klasszikus tartomanyba: a 72 — 0 klasz-
szikus hatireset nem cserélhetd fel a ¢ — oo hosszt idejd
hatdresettel, mert sziikség van az energiaszintek kvan-
taltsagara.

Ugy tiinik tehat, hogy a statisztikus fizika megala-
pozasa konnyebb lehet a kvantumos, mint a klasszikus
esetben. Ha a cikkben bemutatott eredmények nem ad-
nak is mindenre végleges valaszokat, és nem teszik is fe-
leslegessé a tobbi megkozelitést, mindenképpen egy Uj
nézéponttal gazdagitjak a statisztikus fizika megalapo-
z4sat [9].
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GINTROPIA - EGYENLOTLENSEGMERTEK ENTROPIKUS

TULAJDONSAGOKKAL*

1. A gintrépia definicidja

A gintrépia (gintropy) kifejezést a jelen sorok szerzdje
alkotta meg, a Gini-index kiszamitasaban szerepl6 fon-
tos mennyiséget, az F(x) kumulativ vagyonszazalék és a
C(x) kumulativ tulajdonos- (népesség-) szazalék, kiilonb-
ségét jelolendd:

o=F(x)-C(x).

A Gini-index a jovedelmi vagy vagyoni kiillonbsége-
ket jellemz6 egyetlen szam nulla és egy (azaz nulla és
szaz szazalék) kozott, eredeti megalkotdja Corrado Gini
kozgazdasz volt az 1920-as években [1]. Ez lényegében a
kiilonbségek abszolut értékének a varhato értékét osztja
el az Osszeg varhato értékével. Bar eredetileg a vagyoni
egyenl6tlenség mértékének szantak, vilagos, hogy bar-
milyen mds valészinliségi valtozé esetén kiszamithato.
Ugyanabbdl az eloszlasbdl kiragadva két értéket, x-et és
y-t, a képlet igy alakul

G = (v = y/(x + 5D

Ezek az értékek sosem negativok. A varhato értéket
ugyanazon eloszlas szerint képezziik mind az x, mind az
y valtozo esetében, azaz:

(f(x, )y = Jdx dy f(x, y)P(x)P(p).

A Gini-index egyetlen szamban foglalja dssze a P(x)
eloszlas egy bizonyos tulajdonsagat: az altala leirt egyen-
16tlenség mértékét, a nagy kiilonbségek relativ jelenlétét
titkrozi. Erthetéen, ebbdl az informéciébol nem lehet a
teljes eloszlast rekonstrudlni. Viszont a kumulativ fligg-
vényekbdl igen.

A kumulativ populici6, C(x) = I:dyP (9), és a skéla-
zott kumulativ vagyon, F(x) = (l/(x))f:dyyp(y) olyan
mennyiségek, amelyek értéke szintén nulla és egy kozott
valtozik, rdaddsul monoton mdédon. Ezekbdl az eredeti
valoszinliség-eloszlas derivalassal visszanyerhetd:
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dc , X _ _E
P(x)= 4 és <7>P(x) —

Ebbél kévetkezik, hogy dF/dC = x/(x) vagyis az F(C)
gorbe érint6je az eredeti x véletlen mennyiség sajat var-
haté értékével skalazott valtozata. Ez az alapja annak,
hogy a sokszor a végtelenbe nyulé P(x) eloszlas dbrazo-
lasa mellett a véges egységnégyzetbe leképezett gorbét
érdemes tanulmanyozni. Ezt a gérbét Lorenz-gorbének
nevezik, els6 bevezet6je Max O. Lorenz kozgazdasz utan
[2]. Egy tipikus Lorenz-gorbét és a hozza kapcsoldédo
mennyiségeket mutatja az 1. dbra.

1. dbra. A Lorenz-térképen egy tipikus gorbe a nagy értékek felé kumu-
lativ mennyiségek esetén mindig az 4tl9 felett fut. A gintrépia a gorbe és
az atl6 kiillonbsége. A Gini-index a koztes teriilet ardnya a fels6 harom-
sz06ghodz. A Pareto-pont a gorbének azon pontja, ahol a két kumulativ
mennyiség osszege éppen 1

A gintrdpia a Lorenz-goérbe és az atl6 tavolsaga. Ez

akkor maximalis, amikor éppen az atlagos értéknél va-

gyunk: x,., = (¢). Ez a megfelel6 els6 derivaltbol kovet-
kezik:

do _dF ,_x 0.
dC dC = (x)
Ugyanakkor a masodik gintrépiaderivalt segitségével
konnyen lathatd, hogy annak az el6jele rogzitett

d’c _dx 1 -1 <0

dC* dC(x) (x)P(x)
Osszefoglalva, a ¢(C) gintrépiafiiggvény tulajdonsa-

gai nagyon emlékeztetnek az entrépia axiomatikus tulaj-

donséagaira.

1. A gintrépia sohasem negativ. Csak egy kivételes el-
oszlasra azonosan nulla.
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2. Egyértelmd maximuma van, éppen az atlagos érték-
nek megfelel6 kumulativ népességnél.
3. Konvexitasa (masodik derivéltja) mindeniitt negativ.

Egyediil azt nem tudjuk, hogy érvényes-e ra a ter-
modinamika misodik f6tételéhez hasonld kijelentés,
miszerint zart rendszerben spontdnul nem csokkenhet.
Természetesen a vagyoni vagy ezzel analégidban a nép-
szerliségi mutatok — mint a Facebook like-ok — poziti-
vak és képesek halmozddni. Azonban nem alkotnak zart
rendszert.

A Lorenz-gorbe és az atl6 kozotti teriilet pedig pon-
tosan a Gini-index fele. A maximum értéke a teljes bal fel-
s6 haromszog teriilete, azaz %2, ami G = 1-nek felel meg.
A minimuma természetesen nulla. A gintrdpia integralja
a kumulativ népesség szerint szintén ezt az értéket adja:

G/2= jo dC = [ ()P (x)dx.

Ez egyben a gintropia varhat6 értéke is a tanulma-
nyozott eloszlas szerint. Ugyanakkor a gintrépia sima x
szerinti integralja a ,nem possionitast” adja, a négyzetes
sz6ras eltérését a Poisson-eloszlasra jellemez6 skdlazas-
tol:
ox’
{x)

lo(x)dx =

2. Példak a gintropiara

Az analdgia a gintropia és az entropia kozott ezzel nem
ér véget. Szamos, viszonylag egyszert és a statisztikiaban
gyakran el6forduld eloszlasra olyan képlet adodik, ami az
entropia klasszikus formajat, illetve annak néhany altala-
nositasat megado képlettel azonos. Az alabbiakban ezeket
a példakat tekintjiik at, mindegyik példa egyben egy-egy
tarsadalmi jovedelemelosztasi modellt is reprezental.

Kezdjiik a trivialis példaval: csak egyetlen x = a érték
megengedett, mindenkinek ugyanaz a jovedelme: P(x) =
0(x — a) Ebben az esetben, mint az kénnyen belathatd, a
gintrépiafiiggvény azonosan nulla. Ezt a modellt hivhat-
juk kommunizmusnak.

A kovetkez6 példa két értéket enged meg: egy szegé-
nyebb, x = a és egy gazdagabb x = b > a értéket. A sze-
gények frakcidja a népességben legyen w, a gazdagoké
ekkor természetszertleg 1 — w. Az eloszlés slirliségfiigg-
vénye (PDF) ekkor

Px)=wd(x-a)+ (1 -w)d(x-a).

A kumulativok ugrasfiggvényeket tartalmaznak, a
nem nulla gintrépia azonban csak az a < x < b interval-
lumra korlatozédik. Ott az értéke konstans. Ezen inter-
vallum szélessége a kumulativ népesség szerint éppen
C(a) - C(b) = 1/2. Ezért a platé értéke pontosan a meg-
felel6 Gini-index

b—a

aw+b(1—w)w(1_w)'

G=0pny =

120

Ebben a kétosztalyos modellben (eliten beliiliek és
kiviiliek, pl. parttagok és partonkiviiliek elképzelt tar-
sadalmdban) a gintropia szintén specialis, nem folytonos
fiiggvény. Azonban a konvexitisa Osszességében meg-
felel6. A Gini-index - s ezzel a gintrépiaplaté értéke -
igazabol csak az y = b/a aranytol fiigg. Ha az alsé osztaly
nincstelen (a = 0), vagy az elit mérhetetleniil gazdag (b =
végtelen), ugyanaz a gintropia, és megegyezik a szegé-
nyek aranyaval mindkét esetben: G = w. Az el6z6 kom-
munisztikus esetet (amikor mindenki egyenl6 vagyonnal
rendelkezik) a b = a értéknél kapjuk vissza: G = 0.

Kovetkez6 példankban a jovedelem szintén két kor-
l1at, a és b kozé szoritott, de ebben az intervallumban
minden értéknek azonos a valdszintisége. Ez dltalaban a
progressziv ad6zas utani jovedelem céleloszlasa; minél
laposabb a PDF annal ,,skandinavabb” az eredmény. Ezt
»eco-window”-nak, gazdasagi ablaknak is hivjuk, az el-
oszlas alakjara célozva. Ebben az esetben

P(x)=— 0 —a)0(b - ),
b—a

és a kumulativ népesség
b—x
b-a

C(x)=

a koztes részen, 1 az x < a értékekre, és x > b esetén 0.
A kumulativ jovedelem hasonléan viselkedik, a kozbiilsé
intervallumban

b -x*
b —a

A gintrépia e két kumulativ képlet kiilonbsége, amit
még kifejeziink a C fiiggvényeként:

F(x)=

b -x’ b-x_b-a
b*-a* b-a b+a

cQa-0C).

A Gini-index ezen kifejezés integraljanak (varhato ér-
tékének) a kétszerese:
1b-a

G= ZIladE _-
0 3b+a

1
<—.
3

Az ENSZ-statisztikakban jellemz&en ilyen értékeket
kozolnek allamonként (25% és 33% kozott). Az igazan
nagy vagyonok eloszldsa azonban mas szabalyt kovet.
Példaképpen még érdemes megnézni a természetes (,,na-
tural”) eloszlast, ha az x mennyiség Boltzmann-eloszlasu
lenne. Ekkor P(x) = e #, és a gintrépia

o= pxe” =-CInC.

Végezetill az igazi vadkapitalizmusban a Pareto-el-
oszlas érvényes a nagy jovedelmekre és vagyonokra,
amely hatvanyos lecsengési:

P(x) = ab(l + ax)™*-1.

A kumulativok és a gintroépia is viszonylag egyszeri-
en szamithatok. A végeredmény
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o=abx(l+ax)" =b(C™" -C).

Ha alkalmazzuk a g = 1 - 1/b jeldlést, akkor ez az
eredmény a Tsallis-entrépia képletében szerepl6 [3] tn.
deformalt logaritmusra vezet, ami a ,,természetes” expo-
nencialis eloszlasbdl ad6do képlet egy altalanositasa:

o=t (" -0).
l-q

A Gini-index egyszertien G = 1/(qg + 1). A g = 1 érték
az exponencialis PDF eredményét, a g = 2 érték a skan-
dindv eredmény maximumat (b > a) adja.

A 2. dbra mutatja a fenti négy példa gintropidinak a
grafikus képét. Alakjuk 4ltalaban emlékeztet a binaris
(kétallapotd rendszerre érvényes) entropiaformdkra, itt
azonban nem az elemi valészintiség, hanem a kumulalt
népesség fliggvényében abrazolunk [4, 5].

Végiil megjegyezziik, hogy bar a gintropia szamos
képlete emlékeztet masutt javasolt entrépiaképletek
alakjara, igazabodl ez egy masik mennyiség. Viszont mi-
utan a gintropia ismeretében a teljes PDF rekonstrualha-
td, pl. a Boltzmann-entrépia is kifejezhetd a gintrépiaval:

Spe = lnx+j;d51n(— "(C)).

Természetesen a gintropia hasznalata nincs a jovede-
lemeloszlasokra korlatozva. Példaul tudomanyos cikkek
idézettségére vagy a foldrengések erdsségének eloszla-
sara is kiszamithatd, s ezaltal érdekes Osszevetést kinal a
kozgazdasagtani egyenlStlenségindexekkel.

Végezetiil ajanlom a tisztelt olvasok figyelmébe nem-
rég megjelent (angol nyelvii) konyvemet a gintropiarél

2. dbra. Kilonbo6z6 jovedelemeloszlasi modellek gintrépia-
fiiggvényei. Az egyetlen maximum mindegyik gorbe sajatja

[6], amelyben kitalalt torténetek és tudosok beszélge-
tései kapcsan igyekeztem egy olvasmanyos bevezetést
adni a fentiekben roviden ismertetett képletek hatterébe.
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REPEDESI ZAJ ZSUGORODO VEKONYRETEGEKBEN

1. Repedési mintdzatok zsugorodo
rétegekben

A természetben és a mindennapi életben gyakran ta-
lalkozhatunk olyan repedési mintazatokkal, amelyeket
szaradas soran fellép6 zsugorodas okoz. Ilyen jelensé-
gek figyelhet6k meg a kiszarad6 agyagban, a repedez6

Kun Ferenc a Debreceni Egyetem Elméleti Fi-
zikai Tanszékének egyetemi tandra, az MTA
levelez6 tagja. Kutatdsi teriilete a statisztikus
fizika és a szamitogépes anyagtudomany, kiilo-
nos tekintettel a heterogén szilardtestek torési
és fragmentdcids folyamataira. A statisztikus
fizika eszkoztarat felhasznélva torekszik e je-
lenségek mélyebb megértésére, valamint olyan
moédszerek kidolgozasara, amelyek lehet6vé te-
szik katasztroflis torések elérejelzését.
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festékben, az aszaly sujtotta foldfelszinen vagy akar a
sargulé falevelekben is. Amikor egy anyag kiszarad, elve-
sziti nedvességtartalmat, ezért a térfogata csokken. Ez a
zsugorodds azonban nem mindig torténik egyenletesen:
a kiils6 réteg gyorsabban veszit vizet, mint az alsébb ré-
tegek, igy eltéré zsugorodasi aranyok alakulnak ki, ami
belsé fesziiltségeket hoz létre az anyagban. Amikor ezek

Szatmdri Roland a Debreceni Egyetemen szer-
zett fizikus diplomdt, 2020 6ta az Elméleti
Fizikai Tanszék PhD-hallgatéja. 2022-t8] ta-
narsegédként aktivan részt vesz az egyetemi
oktatdsban, elméleti és gyakorlati kurzusok ve-
zetésével timogatva a hallgatok szakmai fejls-
dését. Doktori téméja a zsugorodé vékonyréte-
gek repedezésének elméleti vizsgalata.
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a fesziiltségek meghaladjak az anyag lokalis teherbiro
képességét, repedések keletkeznek, amelyek relaxaljak
a fesziiltséget, és lehet6vé teszik a térfogatvaltozas kom-
penzalasat. Egy hordozé feliiletére felvitt réteg — mint
példaul festék vagy siirdi paszta — esetén a zsugorodas
hatasdra kialakul6 fesziiltségtér inhomogenitasat tovabb
erdsiti, hogy a réteg szabad feliilete konnyen elmozdul-
hat, mig az alja a letapadas miatt kdzel mozdulatlan ma-
rad [1].

A zsugorodasos repedések nagyon jellegzetes minta-
zatokat hoznak létre, amelyek szerkezete az anyag tulaj-
donsdgaitdl, a hordoz6hoz torténd tapadas erdsségétdl,
valamint a szdradas koriilményeitdl is fiigg. A kiszarado
iszap vagy festék gyakran poligonalis szerkezetd repe-
désrendszert alakit ki [1, 2]. Ha egy korszimmetrikus
objektum, példaul egy csepp festék vagy egy kiszarado
gélcsepp zsugorodik, a repedések sugariranyban terjed-
nek kifelé, mert a térfogatcsokkenés kozéprol indul [1].
El6fordulhat, hogy a repedések el6szor nagyobb dara-
bokra osztjak fel az anyagot, majd ezek a kisebb részek
tovabb repedeznek, igy egyfajta hierarchikus mintédzat
alakul ki. Ilyet figyelhetiink meg példaul egyes keramiak
repedezésében, vagy slrl pasztak rétegeinek szaradasa
esetén [1, 2].

Természetesen térfogatvaltozast és ennek hatdsira
fellép6 repedezést nemcsak szaradas okozhat. Vulkanki-
toréskor a lehilés kovetkeztében zsugorod¢ lavaréteg fe-
liletén a kiszaradt tomederhez hasonlé repedési mintaza-
tok jonnek létre, de ezzel a mechanizmussal keletkeznek
az ugynevezett hatszéges lavaoszlopok is [1]. Hordozdra
felvitt vékonyrétegek esetén a két anyag eltér6 hétagulasi
egylitthat6ja melegités vagy hiités hatasara relativ térfo-
gatvaltozdst okoz a két komponens kozott, ami szintén
repedések keletkezését eredményezi. Amikor egy anyag
diffundal egy masik anyagba, az a befogad6 anyag tér-
fogatanak megvaltozasat idézheti el6, amely ugyancsak
mechanikai fesziiltséghez és repedések kialakulasahoz
vezethet [1].

A zsugorodas okozta repedezés nemcsak latvanyos
természeti jelenség, hanem gyakorlati jelentdsége is
nagy. A beton, az agyag vagy festékek szaradas koz-
beni repedezése csokkentheti az anyag tartdssagat és
esztétikai értékét. Ennek elkeriilése érdekében olyan
adalékokat és szaritasi technikakat fejlesztenek, ame-
lyek egyenletesebb zsugorodast biztositanak. Kisér-
leti és elméleti vizsgdlatok megmutattak, hogy a zsu-
gorodas altal keltett repedések utvonalat, valamint a
létrejové mintdzat szerkezetét kontrolldlni lehet, ami
kiakndzhaté6 a mikroelektronikai gyartastechnold-
gidban [1-3, 7]. A zsugorodas altal okozott repede-
zés nagyon fontos szerepet jatszik az akkumulatorok
degradacids folyamataiban is. Példaul egy litiumion-
akkumulator toltési ciklusa sordn litiumionok diffun-
dalnak az elektréda anyagaba, ami a feliileti rétegek
jelentds térfogat-novekedését eredményezi. Kisiités-
kor a forditott folyamat jatszodik le, ami a feliileti ré-
tegek zsugorodasaval jar. A toltés-kistités ciklusai mi-
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att fellép6 tagulds és zsugorodas ciklikus mechanikai
terhelést eredményez, amely repedésekhez, anyag-
faradashoz és az elektrdda degradacidjahoz vezethet.
Ez a jelenség az elektr6da mechanikai stabilitdsanak
egyik kritikus kihivasa alitiumion-akkumulatorokban

[6].

2. Zajos repedezés

Kisérleti vizsgalatok megmutattik, hogy a rendezetlen
mikroszkopikus tulajdonsiagokkal rendelkez6 anyagok
repedezése id6ben nem sima, hanem egy intermittens
folyamat: ha lassan névekv6 mechanikai terhelésnek te-
szlink ki egy testet, a repedések a leggyengébb pontokon
keletkeznek, majd fokozatosan novekednek. A repedések
terjedése azonban hirtelen 1épésekben, viltozatos mére-
tli ugrasokkal torténik, amint egy gyengébb anyagdarab-
ban elindult repedés egy lokalisan erésebb tartomanyba
behatolva megall, majd Gjra aktivalédik egy magasabb
terhelésen [4].

A repedések keletkezése és terjedése hanghullamok
keltésével jar, amelyeket megfelelé érzékelkkel zaj-
csomagok formajaban regisztralni lehet. A médszer se-
gitségével a torési folyamat egyedi repedési események
sztochasztikus sorozatara bonthat6. Ez az ugynevezett
akusztikus emisszids (AE) mérési technika az egyik el-
sOdleges informdcioforras heterogén anyagok repedezé-
sének mikroszkopikus folyamatarol. A legkiilonb6z6bb
heterogén anyagokon végzett mérések megmutattak,
hogy a repedési események fluktualé mennyiségei, mint
példaul az eseményben felszabadult energia és az ese-
mény idStartama hatvanyfiiggvény eloszlasokkal jelle-
mezhet6k. Az exponensek nagyfokd univerzalitast mu-
tatnak abban az értelemben, hogy értékiik jo kozelitéssel
fiiggetlen az anyagi minGségtdl és a terhelés pontos mod-
jatol [4].

Laboratériumi vizsgalatok arra a megallapitasra ju-
tottak, hogy az AE technika a zsugorodas altal hajtott re-
pedezési folyamatok vizsgalatara is alkalmas. Friss beton
szaraddsa soran azt talaltdk, hogy a repedési események
energiaeloszlasa egy hatvanyfiiggvény szerint alakul, de
az eloszlds exponense nem univerzalis, mert az értéke a
szaradas el6rehaladtidval né [5]. A kozelmultban kimu-
tattak, hogy akkumulatorok elektréddinak repedezése
szintén kovethet$ az AE technikaval ugy, hogy az érzé-
kel6ket az akkumulator kiilsé feliiletére helyezik el. Ezek
a vizsgalatok ravilagottak arra, hogy akusztikus emisz-
szi6s mérésekkel monitorozni lehet akkumulatorok deg-
radacios folyamatat [6].

Kutatémunkank sordn arra kerestiik a valaszt, hogy
mi okozza a zsugorodasos repedezést kisér6 repedési zaj
statisztikajanak skalafiiggetlen, de nem univerzalis vi-
selkedését. Szerettiik volna megérteni, hogy a rendszer
jellemz6i - mint a zsugorodas sebessége és a rendszer
mérete — hogyan befolydsolja a generalt repedési zaj sta-
tisztikus tulajdonsagait.
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3. Repedezd vékonyréteg szamitdgépes
szimuldcioja

A heterogén anyagok repedezési folyamatainak vizsga-
lata soran az analitikus megkozelités lehet&ségei a prob-
léma komplexitasa miatt meglehetésen korlatozottak.
Kutatomunkank sordn ezért kidolgoztuk a zsugorodas
altal kivaltott repedezési jelenségeknek egy diszkrét-
elem-modelljét (DEM) és szamitoégépes szimuldcidval
végeztiink vizsgalatokat [7-9]. Modelliinkben egy ko-
rong alakd mintadarabot tekintiink, amelyben a réteg
anyagat egy véletlen szerkezetd racson diszkretizaljuk.
Ehhez els6ként egy négyzetet Voronoi-konstrukcid
segitségével felbontunk véletlenszer@ alaku konvex po-
ligonokra, majd az igy kapott mozaikbdl kivagunk egy
R sugaru korongot. A poligonok mezoszkopikus mére-
tli anyagdarabokat reprezentalnak, amelyek kozott gy
definidlunk kdlcsonhatasokat, hogy a részecskerendszer
mechanikai valasza reprodukalja a kisérleti eredménye-
ket. Ehhez a kezdeti mozaikos szerkezetben a szom-
szédos poligonokat rugalmas, de torhet6 ridelemekkel
kapcsoljuk 6ssze, amelyek a poligonok elmozduldsanak
hatasdra nyujtast, 6sszenyomast, hajlitast, nyirast szen-
vedhetnek el. (A modell konstrukcidjat az I. dbra szem-
lélteti.) A réteg zsugorodasat gy modellezziik, hogy a
rudak nyugalmi hosszat egy allando s sebességgel csok-
kentjiik, amely a ¢ id6 elérehaladtaval egyenletesen no-
vekv6 e = st homogén deformaciét eredményez.

b) C)

N~

a)

1. dbra. Zsugoroddé vékonyréteg diszkrételem-modelljének illusztra-
cidja. A korong alaki réteget konvex poligonok véletlen szerkezet ra-
csan diszkretizdljuk (a). A mezoszkopikus anyagdarabokat reprezental6
poligonokat rugalmas, térhetd riadelemekkel kapcsoljuk dssze (b). Az
adhézi6 figyelembevételére a poligonokat rugék kapcsoljak az alattuk
1év6 sikhoz (¢) [7, 8]

A réteg hordozdfeliilethez valo tapadasat Ggy vessziik
figyelembe, hogy minden poligon kozéppontja egy ru-
galmas rugéval kapcsolédik az alatta 1év6 sikhoz. Ezek
a rugdk kezdetben fesziiltségmentesek, de a poligonok
elmozdulasakor egy visszatérit erét fejtenek ki. Mivel
a poligonok nem tudnak szabadon elmozdulni, zsugo-

rodas kozben a rudak egyre jobban megfesziilnek, és ha
a fesziiltségiik atlép egy kiiszobértéket, eltornek. Fon-
tos megjegyezni, hogy csak a rétegbeli koheziv kolcson-
hatast reprezentdld rudak torhetnek el, a hordoz6 felii-
letéhez kapcsolddd rugdk nem, ezért a modellben nem
kovetkezhet be delaminacid (réteglevalas).

A zsugorodé réteg idébeli fejlédését szamitdogépes
szimulaciéval allitjuk el6 ugy, hogy a poligonok transz-
lacids és forgasi szabadsagi fokaira felirt mozgasegyen-
let-rendszert numerikusan megoldjuk. Ehhez egy 6t6d-
rendd prediktor-korrektor médszert alkalmazunk, ami
kell6 pontossagot és stabilitast biztosit. A torési feltételt
minden iteracids lépésben kiértékeljiik, és a tulfesziilt
rudakat kivessziik a rendszerbdl. Az eltort rudaknal a
poligonok élei mentén mikrorepedések keletkeznek a
rétegben, amelyekbdl a szomszédos élek mentén kiter-
jedt repedések tudnak felépiilni.

A zsugorodé vékonyréteg szimulacidval el6allitott
idofejlodését a 2. dbra szemlélteti egy R = 120 sugaru
rendszerre (a hosszusagot mindig az [, atlagos poligon-
méret egységben adjuk meg). Megfigyelhet, hogy a
repedések véletlenszertien elhelyezked6 gyenge pon-
tokon keletkeznek és szimultin novekednek (2a. dbra).
A réteg szerkezeti rendezetlensége, valamint nagyfokd
homogenitasa és izotropidja kovetkeztében a repedések
véletlenszerd irainyokban terjednek, talalkozaskor pedig
tobbnyire kozel merdlegesen csatlakoznak egy utjukba
es6 repedéshez (2b. dbra). A repedések fokozatos kelet-
kezésének és Osszeolvadasinak eredményeként egy 6sz-
szefliggd repedéshaldzat jon létre, amely mentén a réteg
darabokra esik szét, fragmentalédik (2c. dbra). Mivel a
fragmenseket repedések hataroljak, egymastél fiigget-

2. dbra. A repedez6 vékonyréteg idéfejlédése egy R = 120 sugart rend-
szerben. Az els6 repedések a leggyengébb pontokon indulnak el (a),
majd fokozatos novekedésiik és dsszeolvadisuk (b) eredményeként egy
Osszefiiggd repedési haldzat jon létre, amely mentén a réteg darabokra
esik szét (c). A tovabbi zsugorodais a fragmensek fokozatos darabol6da-
sat eredményezi (d). A fragmensekhez eltéré szineket rendeltiink
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leniil tudnak zsugorodni, ami ismét fesziiltséghalmozo6-
déssal és tovabbi fokozatos darabolddassal jar (2d. dbra).
A modelliink szamitégépes szimulacidjaval nyert repe-
dési mintazatok izotrop, cellularis szerkezete, valamint
a fragmensek poligonalis alakja és lognormalis tomeg-
eloszlasa nagyon jo kvalitativ és szamos esetben kvanti-
tativ egyezést mutat s{ird pasztak szaraddsa soran kapott
repedési mintazatok jellemzdivel [2, 7-9].

4. A repedési folyamat id6fejlodése

Annak megértésére, hogyan keletkezik az akusztikusan
mért repedési zaj a zsugorod6 anyagi rétegekben, sza-
mitoégépes szimulacioval vizsgaltuk a repedési folyamat
id6fejlodését. Mivel a laboratériumi kisérletek soran az
akusztikus érzékelS6k a probatest kiterjedt tartomanya-
rol, vagy akar az egész test térfogatabol gydjtenek infor-
maciot, a szimulaciokban meghataroztuk az egyenld A¢
hosszusagt id6intervallumokban eltort rudak, azaz mik-
rorepedések 7, darabszamat a ¢ id6 fiiggvényeként.

A 3. dbrdn lathat6 n,(f) gorbe csucsokkal és vol-
gyekkel tagolt, sztochasztikus jellege azt mutatja, hogy
a réteg deformacidjanak lassi, homogén novekedése
ellenére a karosodas halmozoédasa szakaszosan zajlik.
A repedési aktivitas kitoréseinek, pulzusainak azono-
sitdsa érdekében bevezettiink egy ¢, korrelaciés idot,
és feltételeztiik, hogy két egymast koveté mikrorepe-
dés ugyanahhoz a téréssorozathoz tartozik, ha ¢, idén
belil kovetik egymast. Ily médon a mikrorepedések
id6beli sorozata jelentés szamud rudtorést tartalmazoéd

aktivitaspulzusokra bomlik, amelyeket csendes idésza-
kok valasztanak el, amikor nem torténik torés. Ezeket
az aktivitaspulzusokat szemlélteti a 3b. dbra, ahol a 3a.
dbra idésoranak egy kis szegmensében azonositott pul-
zusokat emeltiik ki. Az aktivitas idébeli alakuldasanak
jellemzésére hirom mennyiséget vezettiink be: egy
pulzus A mérete a torési események sorozataban eltort
ridelemek darabszama, a T id6tartama pedig a sorozat
els6 és utolsé rudtorése kozott eltelt id6. Az egymast
kovet6 pulzusok kozotti csendes idészak ¢y idGtarta-
ma az Ggynevezett varakozasi id6t definidlja. A globa-
lis repedésaktivitas ilyen moédon azonositott pulzusai
megfeleltethet6k a zsugorodassal végzett laboratériumi
kisérletek akusztikus eseményeinek, igy a pulzusmeny-
nyiségek statisztikaja 0sszehasonlithaté az AE mérések
megfelel6 eredményeivel [5, 6].

A pulzusméretek p(A) valdszinlségi eloszlasat a 4a.
dbra mutatja be négy kiilonb6z6 Rrendszerméretre, rog-
zitett s zsugorodasi sebesség mellett, két tovabbi adatsor-
ral egyiitt egy alacsonyabb és egy magasabb s értéknél az
R =90 sugarnal. Megfigyelhetd, hogy a p(A) eloszlas na-
gyon érdekes viselkedést mutat R és s kiilonb6z6 értéke-
inél: a legkisebb, R = 30 sugarnal p(A) hatvanyfliggvény
szerint csokken, amit exponencialis levagas kovet. Na-
gyobb rendszerek esetén azonban a pulzusok nagyobb
méret(ivé valnak, és a nagy pulzusoknal a p(A) eloszla-
son atmenet kovetkezik be egy masodik, alacsonyabb
exponensi hatvanyfiiggvény-tartomanyba, mikozben a
gorbe meredeksége a kis A pulzusméreteknél gyakorla-
tilag 4lland6 marad. Az s zsugorodasi sebesség novelése

30 T T T T T T T
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3. dbra. A zsugorodas dltal hajtott repedezés idSbeli fejlédése (a, b) és térbeli eloszlasa (c) egy R =120 sugart rendszerre. (a) Az egyenld id6kozok
alatt eltort radelemek 7, szdma a £ 1d6 fiiggvényeként. (b) Az idGsor egy kis szakaszara lathat6, hogy a rendszer torési aktivitdsa jol elkiiloniil pulzu-
sokra bonthatd, amelyek A méretét dbrazoltuk a bekovetkezésiik id6pontjaban. A (c) dbrdn a repedezd réteg egy pillanatképe lathaté az 6sszefiiggd
repedéshaldzat kialakuldsa utin. A mikrorepedések aszerint vannak szinezve, hogy melyik lokalis toréslavindhoz tartoznak. A jobb alsé sarokban 1évé
nagyitott nézetbdl lithatd, hogy a lokalis lavinak a repedések novekedésének véletlenszeri ugrasai

124

FIZIKAI SZEMLE 2025/4



=001 5=0.16 5=0.04 |

1%
O R=120
% R=90 ~ R=90 < R=90
) A R=60
— 10
4
o
10
_6 A \
-IO - $
1 10 102 10° 10"

10 10 10* 10
T/At

4. dbra. A repedezési aktivitas pulzusainak p(A) méret (a) és p(T') id6tartam (b) szerinti eloszlasa az R rendszerméret és s deformacios sebesség
tobb értéke estén. A folytonos vonalak illesztéseket reprezentalnak az (a) diagramon az (1) fiiggvénnyel és a (b)-n a (2)-vel. A (b) 4bran At a DEM

szimulaciok id6lépését jeloli

rogzitett R rendszerméret mellett hasonlé hatéssal jar,
azaz nagyobb s esetén nagyobb pulzusok keletkeznek,
és ezzel parhuzamosan egy alacsonyabb exponensti ma-
sodik hatvanyfiiggvény-szakasz jelenik meg. A p(A) pul-
zusméret-eloszlas alakulasanak kvantitativ leirdsahoz a
kovetkezd fliggvényalakot hasznaljuk

A= AN 4 BA e @) (1)

vagyis p(A)-t két hatvanyfiiggvény-eloszlas 6sszegeként
kozelitjik. A A; és A, karakterisztikus pulzusméretek a
levagasokat szabalyozzak a kis és nagy méretek tartoma-
nyan, 7; és 7, a hozzajuk tartoz6 hatvanyfiiggvény expo-
nensek, az A és B szorzéfaktorok pedig az eloszlas két
komponensének jarulékat hatirozzak meg. Az illesztés
soran 7-et rogzitettiik az R = 30-as rendszerméretnél ka-
pott 7; = 1,95 £ 0,05 értéken, ahol még nincs atmenet, és
csak a 7, exponenst hasznaltuk illesztési paraméterként.
A numerikus szamolasok megmutattak, hogy R és s nove-
lésével a 7, értéke 7, = 1,96 + 0,05 kdzelébdl indulva gya-
korlatilag nulldig csokken. A 0 levagasi exponens értéke
allandénak bizonyult; 0 = 1,50 £ 0,06 az egyes gorbéken.

Az aktivitaspulzusok T id6tartamanak p(T) eloszlasa
a 4b. abrdn egyetlen hatvanyfiiggvénnyel jellemezhetd,
amit exponencidlis levagas kovet

PTY~T e ), )

Hasonl6an a p(A) méreteloszlas viselkedéséhez, R és
s novelésével az a exponens az o = 1,40 + 0,06 érték-
r6l csokken a = 0,80 + 0,04-ra, mig d az 1,5 és 2,0 hata-
rok kozott valtozik. A pulzusok kozotti varakozasi id6
p(tw) eloszlasanak fiiggvényalakja kvalitative hason-
16 a p(T) id6tartam-eloszlaséhoz [9]. Fontos azonban
hangsulyozni, hogy mind az R rendszerméret, mind az
s deformacios sebesség novelésekor a pulzusok kozotti

varakozasi id6 csokken, igy a p(Zy) eloszlas exponense
novekszik [9].

Ezek az eredmények, sszhangban a laboratériumi
mérésekkel, arra vilagitottak ra, hogy a zsugorodast ki-
séré repedezés intermittens aktivitasat skalafiiggetlen
eloszlasok jellemzik, de ezek nem univerzalisak. Az ak-
tivitaskitorések méret- és idGtartam-eloszlasainak ex-
ponesei mind a rendszer méretétdl, mind a zsugorodas
sebességétdl komplex modon fliggenek.

5. Lokalis repedési lavinak

Annak érdekében, hogy megértsiik a pulzusstatisztikak
osszetett viselkedésének eredetét a rendszer R méreté-
nek és s deformacios sebességének fiiggvényében, fontos
hangsilyozni, hogy a mikrorepedések eseményeinek
aktivitaspulzusokba rendezése szigorian a mikrorepedé-
sek id6beli sorrendjén alapul. Ez azt hivatott figyelembe
venni, ahogyan a valds kisérletekben az akusztikus ér-
z€kel6k a keletkezd és terjedd repedések jelét kiterjedt
térbeli régidkbol integraljak, amelyek akar a teljes min-
tadarabot is érinthetik. Ezért varhato, hogy a zsugorodé
rétegben megfigyelt aktivitasi kitorések a minta egészén
véletlenszerten elszortan felbukkand, nagyszamu kor-
relalatlan lokdlis mikrorepedés lavinajanak szuperpozi-
ci6jaként jonnek létre.

Annak bizonyitasara, hogy valéban ez a mechaniz-
mus felel6s a megfigyelt nem univerzalis viselkedésért,
a lokdlis lavindkat a mikrorepedések idében és térben
korrelalt sorozataiként azonositjuk, amelyeket szigo-
rdan meg kell kiilonboztetni a globalis aktivitas pul-
zusaitol. A lokalis lavindk mindig egyetlen rudtorés-
bél indulnak ki, és mikrorepedések térben Osszefiiggd
halmazaként fejlédnek, amelyek a ¢, korrelaciés idén
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S. dbra. A lokilis lavindk p(A) méreteloszlésa (a), valamint a lavindk kozott eltelt ¢, varakozasi id6 p(ty) eloszlésa (b) az R rendszerméret és az s
zsugorodasi sebesség tobb értékére. A (b) abra demonstralja, hogy a p(#y) eloszlasokat sR*-tel skdldzva, a kiilonboz8 R és s értékek mellett kapott
eloszlasok egymasra ejthetSk. A folytonos vonal egy exponenciilis illesztés gorbéje. (c) A (ty) dtlagos varakozasi id6 és a lokalis lavindk (T') atlagos
id6tartaménak hényadosa sR? fiiggvényeként. A kilonb6zd R és s értékeknél kapott eredmények egy egyenesre esnek kétszer logaritmikus skalan.

(d) A globdlis aktivitas a és 7, exponense sR* fiiggvényeként

és az I, hosszon belill kovetik egymast. A szamitasok
soran [.-t a diszkretizacid atlagos /, poligonméretének
kétszeresére allitottuk be, mig ¢, a terhelés Gjraeloszta-
sdnak a réteg anyagi tulajdonsagai altal meghatarozott
jellemz6 idGskalaja. A szamitoégépes szimuldciok meg-
mutattak, hogy az igy azonositott lokalis lavinak a no-
vekvo repedések véletlenszerl ugrasai, amit a 2¢. dbrdn
is megfigyelhetiink.

Az 5a. dbrdn lathatd, hogy a lokalis lavinak A mérete
hatvanyfiiggvény-eloszlast kovet exponencialis levagas-
sal, a p(T) id6tartam-eloszlas fliggvényalakja is hasonlo
[9]. Fontos hangsilyozni, hogy a lokalis lavinak statiszti-
kéja nagyfokd robusztussdgot mutat, azaz mindkét p(A)
és p(T) eloszlas esetében a kiillonbz6 R rendszerméretek
és s deformacids sebességek mellett kapott eredmények
teljesen egymasra esnek. Bar a A és T altal feldlelt tar-
tomanyok eléggé korlatozottak, azaz a A, levagasi lavi-
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naméret és a hozza tartoz6 T, idGtartam kisebb, mint a
pulzusok megfelel6 mennyiségei, a goérbék nagyon jol
illeszthet6k a (2) egyenletben adott fiiggvényalakkal, a
7,=1,96 £ 0,06 és az a; = 1,40 + 0,04 exponensekkel. Szi-
mulaciéink megmutattak, hogy a lokalis lavindkat a zsu-
gorodo réteg olyan anyagi tulajdonsagai hatarozzak meg,
mint példaul a hordoz6hoz valé adhézid erésségének és
a réteg merevségének aranya, amely a rendszerben 1év6
fesziiltségheterogenitasok jellegzetes hosszskalajat sza-
balyozza [9].

A réteg anyaganak szerkezeti rendezetlensége miatt
aréteg zsugorodasaval fejl6d6 homogén deformaciods tér
hatdsara a lokalis lavindk véletlenszeriien, id6beli kor-
relaci6 nélkiil bukkannak fel. Igy a lokalis lavinak id6-
beli el6forduldsa Poisson-folyamatként irhaté le, ahol
az R rendszerméret és az s zsugorodasi sebesség hatdsa
az, hogy nagyobb rendszerben nagyobb szamu gyenge
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pont all rendelkezésre, ahol a repedések nukleal6dhat-
nak, illetve nagyobb s alakvaltozasi sebességnél gyor-
sabban elérhet6k a kovetkez6 lokalis lavina kivaltasahoz
szlikséges deformacids novekmények. Ennek kovetkez-
tében egy homogén rendszerben a lavinidk (r) atlagos
nukleacios ratdjanak aranyosnak kell lennie a rendszer
R* térfogataval (itt a teriiletével) és az s zsugorodasi se-
bességgel, igy (r) ~ sR* érvényes. Az 5b. dbrdn lathatd,
hogy a lokalis lavindk p(#y) varakozasiid6-eloszlasait
sR?-tel atskalazva a kiilonb6z6 R rendszerméretek és
s zsugorodasi ratak mellett kapott eloszlasok egymasra
ejthetk. A skalafiiggvény jol kozelithet6 exponencialis
fiiggvénnyel, ahogy az a Poisson-folyamatok esetében
varhato.

Az eredmények arra utalnak, hogy a globalis repede-
zési aktivitds pulzusainak nem univerzalis statisztikajat
a rendszerben véletlenszerien, korrelicié nélkil felbuk-
kand, id6ben atfedd lokalis repedéslavinak szuperpozi-
cidja okozza. Az atfedés jelent6ségét a (ty) atlagos vara-
kozési id6 és a (T') atlagos lavina-idGtartam aranyaval
lehet szamszerisiteni. Az Sc. dbra azt mutatja, hogy a
{tw)/(T') aranyt az sR* szorzat fiiggvényeként abrazolva
az Osszes szimulacié eredménye egy csokkend, -1 expo-
nensi hatvanyfiiggvényre esik, azaz {ty) ~ 1/sR* ~ 1/{r)
teljesiil, ami megerdsiti a lokalis lavindk id6beli el6fordu-
lasanak homogén Poisson-statisztikdjat. Az abrabdl az is
lathato, hogy kell6en kis R rendszerméretek és s terhelési
sebességek esetén az atlagos varakozasi id6 jelent6sen
nagyobb lehet, mint a lavindk id6tartama {)/(T) > 1,
ami azt jelenti, hogy a lavinak jol elkiiloniil6 események
sorozatat alkotjak, amelyek id6beni atfedésének alig van
lehet&sége. A nagy R és s esetén kapott ¢)/(T') <1 érték
azonban a lokalis lavindk er6s idébeli atfedésére utal. Az
sR?szorzat nagyon nagy értékei esetén ez az atfedés any-
nyira dominans lehet, hogy gyakorlatilag az dsszes loka-
lis lavina egyetlen vagy csak néhany pulzusba keriilhet.
Ezt alaitdmasztja a pulzusok p(ty) varakozasiidé-elosz-
lasanak alakuldsa is az R rendszermérettel és az s defor-
macios sebességgel [9].

Numerikus eredményeink alapjan feltételezziik, hogy
a pulzusmennyiségek eloszlasainak 7, és a karakterisz-
tikus exponensei linearisan fiiggnek a lokalis lavinak ()
nukleacids ratajatol

7, =1- alr), (3)
a=o0;-br), )

ahol a és b illesztéssel nyerhet6 konstansok. A fenti 6sz-
szefiiggések kifejezik azt is, hogy a zérus hajtas (r) - 0
hataresetében a 7, és a exponenseknek a lokdlis lavinak
megfelel6 7; és o; exponenséhez kell konvergalniuk. Az
Sd. dbrdn lathatd, hogy a (3) és (4) Osszefiiggések az R
rendszerméret és az s zsugoroddsi sebesség egyiittes
hatasanak kielégité leirdsat adjak az integralt jel expo-
nenseire az a = 0,0015 + 0,0003 és b = 0,0010 = 0,0004
értékekkel.

6. Osszefoglalis

Kimutattuk, hogy a rendezetlen anyagok homogén ré-
tegének zsugorodasa a repedezés szakaszos id6beli fej-
16déséhez vezet. Ez a folyamat csendes iddszakokkal
elvalasztott aktivitasi kitorések, vagyis pulzusok soroza-
taként irhat6 le. A pulzusok mérete és idGtartama skala-
fiiggetlen statisztikat kovet, hasonléan mas repedésjelen-
ségekhez, azonban az univerzalis viselkedéstdl eltéréen
arendszer méretétdl és a zsugorodas sebességétdl fliggd,
nem univerzalis exponensekkel jellemezhetd.

Szamitasaink feltartak egy nagyon érdekes univer-
zdlis mikroskalaja folyamatot, amely az integralt jel
nem univerzalis tulajdonsdgainak hatterében 4ll. Meg-
allapitottuk, hogy a mikrorepedések lokalis lavinait uni-
verzalis skalazasi torvények jellemzik. A deformacios
tér homogenitdsa és a réteg korrelalatlan térbeli rende-
zetlensége miatt a lokalis lavinak id6beli el6fordulasa
Poisson-folyamatot kovet. Ugyanakkor a globalis repe-
désaktivitds nem univerzalis jellegét az id6ben atfed6
lokalis mikrorepedés-lavinak szuperpozicidja okozza.
Elemzésiink azt mutatja, hogy az integralt jel pulzusai-
nak méret- és idGtartam-eloszlasaban megfigyelhet6
hatvanyfiiggvény-exponensek a lavinak nukleaciés rata-
janak novekedésével linearisan csokkennek a lokalis la-
vinak univerzalis exponenseit6l indulva.

Eredményeink magyarazatot adnak a zsugorodasi
folyamat soran fellépé repedési zaj nem univerzalis sta-
tisztikai jellemzGire, és hozzajirulhatnak j, roncsolas-
mentes eljarasok fejlesztéséhez, példaul akkumulatorok
degradacids folyamatainak monitorozasa terén.
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Nem is olyan régen sajat bériinkon tapasztalhattuk meg,
hogy egy sulyos jarvanyhelyzet mennyire fel tudja forgat-
ni életlinket. Egy vilagjarvany mindennapi cselekedete-
inkre, tarsas kapcsolatainkra és a gazdasagi folyamatokra
is nagy hatast gyakorol [1, 5]. A COVID-19 alatt volt al-
kalmunk megismerkedni kiilonb6z6 védekezési formak-
kal, melyeket hol hatésagi utasitasra, hol sajat elhataroza-
sunkbdl kovettink [3, 16]. Sokunk szamara most el6szor
mindennapossa valt a maszkviselés [15], a fokozott higi-
énia gyakorlasa [11], a tavolsagtartas [2, 14] vagy az 0sz-
szejovetelek létszamkorlatja [6, 29]. Bar ilyenfajta el6-
vigyazatossidgra ma mar ritkiabban kell odafigyelniink,
a prevencids viselkedés és a jarvanyterjedés kapcsolata
tovabbra is fontos kutatdsi téma maradt. Ebben a cikkben
olyan dvatossdgtiiggé adaptiv halézati jarvanymodellek-
kel [9, 30-32] foglalkozunk, amelyben az egyes emberek
aktualis védekezési szintje dinamikusan filigg attdl, hogy
az adott pillanatban milyen sdlyosnak érzékelik a korii-
l6ttiik kialakult jarvanyhelyzetet.

Ebben a kontextusban lokdlis dvatossdgnak [34] hiv-
juk azt a mechanizmust, amikor az emberek kozvetlen
kornyezetiik hatdsara valtoztatjak meg viselkedésiiket.
Példaul, ha csaladjukban vagy barati koritkben novek-
szik a betegek szama, akkor fokozottan eldvigyazatosak
lesznek, ami jelentésen csokkentheti a betegség terje-
désének esélyét. Sok jarvanyterjedési modellben foglal-
koztak mar korabban a lokalis 6vatossag hatasaival [8, 13,
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18, 26], mi tobb, a COVID-19-jarvany alatt valds adato-
kon is mérték ezeket a szokasokat [24]. Kutatisunk ezen
modellek definiciéjabdl indul ki, de egy korabban még
nem megfigyelt jelenségre fokuszal.

Az emberek kiilonb6z6 okok miatt valtoztathatnak a
lokalis 6vatossagukon, ahogy ezt korabbi, a COVID-19-
jarvannyal kapcsolatos kutatiasokbdl is megtudhatjuk.
Ezek az eredmények azt mutattdk meg, hogy a jarvany
soran a fiatalabbak inkabb masok megfert6zésétdl tartot-
tak, mig az id6sebbek els6sorban sajat maguk védelmére
koncentraltak [10, 28]. Emellett a foglalkozas és a tarsa-
dalmi vagy gazdasagi statusz szintén befolyasolhatta a
védekezésre valé hajlandésagot [25].

Erdemes tehat olyan modelleket épiteni, amikben
meg tudjuk vizsgalni ezen motivaciés kiilonbségek ha-
tasat. Ehhez az egyik legaltalanosabb jarvanyterjedési
modellt, az ugynevezett susceptible-infected-suscep-
tible (SIS) jarvanymodell modositott verzidjat hasznal-
juk. Ez a modell azt feltételezi, hogy a jarvany soran egy
egyén kizarolag két egészségi allapotban lehet: fogé-
kony (susceptible) vagy fert6zott (infected); és azt irja
le, hogy egy adott pillanatban hdny ember tartézkodik
ezekben az allapotokban. A modellezett jarvany soran,
ha egy fogékony (S dllapotban 1év6) egyén egy fert6zott
(I allapotban 1év6) masik egyénnel talalkozik, akkor g,
rataval kapja el téle a fert6zést. Azonban egy fert6zott
egyén u rataval spontan médon meggyogyulhat minden
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id6lépésben, és igy ujra fogékonnya valik a fert6zésre.
Ebben a modellben tehat a meggydgyult egyének nem
tesznek szert immunitdsra. Az egyének kozott kialakult
kapcsolatokat egy halézat segitségével irjuk le, ami azt
mondja meg, hogy egy adott pillanatban ki-kivel 1épett
kapcsolatba. Ez a halozat az egyszerliség kedvéért nem
valtozik az id6vel, tehat minden id6pontban ugyanazok
az egyének keriilnek kapcsolatba egymassal.

A lokalis 6vatossagot egy fiiggvény segitségével mo-
dellezziik (amit kés6bb vezetiink be pontosan), de effek-
tiv médon azt adja meg, mekkora mértékben csokkenti
egy egyén a kapcsolatainak a szamat, ha egy adott szamu
fert6z6 van a szomszédsagaban. Ezt a viselkedést hirom
kiilonb6z6 mddon vezetjiik be az alapmodellbe: i) S-dva-
tos, amikor csak a fogékony egyének figyelnek kornyeze-
tlikre egészségiik védelme érdekében; ii) I-dvatos, ami-
kor csak az adott pillanatban 1év fert6zottek 6vatosak a
kornyezetiik érdekében; és iii) SI-dvatos, amikor mind
a fogékony, mind a fert6zo6tt egyének, tehat mindenki
figyel a kdrnyezetében 1év6 fert6zottek szamara. Egyér-
telmt, hogy ha barki 6vatos a halézatban, az altalaban
noveli a jarvany kiiszobértékét [20, 22, 27, 34], azaz azt a
legalacsonyabb virusterjedési ratat, amire a jairviny mar
tartésan fennmarad a populdciéban. Tovibba az sem
meglepd, hogy az I-6vatos modell hatékonyabban csok-
kentheti a jarvany méretét, mint az S-6vatos modell [9].

Abban az esetben ha feltennénk a kérdést, hogy me-
lyik 6vatossagi modellt valasszuk a legenyhébb jarvany
lefutdsdhoz, intuitiv médon feltehetGen az SI-Ovatos
modellre esne a vilasztasunk, mivel abban az esetben vé-
dekeznek a legtobben. Eredményeink ellenben egy meg-
lepé jelenséget tarnak elénk: bizonyos feltételek mellett
(részletek késébb), az I-6vatos modell — amikor csak a
fert6zottek 6vatosak - alacsonyabb fert6zési szamhoz
vezethet, szemben az SI-6vatos modellel. Mashogy meg-
fogalmazva, el6fordul, hogy tobb évatos ember paradox
moédon nagyobb jarvanyt eredményez. Elsére hihetet-
lennek tlinik az allitds, de néhanyunk fejében mégis fel-
derenghet hasonlé jelenség a Braess-paradoxon kapcsan
[4]. Didhéjban Braess jatékelméleti paradoxonja arrol
sz6l, hogy hiaba épit valaki egy 4j, gyorsforgalmi sztra-
dat egy uthdlézatban, nem biztos hogy ezzel csokkenti a
menetid6t, ha azt éppen rossz helyre tervezi. A jarvanyok
és a Braess-paradoxon kozotti kapcsolatot jatékelméleti
kornyezetben mar vizsgaltak [36], azonban ezzel szem-
ben mi egy haldzati jelenséget tarunk fel. Eredményein-
ket (korabban angol nyelven is megjelent [19]) elméleti
moédszerekkel és az SIS modell metastabil allapotdanak
intuitiv elemzésével timasztjuk ald a harom fajta dvatos-
sagi modell esetében.

Modellek és mddszerek

A cikk soran rendszeresen fogunk haszndlni bizonyos
aszimptotikus egyenléségeket. Feltételezziik, hogy haa,,
b, sorozatok, akkor:

a,~b, ha a,/b,—1

és
a,=<b, ha ¢<a,/b,<c
valamely ¢y, ¢, konstansokra.

Mint irtuk, az emberi tarsadalmat egy hal6zattal rep-
rezentaljuk. Az egyéneket a csticsok V és a koztiik fellép6
kapcsolatokat az élek E halmaza hatdrozza meg. A halé-
zat el6allitasara a Chung-Lu-modellt [7, 33] hasznaljuk,
amely az Erd6s-Rényi-féle véletlengraf-modell egyik
altaldnositasa. A modell a kovetkez6: egy n csicssza-
mu hélézatban minden lehetséges i és j csticspar kozott
w;; = x(d;d;)/D valészinlséggel behtizunk egy élt, ahol
D = %,d; a fokszamok 0sszege, x > 0 a haldzat slirtiségét
szabdlyoz6 paraméter, és d, egy y kitev6jl hatvanytor-
vény-eloszlasbol kapott fokszamsorozat [7]. Igy egy ska-
lafiiggetlen haldzatot kapunk, ahol annak a valdszint-
sége, hogy egy véletleniil valasztott cstcs éppen k foku,
P(k) < k. Tehat sokkal tobb kis fokszamu csics van a
héalézatban, mint nagy fokszamu. Megjegyezziik, hogy
az igy kialakult halézatban egy tetsz6leges 7 cstcs var-
hat6 foka x d;-vel egyenld. A y paraméter csokkentésével
egyre inhomogénebb halézatokat kapunk. Hay € (2, 3)
akkor bar az atlagos fokszam véges, a fokszam variancidja
végtelenhez tart, ha n-nel végtelenbe tartunk, vagyis igy
bizonyos csticsoknak extrém sok kapcsolata lesz. Ellen-
ben, y > 3 esetén a variancia is véges marad.

Az SIS-folyamat kevés fert6zott csticspontbol elin-
ditva bizonyos id6 elteltével egy egyensulyi helyzetbe
keriil, ahol - csekély fluktuaciotdl eltekintve — ugyanany-
nyian fert6z6dnek meg, mint ahinyan meggyo6gyulnak
egy id6lépésen beliil. Szigortan véve ez az allapot nem
all fenn a ¢ — oo hataresetben, mivel egységnyi id6 alatt
habar kicsi, de pozitiv eséllyel véletleniil az 0sszes fert6-
z0tt cstics meggyogyulhat. Végtelen id6 alatt pedig a kis
valészinlségli események is el6bb-utébb megtorténnek.
Ezutan a folyamat megall, mivel ha minden csics mar
csak fogékony, nincs fert6zo6tt, amely megfert6zhetné
Oket. Ez azonban nagy populacidk esetén csak nagyon
késon valosul meg, és hosszu id6n keresztiil egy egyen-
sulyhoz hasonlé allapotban marad a rendszer, melyet me-
tastabil allapotnak neveziink. Annak a val6szinlségét,
hogy az i-edik csucs fert6zott a metastabil allapotban,
u,;-vel jeloljik.

Ahhoz, hogy a lokalis 6vatossagot figyelembe vegyiik
egy ovatossagi fiiggvényt vezetiink be, hasonléan a [34,
35] cikkekhez. Ha egy u fert6zott és egy v fogékony csics
kozott 1étezik él, akkor u a v-t a kdvetkezd valoszinliség-
gel fert6zi meg:

Bu, v, t) = Boa(v, t)* a(u, t)*, (D)

ahol az 6vatos v csucs Ovatossigfiiggvénye a (v, t) =
exp{-N;(v, 1)}, és a v cstcs fert6z6 szomszédainak
szama t idépontban N,(v, f). Hasonlban, a (u, ) =
exp{-N;(u, t)}. Ebben a definiciéban az as és a; kons-
tansok a lokalisovatossag-modell tipusat hatdrozzak
meg:

i) S-6vatos (Ms), ahol as=1és a;= 0 (csak a fogé-

kony cstcsok figyelnek),
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ii) I-6vatos (M), ahol ag = 0 és a; = 1 (csak a fertd-
z0tt csucsok figyelnek),
iii) SI-6vatos (M), ahol ag = a@; = 1 (mindenki tu-
datosan figyel a kornyezetére).

'L
€
1L
' 6vatos cslcs -

lokalis 6vatossag

(1 (sh

1. dbra. Lokalis dvatossag a tarsadalomban. Az SIS modell allapotai és
atmeneti paraméterei: S — fogékony; I - fert6z6; B - terjedési rata; p —
gyogyulasi rata. Az abran az Gvatos csticsokat egy pajzzsal, az dvatos-
sagfiiggvények kitev6iben szerepl6 csticsokat perdig arnyékolt teriilettel
szemléltetjiik az (S) S-Ovatos (M), (I) I-6vatos (M) és (SI) SI-6vatos,

kedését, hogy kizarjuk annak lehetségét, hogy csak kis
halézatokra kapunk paradox eredményt, és nagyobbakra
eltiinik a jelenség.

0.3

0.2

o(t)

0.1

2. dbra. A fertézés siiriisége az id§ fiiggvényében. A sztochasztikus
szimulaciok szerint az elsé iteracidk alatt az M; modellben a legmaga-
sabb a stirliség, ezutan kovetkezik az My, és az M. Néhany lépés utan
azonban a sorrend megfordul és stabilizalodik a folyamat. Ezutan para-
dox médon a fert6zési siirliség az M; modellben a legalacsonyabb. Az
abran 10 futas lathat6 10* csticsbol 4ll6 y = 2,3 exponensti skalafiiggetlen
halézaton, « = 10, 8 = 0,6, 4 = 0,3 paraméterekkel

(My;) modellek esetén

Ezeket az eseteket az 1. dbrdn
szemléltetjiik, azt demonstralva, hogy
hogyan szamoljuk az 6vatossagfiigg-
vény kitevéiben szereplé fert6zott
szomszédok szamat a kiilénb6z6 mo-
dellekben.

Eredmények

A harom kiilonb6z6 modell vizsgala-
tahoz egy szamitégépes jarvanyszi-
mulatort fejlesztettiink. A szimulaci-
ok soran eredetileg azt varnank, hogy
az Mg modellben, amelyben minden
csucs dvatos, rendszerint a legkeve-
sebb fert6zott jelenjen meg, szemben
a My és M; modellekkel, amelyekben
kevesebben 6vatosak a folyamat so-
ran. Azonban érdekes modon a meg-
figyeléseink alapjin ez nem mindig
igaz.

A 2. dbran lathatjuk, hogy y = 2,3
és x = 10 haldzati paraméterek mel-
lett az M; modell vezet a legkevesebb
fert6zéshez a folyamat metastabil
allapotdban. Ez egy rendkiviil ellent-
mondasos eredmény: annak ellenére,
hogy kevesebb az 6vatos cstics az M;
modellben, a jarvany enyhébb lesz,
mint az Mg modellben, amikor min-
den csucs 6vatos. Miel6tt magyaraza-
tot adnank a jelenségre, jarjuk korbe
a jarvanyméret aszimptotikus visel-

130

Ms < M,
104<
K _08°
103 df
102<
10* 105
n
(b) 1 o] s e —h—a ot
S
0.9 - M
-+ M,
Ms;
0.8 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4
Y

3. dbra. (a) A d;fraktildimenzié meghatarozdsa az I, metastabil jarvinyméret és az n halézat-
méret kozott egy logaritmikus skalan vald egyenes illesztésével torténik. A Chung-Lu-hélozat
parméterei: y = 2,3 és x = 10; terjedési paraméterek: S = 0,6, 4 = 0,3. A fraktildimenziot az
illesztett egyenes meredeksége adja meg. (b) Ha a fokszam eloszlas exponense y < 3, akkor az M,
modell fraktaldimenzidja 1-nél kisebb, mig az M és Ms; modelleké 1 marad. Paradox mddon az
M; modellben a fert6zés kisebb, annak ellenére, hogy az Mg, modellben tébben védekeznének

FIZIKAI SZEMLE 2025/4



10 ,

08 = M

Ms;

_.0.67 --- mean-field
x
Y0.4

0.2

0.0

100

4. dbra. A metastabil allapotban 1évé fert6zés p(k) siirlisége a k fokszam
fiiggvényében, szimulaciokban (folytonos vonal) és atlagtér numerikus
kozelitésben (szaggatott vonal). Az M és Mg modellekben a fert6zés
f6ként az alacsony fokszamu csticsokon koncentral6dik, mig az M; mo-
dellben a magas fokszdmu csticsokon

A metastabil 4llapotban a fert6zottek teljes szama:
I, = 2, u;. A hilozat méretét, n-et novelve I, novekedését
vizsgaljuk Ggy, hogy az Ggynevezett d; fraktdldimenzio-
jat mérjik, melynek definicidja

df = llmw.
n—w© lOgﬂ

Szemléletesebben, d; a fert6zés halézatméret-fiiggé-
sének kitevGjét irja le, hiszen I., ~ n%. Nagy méretd jir-
vanyok esetén tehdt a kisebb d; nagysdgrendekkel kisebb
metastabil fert6zésszamot is jelent. A fraktildimenzi6
mérését a 3a. dbrdn mutatjuk be részletesebben.

Az 6vatossag nélkiili szuperkritikus SIS modellek-
ben, ahol a jairvany nem hal ki nagyon hamar, I line-
arisan fligg a halézat méretétdl [23]. Ez azt jelenti,
hogy a fraktaldimenzidja a legnagyobb értéket veszi fel
(d;=1). A 3b. dbra azt mutatja, hogy ugyanez igaz az Mg
és Mg modellekre is, minden y értéknél, ami arra utal,
hogy ezen évatossagi mechanizmusok aszimptotikus ér-
telemben nem csokkentik a jarvany méretét. Az abrardl
azt is leolvashatjuk, hogy meglep6é médon az M; modell
fraktaldimenzidja szigordan kisebb, mint 1, ha a fok-
szameloszlas kitevGje y < 3. Azaz a jarvany szublineari-
san novekszik, ami azt jelenti, hogy elég nagy halézatok
esetén a fert6zés slirlisége a metastabil allapotban bar-
mely pozitiv értéknél alacsonyabb lehet, sokkal alacso-
nyabb, mint az Ms és Ms; modellekben. Tehdat nagyobb
hélézatokra nem eltlinik a paradox jelenség, hanem in-
kabb éppen felergsodik.

Haafert6zés stirliségét megmérjiik az egyes fokszam-
csoportokra (lasd 4. dbra), akkor a harom 6vatossagmo-
dell jelent6sen kiilonb6z6 gorbéket produkal. Ebbél az
eredménybdl egy intuitiv magyarazatot taldlhatunk a pa-
radoxonra. Az Mg és Mg modellekben a fertdzottek ara-
nya az alacsony fokszamu csticsoknél a legnagyobb (10-
50 fokszamuak), kovetkezésképpen a fert6zottek szima
magas, mivel ezen csticsok alkotjak a halézat nagy részét.
Ezzel szemben az M; modellben a fert6zések a magas fok-
szamu csicsokon dsszpontosulnak (1000 fokszam felett),

mig az alacsony fokszamu csucsok alig fert6z6dnek meg,
ami alacsony fert6zési szamhoz vezet. Mas szavakkal ki-
fejezve, a lokalis 6vatossdg a metastabil fert6zés eloszlasa
miatt nagyobb hatast valt ki az M; modellben, mint az
Myg; modellben, ahol a potencialisan nagyobb évatossag
alakulhatna ki.

Az M; modellben a kevés nagy foku cstcs a hozzajuk
kapcsol6do alacsonyabb foku csticsok szamara megno-
veli a fert6z0ttség érzékelt mértékét, igy egyfajta figyel-
meztets jelként védve meg a populdciot a betegség terje-
désétdl. Azonban ha ezek a cstcsok inkabb sajat maguk
védelmében érdekeltek, mint az Mg, és Mg modellekben,
akkor ezek a nagy foku cstcsok szinte soha sem fert6-
z0dnek meg, és igy nem is figyelmeztetik a szomszéda-
ikat. Bar a nagy foku csucsok hatdasanak hidnya lelassitja
a betegség terjedését a fert6zés nélkiili nullmodellhez
képest, az alacsony foku csticsok kapcsolatai megmarad-
nak, és a cstuicsok egy pozitiv hanyada fert6zott marad a
staciondrius allapotban. Igy az évatossag hatasa joval ki-
sebb ezekben az esetekben.

Hogy az M; modell fert6zési eloszlasanak kialakula-
sardl is emlitést tegylink, vegyiink egy fogékony nagy
foku csucsot. Mivel ebben a modellben csak a betegek
védekeznek, ez a nagy fokszamu cstcs eleinte nem dva-
tos, de viszonylag sok fert6z6tt szomszédja miatt nagy
valoszintséggel fert6zott lesz a kovetkezd iteracidra.
Ezért az M; modellben a nagy fokd csucsok majdnem
mindig betegek lesznek, amib6l mar az emlitett médon a
nagy 6vatossag miatt a kis foku csticsok kézott nem ala-
kul ki magas fert6zottségi arany.

Szemléletesen képzeljiik el, hogy az M; modellhez
hasonléan valami oknal fogva egy jarvany alatt a nép-
szer(, hires emberek k6z6tt magasabb aranyban lesznek
fert6zottek. Ez feltehet6en sok embert motivalna foko-
zott védekezésre a jarvany ellen, ami nagyban csokken-
tené a betegség terjedését a tarsadalomban. Ellenben ve-
gylik azt az esetet, amikor a népszerli emberek kdnnyen
el tudjak keriilni a fert6zést. Ekkor az Mg és Ms model-
lekhez hasonl6an alacsonyabb lenne a fert6zés kozottiik,
ami joval kisebb hatast gyakorolna a tarsadalom védeke-
zésére, és egy nagyobb jarvanyhoz vezetne.

Elméleti eredmények

A paradox jelenséget eddig intuitivan, szimulaciok se-
gitségével igyekeztliink megérteni, azonban igazi bizo-
nyossagot matematikailag preciz tételek bizonyitasan
keresztiil érhetnénk el. Sajndlatos médon a modell exp-
licit képletek levezetéséhez ttlsagosan is bonyolult, igy
kompromisszumként tovabbi egyszerisitéseket kell al-
kalmaznunk, majd egy igy kapott kozelité modellrdl tu-
dunk bizonyitani allitdsokat. A levezetés részletei egy ko-
rabbi cikkben jelentek meg [19], igy az alabbiakban csak
egy attekintést nyujtunk az elméleti eredményekrol.
El6szor is feltessziik, hogy a halézatunk izzitott,
vagyis a véletlen egyszeri graf adjacencia- (azaz szom-
szédsagi) matrixat a varhato értékével helyettesitjiik, és
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az i, j csicsok kozé determinisztikus xw;; élstlyokat he-
lyeziink.

Ezenkiviil feltessziik az atlagtér kozelitést, amely
a csucsok allapotat statisztikailag fiiggetlennek kezeli.
Az u; kiszamitasahoz sziikségiink van példaul annak az
eseménynek a valoszinliségére, hogy az i-edik cstcs fo-
gékony, a j-edik pedig fert6zott. Fiiggetlenség esetén
ez a valoszintiség (1 - u;)u-vel egyenld. Altaldnosabb
esetben a csicsok valészinliségeinek meghatarozasihoz
sziikségiink lenne a parok valdszintiségeire, amelyhez
pedig a hairmasok valészinlségeire, amelyekhez a négye-
sek valoszinlségeire, és igy tovabb.

Jeldlje a fert6zott félélek (élek, melyeknek csak egyik
vége van lekotve egy csucsponthoz) aranyat

QZ%Zdiui,

ahol D = 3,d,. Erdekes médon a ChungULu-modellben
a fert6zott félélek ardnya egy véletleniil valasztott csics
fert6zott szomszédainak aranyat kozeliti, tehat 0 a jar-
vany ,érzékelt” méretét irja le.

Az els6 eredményiink 8 aszimptotikus nagysagrend-
jére vonatkozik. Mindhdrom 6vatossigmodellben igaz,
hogy

1 logk

o~ . 2)
as+a; K

Ez az eredmény egyezik az els6 intuicidonkkal, hogy
magasabb as + a; alacsonyabb fert6zési aranyt kellene
hogy eredményezzen. Mas széval, a jarvany érzékelt mé-
retében nincs paradoxon. Azonban a meglepd jelenség a
jarvany tényleges méretére vonatkozik.

A fert6z6tt csicsok szamat a fert6z6tt félélek szama-
bol szamoljuk ki. Amikor f6leg alacsony fokszamu cst-
csok fert6zottek, a fert6zési arany (I./D) és a fert6zott
félélek aranya (0) hasonlé méretiiek. Mi tébb, 6 feliilrdl
becsli I../D-t, mivel

1 1 1
ezgzildiui ZBZui :BIOC' (3)

A (3) képletben csak akkor szerepel egyenl6ség, ha
u; = 0 minden egynél nagyobb i-re, vagyis csak akkor,

dr

(1.0

(a)

0.8

0.6

3.2 2.9

0 150.106
y 2.6

2.30.20

(b) df
1.0

0.8

0.6

0.4

3.2 :
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Sl I
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[ |
df03 05 0.8 1

S. dbra. A fert6zéttek szamanak fraktildimenzi6ja (d)) a fokszameloszlas exponense (y) és az atlag fokszam exponense (9) fiiggvé-
nyében az I-6vatos és az SI-6vatos modellekben. Az (a) sztochasztikus szimuldcid, (b) numerikus kozelités és a (c) analitikus (6)
egyenlet hasonlo feliileteket eredményeznek. Mindhdrom megkozelitésnél y € (2, 3) esetén a fraktaldimenzi6 az I-vatos modell-

ben szigordan kisebb, mint az SI-6vatos modellben
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ha a levelek szinte az egyediili fert6zott cstiicsok a hdlé-
zatban. Korabban a 4. dbrdn mar lattuk, hogy ez a ko-
zelités megallja a helyét az M, modellben, mely alapjan
ebben a modellben a (3) egyenl6tlenség is aszimptoti-
kusan éles. Ezt az intuici6t formalizdlva:

L' ~ DOy =< nby. 4)

Ezzel ellentétben az M; modellben az u; fertGzési
valoszintiségek nagy fokszamokra novekednek, amit6l a
(3) képlet lazava valik, és Il aszimptotikusan kisebb lesz,
mint I3 Ezt az intuicidt formalizalva megmutatjuk, hogy
a (3) képlet feszessége fazisatalakulason megy keresztiil
a fokszameloszlds hatvanykitevéjének fliggvényében. A
kritikus pont y = 3-ndl figyelhet6 meg, ahol a fokszam-
eloszlas szorasa végtelenné valik:

no, ha 3<y,
I = 1 (5)

n¢9lyf2 ha 2<y<3.

Mivel 6; < O és 05— 0, ha k — o0, az (5) egyenlet-
bol kovetkezik, hogy I valéban aszimptotikusan kisebb,
mint IS'a y € (2, 3) tartomanyban. Ennek eredménye-
képp kell6en nagy halézatok esetén igazza valik az IL< IS
egyenl6tlenség, bizonyitva a paradox eredményt.

Az egyenl6tlenség bizonyitdsan tul az M; és My
modellek fraktaldimenzi6it mint a fokszam és az atlagos
fokszam exponensének paramétereit szamszertsithet-
jik. fgyay € (2, 3), 0 € [0, 1] és k = n? jeloléseket al-
kalmazva az alabbi eredményre jutunk:

dj =1-6,
dy 1L ©
y=2

A (6) egyenlet alapjan ismételten levonhatjuk a kovet-
keztetést, hogy a jarvany fraktaldimenzidja szigortan ki-
sebb az M; modellben az Ms; modellhez képest heterogén
(y € (2, 3)) és slirt (0 > 0) fokszameloszlas esetén, igy
demonstralva ismét a paradoxont.

Az 5. dbrdn szereplé eredmények jol demonstraljak
a sztochasztikus szimulacidk, a numerikus kozelités és a
(6) képlet kozotti egyezést. Igy ezek a kvalitativ eredmé-
nyek megerdsitik a korabbi megfigyeléseinket, melyek
szerint a paradoxon az inhomogén, stiri hdlézatokon a
leger&sebb.

Osszefoglalas

Ebben a cikkben egy kiilonésen meglepd, paradox je-
lenséget mutattunk be, ami a jarvanyterjedés és a lokalis
ovatossag Osszjatékanak eredménye. Miszerint kevesebb
potencialisan évatos csucs jobban képes megfékezni a
jarvanyt, aszimptotikusan szublinedris fert6zésszamot
eredményezve. Ezt abban az esetben tapasztaljuk, ha
csak a fert6zott csticsok dvatosak a halézatban. Ez meg-
lep6 mddon hatasosabb stratégiank bizonyul, mint bdr-
mely mas védekez6 stratégia (vagyis tovabbi lokalis, glo-
bélis 6vatossag, allami lezarasok stb.), melyek linearis

fert6zésszamot eredményeznek. A megfigyelt paradoxon
alapjan az dvatos viselkedés akkor okozza a legnagyobb
tarsadalmi hasznot, amikor méisok védelmére fokuszal.
Ehhez hasonlé allitast mar korabban is megfogalmaztak
a jarvanykiiszob esetére [9], azonban nekiink a metasta-
bil allapotban kialakulé fert6zottszamra sikeriilt ezt az
allitast demonstralnunk. Magyarazatunk soran arra ju-
tottunk, hogy a paradoxon a héalézat heterogenitasanak,
a betegség halézaton beliili megoszlasanak és az emberi
ovatossagnak kozos eredménye.

Bar a megfigyeléseket szimulacidkkal és matemati-
kai elemzésekkel demonstriltuk, ezen eszkozoknek is
vannak korlataik. Az implementalt 6vatossagi modellek
csupan kozelitései a valoésagnak. Példdul a modellezés
soran feltessziik, hogy mindenki ugyanazon 6vatossagi
fiiggvény szerint védekezik, ami nem feltétlen igaz. Ezért
a pontosabb modellezés érdekében tovabbi tanulmaé-
nyokra van sziikség az emberi viselkedés és a jarvanyok
kapcsolatanak teriiletén.

Tovabbi limitacié, hogy a fokszameloszlas a valds
kontakthalézatokban gyakran homogénebb, mint a mo-
dellekben hasznalt hatvanyeloszlas. Rdadasul a betegség-
6l sz016 informacié akar egy teljesen mds halézaton is
terjedhet, mint a betegség maga. Ezen kérdések miatt a
kovetkez6 kutatasainkban egy olyan halézaton keres-
siik majd a paradox jelenséget, ahol a kapcsolati hdlézat
homogénebb, mig az informacids halozati réteg, ahol az
emberek tajékozodnak egymas édllapotardl, heterogé-
nebb fokeloszlast kovet [12, 17, 21].

Munkank talan legfontosabb tanulsiga, hogy a nagy
foku, befolyasos cstucsok kitiintetett szerepet jatszanak
a jarvany hosszu tava dinamikdjaban. Zhang évatossag-
vezérelt jarvanymodelljében [35] a nagy foku cstucsokat
»kétéld kardként” emliti, mivel felgyorsithatjak és le is
lassithatjak a jarvany terjedését attol fliggéen, hogy a
fert6zést vagy az informadcioét terjesztik-e gyorsabban.
Mi azt vizsgaltuk, hogy a befolyasos csucsok védekezési
motivacidja milyen kovetkezményekkel jar a populacié
egészére. Megmutattuk, hogy ha a népszerti cstcsok el-
s6sorban masok védelmére Osszpontositanak, képesek
jelent6sen megnovelni a jarvany érzékelt méretét, ami-
nek hatdsdra szomszédaik sokkal 6vatosabbak lesznek.
Az erdsebb 6vatossag pedig jobban kordaban tudja tarta-
ni a jarvanyt. Azt gondoljuk, hogy ez az érdekes jelenség,
a matematikai hattér megértésén tul fontos tdmpontot
adhat a jarvanyhelyzeti védekezés vagy a kommunika-
cios stratégiak tervezéséhez is.
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AZ EVOLUCIOS JATEKELMELET ES A STATISZTIKUS

FIZIKA OSSZEFONODASA

Evoltcios jatékelmélet

A sokszerepl6s evolicios jatékelméleti modellek legegy-
szer(ibb valtozataiban a jatékosok kozotti parkolcson-
hatast a hagyomanyos jatékelmélet nyereménymatrixa
definialja. A jatékelmélet Neumann Janos altal kidolgo-
zott matematikai leirasaban [1] két intelligens és 6nz6
jatékos n lehetséges dontés (tovabbiakban stratégia) vala-
melyikét valasztva kivanja sajat nyereményét maximalni.
Mindkét jatékos valds szammal jellemzett nyereménye
fiigg a sajat maga, illetve a tarsa altal valasztott straté-
giatdl. Pontosabban, a nyereménymatrix i-edik soranak
j-edik eleme az els6 jatékos nyereményét szamszerisiti,
ha 6 az i-edik, tarsa pedig a j-edik stratégiat valasztotta.
Szimmetrikus jaték esetén a jatékosok ekvivalensek, emi-
att azonos stratégia valasztisa esetén a nyereményik is
azonos lesz. Kiilonb6z6 stratégia valasztisa esetén a nye-
reményiik lehet kiilonb6z6, de ha stratégiat cserélnek,
akkor a nyereményiik is felcserélédik. A lehetséges kol-
csonhatasok halmaza jelent6sen sziikill a szimmetrikus
jatékokon beliil, amikor a jatékosok nyereménye minden
lehetséges stratégiaparndl azonos. Ilyenkor az egyéni és
a kozosségi érdek egybeesik, ami leegyszertsiti az opti-
malis stratégiapar meghatarozasat. Az ennek megfeleld
evolucios jatékelméleti modellekben az optimalis straté-
giaeloszlas kiszamitasa egybeesik a sokrészecskés fizikai
rendszerek alapallapotinak meghatdrozasaval, ahol a
maximalis nyereményd allapot meghatarozasa helyett a
minimalis energija allapotot keressiik.

Az evolucios jatékelmélet alapgondolata az elméleti
biolégia teriiletérdl indult hodité utjara. Price és May-
nard Smith [2] felismerte, hogy jatékelmélet nyeremény-
matrix-fogalma hasznalhaté az egymassal kolcsonhaté
biolégiai fajoknal a versengés eredményeképpen kiala-
kulé utédlétrehozd-képesség matematikai leirdsara.
Erre a kapcsolatra épiilnek azok a populiciédinamikai
modellek, amelyek egy bilinearis differencialegyen-
let-rendszerrel irjak le a fajok gyakorisaganak idéflig-
gését [3].
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Az evolucids jatékelmélet tovabbi fejlédésének ered-
ménye, hogy a jatékosok kozotti parkolcsonhatds para-
méterei mellett figyelembe kellett venni a kolcsonhatasi
kapcsolatrendszert és a dinamikai szabdlyt, ami definial-
ja, hogy miképpen moédositjak stratégidjukat a szereplok
[4, 5]. Ezek a szabalyok természetesen fiiggenek attol,
hogy a jatékosok stratégidja egy baktériumfajta kiilon-
b6z6 mutans véltozatait, névényeket, allatokat, intelli-
gens embereket vagy azok csoportjainak magatartasat
képviselik.

A szilardtest-fizikai modellekben az atomok fajtdjat,
allapotat (pl. a magneses momentum iranyat), illetve az
atom jelenlétét vagy annak hidnyat jellemezhetjiik a ja-
tékelméleti stratégia fogalmaval. Ez a lehetdség inditotta
el az anyagtudomanyokban kiemelkedSen sikeres mate-
matikai modszerek alkalmazasat az evolicids jatékelmé-
letben. Kezdetben ezek a mddszerek erésen kotddtek a
kristalyos anyag tulajdonsagaihoz, illetve a fizika torvé-
nyei altal megengedett lehetségekhez.

Az elsé térbeli evolicios jatékelméleti modellben [6]
a jatékosok egy négyzetracson helyezkedtek el, és azo-
nos stratégiat hasznaltak a szomszédok elleni azonos
jatékokban. A kolcsonhatas egy sziik kdrnyezetre (pon-
tosabban elsG- és esetenként masodszomszédokra) kor-
latozédott. A jatékosok stratégidjanak mddositisandl a
sejtautomatak dinamikai szabdlyat hasznaltak. Ennél az
evoliciés dinamikdnal a jatékosok diszkrét idépontok-
ban (pl. t = 0, 1, 2, 3 stb.) meghataroztdk az Osszegzett
nyereményeiket, majd mindenki atvette a legsikeresebb
szomszéd stratégidjat. Ezt kovetGen a valésagnak job-
ban megfelel6 modellezés igénye két jelentés modositast
kényszeritett ki, amelyek semlegesitik az egyideji stra-
tégiavaltas mesterséges kovetkezményeit és megengedik
a hibazast. A manapsag leggyakrabban hasznalatos di-
namikai szabalyoknadl egy véletleniil kivalasztott jatékos
modositja a stratégiajat, és ezt az elemi lépést ismételjiik
- hasonléan ahhoz, ahogyan a kinetikus Ising-modell-
ben valtoznak az allapotok az egyes racspontokon [7].

A kinetikus Ising-modellben a Glauber-dinamika
biztositja azt, hogy a nagyon sok ,jatékosbol” 4ll6 rend-
szer a termodinamikai egyensuly felé fejlodik. Ennél
a dinamikai szabdlynal a spinallapotok valasztiasanak
valészinlisége az energia és a hémérséklet ardnyanak
olyan filiggvénye, ami biztositja, hogy az elegend6en
sok spinvéltoztatas utdn kialakulé egyensulyi allapot-
ban egy adott mikroszkopikus allapot valdszintiségét a
Boltzmann-eloszlas irja le. Ebben a termodinamikai
allapotban teljesiil a részletes egyensuly, miszerint két
mikroszkopikus édllapot kozdtt az oda-vissza dtmenet
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valészinlsége megegyezik. Ezt a dinamikai szabalyt
hasznaljuk kiilonb6z6 kozelité modszereknél és a Monte
Carlo-szimul4cidkban, amikor a sokrészecskés rend-
szerekben az egyensulyi allapot makroszkopikus jellem-
z0it vizsgaljuk. Ezzel a dinamikai szaballyal azonos az
evolucios jatékelmélet un. ,logit” dinamikaja [8] azzal a
kiilonbséggel, hogy egy Uj stratégia valasztasanak valo-
szinlisége az adott jatékos lehetséges Gj nyereményeinek
és egy ,hOmérséklettel” jellemzett zaj hdnyadosanak
fiiggvénye. Az egyetlen emlitésre mélté kiilonbség, hogy
a sokrészecskés fizikai rendszerben a Glauber-dinamika
az alacsonyabb energidju allapot valasztasat tamogatja.
Ezzel szemben a hasonld evolicids jatékelméleti mo-
dellben a magasabb nyereményfi stratégia valasztasa ér-
vényesiil. A matematikai moédszerek alkalmazasanal ez
a kiilonbség lényegtelen, és emiatt a statisztikus fizika
modszereivel szamszer(sitve értelmezhet6ek a megfe-
lel6 evolicios jatékelméleti modellek jelenségei. Példaul
a kétdimenzioés Ising-modellben a magnesezettség ho-
mérsékletfiiggése leirja a stratégiak aranyanak zajfiig-
gését egy olyan evolucios jatékelméleti modellben, ahol
az un. koordinaciés jaték definilja a kolcsonhatast, és
emellett a jatékosok térbeli elhelyezkedése és kolcsonha-
tasi kapcsolatrendszere is hasonld. A modellek hasonlé-
saga természetesen kiterjeszthetd olyan tobbstratégias
koordinacids jatékokra is, amelyek azonosak a Q-alla-
potu Potts-modellel [9] vagy az Ashkin-Teller-model-
lel [10]. Erdemes kiemelni azokat a kélcsénhatésokat,
amelyek a fizikdban egy kiilsé (pl. magneses) térnek
megfelel6 kolcsonhatast irnak le. Ez utobbi esetben a sze-
repl6k egymastdl fliggetleniil valasztjak a kiils6 tér altal
diktalt stratégiat, és a stratégiak valasztdsanak val6szini-
ségét az atlagtér-kozelités szamszerisiti.

Az anyagtudomanyban nagyon hasznosnak bizo-
nyult a Kawasaki-dinamika haszndlata, ami figyelem-
be veszi az anyagmegmaradast; és megfelelé racsgaz-
modellekkel olyan éllapotabrakat szarmaztathatunk,
amelyek a homérséklet és az Osszetétel fiiggvényében
mutatjak az egyensulyi allapotokat. A Kawasaki-dina-
mikanal két szomszédos atom cserélhet helyet megfele-
16 valészintséggel. A hasonlé jatékelméleti modell egy
okologiai rendszerben két é161ény helycseréjének kovet-
kezményeit képes szamszerisiteni.

A Price és Maynard Smith éltal elinditott evoliciés
jatékelmélet olyan bioldgiai rendszerek leirasanak felelt
meg, ahol a kdlcsonhatas barmelyik két szerepld kozott
azonos valdsziniiséggel befolyasolja a fejlédési folya-
matot. Ez a feltétel teljesiil azokban a rendszerekben,
ahol a részvevdk allandé keveredése biztositott. A fizi-
kai rendszerekben ez az idealizalt k6lcsonhatés jelenik
meg az atlagtér-kozelitésekben, ami sok esetben képes
elfogadhat6 pontossiggal szdmot adni a folyamatok-
rol. A szilardtestfizikan beliil a kristdlyos anyagoknal
a szomszédsagra lokalizalt kolcsonhatas kovetkezmé-
nyeinek pontosabb leirdsara szamos olyan moédszert (pl.
a parkozelitést) fejlesztettek ki, amelyek hasznosnak
bizonyultak a térbeli evoluciés jatékelmélet-modellek
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tanulmanyozasdnal is. Ezzel parhuzamosan mindkét
tudomadnyteriileten beliil megindultak ezen médszerek
sikeres tovabbfejlesztései olyan esetekre, amikor a kris-
talyracs helyett egy graffal jellemezziik a kolcsonhatasi
kapcsolatrendszert. Ezt a folyamatot természetes médon
katalizalta a halézatkutatds fejlddése, aminek el6nyei,
illetve hasznossaga a tarsadalmi és biologiai jelenségek
értelmezésénél érvényesiilnek.

Ujdonsagok a termodinamikai
rendszerekhez képest

Az el6z6 fejezet legfontosabb lizenete, hogy az evolicids
jatékelméleti modellek egy részhalmaza azonos egy meg-
felel6 kolcsonhatassal jellemzett sokrészecskés fizikai
rendszerrel, ahol a termodinamikai allapot vizsgalatanal
a statisztikus fizika médszerei sikeresek. Az evolucids ja-
tékelméleti modellek azonban tartalmazhatnak szamos
olyan tulajdonsagot, amelyeknél az alkalmazhatdsag
eredeti feltételei nem teljesiilnek. Korabbi vizsgalatok
kideritették, hogy a nyereménymatrix (a vektorokhoz
hasonléan) felbonthaté olyan ortogonalis elemi kom-
ponensek Osszegére, amelyek négyféle, alapvetSen kii-
16nb6z6 jellegii kolcsonhatast képviselnek [11]. Az egyik
ilyen kolcsonhatastipus az Ising-modellnek megfelel6
koordinacids kolcsonhatasok linearis kombinacidja a
lehetséges stratégiaparok kozott. Emellett létezik két
olyan (ortogonalis) kolcsonhatastipus, amikor a jatéko-
sok nyereménye csak az egyik jatékos stratégiajatol figg.
Az egyikilyen esetben a jatékos nyereménye csak a sajat
dontésétdl fligg. A masik esetben a nyeremény nagysa-
gat csak a jatékostars dontése hatarozza meg.

Az ut6bbi két ortogonalis , kolcsonhatds” nyeremény-
matrixaban azonos értékek talalhatok a matrix soraiban
illetve oszlopaiban. Ezen kdlcsonhatasok hidnya a fizikai
rendszerekben kot6dik a Hamilton-operatorok hermi-
tikus voltahoz. Pontosabban fogalmazva, az 6n- és tars-
fiiggd nyereményid jatékok Osszegének szimmetrikus
komponensei jelen vannak, és szamszertsitik a kiils6 tér
hatésat. Ha csak ez a komponens irjale a , k6lcsonhatast”,
akkor val6jaban nincs is kolcsonhatis a szereplék ko-
z0tt, akik emiatt egymastol fliggetleniil és azonos mé-
don kovetik a kiilsé tér, illetve zaj altal meghatarozott
valasztast.

Ugyanakkor az on- és tarsfiiggé nyereményd jaté-
kok 0Osszegének antiszimmetrikus komponense felel6s
az olyan tdrsadalmi csapdahelyzetek (vagy tarsadalmi
dilemmahelyzetek) kialakulasaért, amikor az egyéni ér-
dekek altal diktalt stratégiapar valasztasanal a jatékosok
nyereménye kisebb lehet annal, mint amit a k6zos érdek
érvényesitésénél kaphatndnak [12, 13]. Ilyen parkolcson-
hatast ir le az adomanyoz6 jaték, amikor a jatékosok
arr6l dontenek, hogy hajland6ak-e befizetni egységnyi
koltséget azért, hogy a jatékostars ennél nagyobb (r > 1)
nyereményt kapjon. Ebben a kétszemélyes kétstratégias
jatékban mindkét szereplé két lehet6ség valamelyikét
valaszthatja, amelyek az Onzetlen (C stratégia), illet-
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ve az ¢é16skod6 vagy potydzé magatartast (D stratégia)
képviselik. Az Onzetlen jatékos befizeti az egységnyi
jovedelmet azért, hogy a tarsa ennél magasabb jovedel-
met kapjon. Az él6sk6dé jatékos nem hoz ilyen aldoza-
tot, és emiatt nem noveli tarsa (vagy tarsai) jovedelmét.
Ilyen élethelyzetekben az egyéni érdek az 6nzé maga-
tartas valasztdsat diktalja mindkét szereplé szamara,
akik emiatt nem részesiilnek a kolcsonds Onzetlenség
esetén megérdemelt magasabb jovedelembdl. Ez a tar-
sadalmi csapda tobbstratégias jatékokndl is létezhet,
mert mindkét 6nz6 jatékosnal az 6n- és tarsfiiggd nye-
reményli komponensek Osszegének antiszimmetrikus
része ugyanazon stratégia valasztasat diktalja, amikor
viszont mindkét jatékos nyereménye nulla lesz. Ez az
amitasra hasonlité hajtéerd akkor is mikodik, amikor
koordindciés komponensek megléte magasabb nyere-
ményt biztositana egy masik stratégiapar valasztasanal,
és elegendGen erds hatdsnal az Osszesitett nyeremény
csokkenését okozza. Természetesen létezhet olyan kol-
csonhatds is, amikor mindkét komponens ugyanazt a
valasztast tamogatja. Ebben az esetben az antiszimmet-
rikus komponens hasznos lehet, mert csokkenti a zaj altal
okozott tarsadalmi veszteséget.

Mindharom eddig emlitett ortogonalis komponens-
nél és linearis kombindaciéjuknal létezik egy potencial
[14, 15], ami a stratégiaparok (mikroszkopikus allapo-
tok) terében az egyoldald stratégiavalasztasok hajtd-
erejét (a nyeremény novekedését) Osszesiti hasonldan a
fizikai rendszerekben definidlt potencialis energidhoz.
Valdjaban ezek azok a kolcsonhatdsok, amelyeknél a
rendszer a Boltzmann-eloszlasba fejlédik, és érvényesiil-
nek a termodinamika torvényei, ha logit dinamika irja
le a fejlédést. Erdemes megemliteni, hogy koordiniciés
jatékoknal a parpotencidl és a nyereménymatrix azonos,
és a sokszereplés rendszereknél a megfelel6 parpoten-
cialok Osszege felel meg a teljes rendszer potencialjanak.

A jatékelméleti kolcsonhatasok kiilonleges tulajdon-
saga, hogy a tarsfiiggé nyereményi elemi komponensek
nem adnak jirulékot a potencidl értékéhez, mert nem
befolydsoljak az egyoldalu stratégiavaltoztatds hajtoere-
jét. Emiatt, ha logit dinamika vezérli a fejldést, akkor
ezek a komponensek a stratégiak gyakorisagat valtozat-
lanul hagyjak, mikozben a résztvevék atlagos nyeremé-
nye novekedhet vagy csokkenhet. Ez a tulajdonsag 6ssz-
hangban van tarsadalmi csapdahelyzetek létezésével.

A negyedik tipust ortogonalis kolcsonhatas a cik-
likus dominancia lehet8ségeit Osszegzi olyan mddon,
hogy tartalmazza a k6é-papir-oll6 jatékra jellemz6 kor-
beverést az egymastdl fiiggetlen stratégiaharmasok
kozott. Ez a kolcsonhatastipus harom vagy annal tobb
stratégia esetén létezik, megakadalyozza a potencidl 1é-
tezését, és ezzel egyliitt a termodinamikai viselkedést. A
nyereménymatrixa antiszimmetrikus, és a matrixelemek
Osszege nulla minden sorban és oszlopban. Tovabbi al-
talanos tulajdonsaga, hogy segiti a stratégiak egyiitt 1é-
tezését és a térbeli stratégiatarsulasok kialakulasat szin-
te mindegyik evoliciés dinamikai szabaly esetében. Az

egyik legismertebb ilyen jelenség az onszervezd térbeli
mintazatok kialakuldsa, amit az 1. dbra illusztral.

= ——

1. dbra. Harom stratégia (fehér, kék, és fekete) tipikus térbeli eloszlasa
egy olyan evolucios jatékelméleti modellben, ahol a négyzetricson el-
helyezked6 szomszédos jatékosok kozott a haromallapotd Potts-modell
és egy ké-papir-oll6 jaték osszege definidlja a kolcsonhatast, az egymast
kovetd egyéni stratégiavaltoztatast pedig a Monte Carlo-szimulaciékban
gyakran hasznalt Glauber- (vagy logit) dinamika vezérli

A héaromallapoti Potts-modell tekintheté harom
olyan Ising-tipust koordindcidés kolcsonhatds Osszegé-
nek, ahol a lehetséges harom kiilonb6z6 stratégiapar
kozott azonos erdsségii az egyforma stratégia valaszta-
sanak a tdmogatottsaga. Egy kritikus hémérséklet alatt
a véletlen kezddallapotbdl inditott rendszerben olyan
folyamatosan novekvé (rendezett) tartomanyokat fi-
gyelhetiink meg, amelyeken beliill az egyik stratégia
tobbségben van. Véges méret esetén el6bb-utébb ural-
kodéva valik a harom rendezett eloszlas valamelyike, és
kialakul a spontin szimmetriasériilés, aminek mértéke
(rendparamétere) fiigg a hémérséklettdl, és egy kriti-
kus h6mérséklet felett eltlinik. Ha a megfelel evolicids
jatékelméleti modellben a kolcsonhatast kiegészitjitk
egy gyenge ké-papir-ollé tipusi komponenssel, akkor a
rendezett tartomanyok novekedését leallitja a kozottiik
kialakulé ciklikus invazié. Az 1. dbrdn a fekete tarto-
manyok terjeszkednek a fehér tartomanyok karara. Ha-
sonl6 moédon hdditja el a fehér tartomany a szomszédos
kék teriiletet és a kék a feketét. A kialakul6 onszervezd
mintazat jellegzetessége, hogy a hiaromféle tartomanyt
elvalaszté hatarvonalak taldlkozasi pontja koriil jobb-
ra vagy balra forgé sprirdlkarokat figyelhetiink meg, ha
kovetjiik a mintazat idébeli fejlédését. A szakirodalom-
ban ezeket a forgd spiralkarokat ,vortex”-nek illetve
»antivortex”-nek nevezik, mert a részecske-antirészecs-
ke parokhoz hasonléan keletkeznek, illetve semmisiil-
nek meg.
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A kG6-papir-oll6 jatékra jellemz6 ciklikus dominancia
megfigyelhet6 a Petri-csésze taptalajan tenyésztett egy-
sejtiiek kozott [16], ha azok képesek olyan méreganyag
termelésére, amivel megolhetik azokat a szomszédos tar-
saikat, akik képtelenek a megfelel6 ellenanyag termelé-
sére. Ebben az 6koldgiai rendszerben egy sejt hirom mu-
tansa kozott zajlik a vegyi habort. A ,mérgez6” mutans
el6allit egy olyan méreganyagot, ami elpusztitja azokat
a sejteket, amelyek nem rendelkeznek a méreg hatasat
semlegesit6 molekulakkal. Ezt az ellenmérget termé-
szetesen a mérgezl sejtnek is termelnie kell, hogy ne
olje meg 6nmagat. Az ,ellendllé” mutans azonban csak
ezt az ellenanyagot termeli, emiatt felépitése egysze-
riibb, és gyorsabban képes osztédni, ami elényt jelent a
mérgezdvel szemben a teriilet (élelem) megszerzéséért
folytatott kiizdelemben. A harmadik (an. ,érzékeny”)
mutans a legegyszeriibb, mert szervezetébdl hianyzik a
méreg és annak ellenanyagat el6allitani képes biokémiai
hattér. Ennek kovetkeztében a gyorsabb sejtosztodas
miatt elényt élvez az ellenall6 mutansokkal szemben, de
elpusztul a ,mérgez6” mutansok szomszédsagaban. Egy
ilyen bioldgiai rendszerben a sejtek mutansai tobb mé-
reg és ellenanyag el6allitasara is képesek lehetnek, ami-
nek eredménye egy olyan ragadoz6-zsakmany viszony,
ami szamos ké-papir-ollé jellegli harmas korbeverést
tartalmaz. A hasonléan t6bb hdrmas ciklust tartalmazé
ragadozd-zsakmdany modellek vizsgalata olyan térbeli
stratégiatarsulasok és védelmi szovetségek kialakulasat
mutatta, amelyek kozott szintén megfigyelhet6 a cikli-
kus dominancia, ami mar képes fenntartani nagyon sok
faj egyiittlétezését.

A ko6-papir-oll6 jatékok kombinalasa a tobbstraté-
gias modellekben a jelenségek olyan széles skalajat
hozza felszinre, amelyek részletes elemzése meghalad-
ja egy ismeretterjeszt6 cikk lehet&ségeit. A legegysze-

riibb példdban négy stratégia (A, B, C, D) szerepel, ahol
ké-papir-olld tipust korbeverés 1étezik az A-B-C és az
A-D-C stratégiak kozott. Hasonlé kdlcsonhatas vezérel-
heti egy négyfajos ragadozd-zsakmany modellben a fa-
jok kétdimenzids térbeli eloszlasanak fejlédését, ha a B
és D fajok nem eszik meg egymast. A bioloégiaban gyak-
ran hasznalt ragadoz6-zsdkmany modellek egy Gjabb
lehetséges evolucioés dinamikat képviselnek. A legegy-
szerlibb evoliciés szabalynal kivalasztunk két szom-
szédot egy racs pontjain helyet foglalé egyedek koziil.
Ha az egyik ragadozdja a masiknak, akkor a ragadozé
megeszi a zsakmany szomszédjat és az iresen maradt
helyet a ragadoz6 utddja foglalja el. Ezen elemi folyamat
ismétlédése eredményezi a 2. dbrdn bemutatott komp-
lex mintazatképzddést, ahol a négyzetricson elhelye-
zett fajok két (jol megkiilonboztethet, haromfaju és
novekvd) térbeli tarsulast hoznak létre. Makroszkopi-
kus skaldn a rendszer viselkedése hasonlit a kétallapotd
szavaz6 modellre, ami a kétdimenziés rendszerekben
egy nagyon lassit doménndvekedést josol. Ennek ko-
vetkeztében ebben a rendszerben el6bb vagy utébb a B
(fekete) vagy D (fehér) faj kihal.

A harmadik példa az evolucios jatékelmélet leggyak-
rabban tanulmanyozott kérdéséhez, az é16skodés és az
Onzetlenség evoliciés versengéséhez kotédik két faj
kozott, amelyek egyedei két egymas feletti négyzetra-
cson helyezkednek el egy leegyszerGsitett matematikai
modellben [17]. Itt a szerepl6k kozotti parkdlcsonhatast
az el6z6 fejezetben ismertetett adomanyozo6 jatékkal
definialjuk. A kétfajos matematikai modell kiilonleges-
sége, hogy a fels6 négyzetracson elhelyezkedd faj egye-
dei ezt a jatékot az alsé rétegen hozzajuk legkozelebb
es6 Ot olyan egyeddel jatsszak, akik a masik fajhoz tar-
toznak. Ehhez hasonléan, az alsé réteg egyedeinek jo-
vedelme a fels6 négyzetracson talalhaté 6t legkdzebbi
jatékossal jatszott adomanyoz6 jatékbol

szarmazik. Ez a térbeli szerkezet lehet6-
séget ad annak tanulményozasara, hogy
mi torténik akkor, amikor a sikeresebb
szomszéd stratégidjanak utinzdsdra épii-
16 evolucids szabaly az azonos fajhoz tar-
toz6 egyedekre vonatkozik, ami ebben
az esetben az azonos rétegben taldlhaté
négy legkozelebbi szomszédra korlato-
z6dik.

A legtobb utanzasra épiilé dinamikai
szabalynal az utdnzas valdszin(iségét egy
olyan Fermi-Dirac-fiiggvény definidlja,
amiben az energia helyett a két jatékos
nyereménykiilénbsége szerepel, a hdmér-
sékletnek megfelel6 paraméter pedig a
dontés bizonytalansagat (vagy a kiilsé ko-
rillményekbdl szarmazé zajt) jellemzi. Ez

2. dbra. Jellegzetes térbeli eloszlas a négyzetricson egy olyan négyfajos ragadozd-zsakmany
modellben, ahol a ragadozé-zsakmany viszonyokat a jobb oldali tdplalékhalézat mutatja. Az
id6 mulasaval egytitt novekszik azon tartomanyok mérete, ahol a fehér vagy a fekete faj hi-

anyzik a megfelel6 k6-papir-oll6 jellegii ciklikus tarsulasbol
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a modell olyan élethelyzeteket képvisel,
amikor a kolcsonhatdsi és utdnzasi kap-
csolatrendszer kiillonbozik a sokszereplGs
rendszerben.
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A szomszédos jatékosok stratégidjanak utdnzasa-
ra épilé dinamikai szabalyoknak vannak természetes
kovetkezményei. A legfontosabb, hogy az evolicids fo-
lyamat leall, ha a rendszer eléri valamelyik homogén
(abszorbeald) allapotot. A térbeli modelleknél tovabbi
altalanos tulajdonsag, hogy ez a dinamika tdmogatja az
olyan homogén nagyméretli tartomanyok kialakuldsat
is, amelyek belsejében nincs véltozas, és ilyenkor a stra-
tégiak valtozdsa a kiillonboz6 abszorbealé allapotokat
elvalaszté hatar kornyékére korlatozodik. Ebben a mo-
dellben négy abszorbeald allapot létezik, amelyeknél
a két rétegben a jatékosok azonos stratégiat (C vagy D)
valasztanak. Emiatt nem meglepd, hogy a szimulacios
vizsgalatok a paraméterek valtoztatasa esetén tobb le-
hetséges allapotot, illetve allapotvaltozast mutattak.
Ennek a kétfajos rendszernek az egyik legérdekesebb
tulajdonsaga, hogy a paraméterek értékétdl fliggéen
képes leirni olyan élethelyzeteket, amikor az egyik faj
(példaul a fels6 réteg) egyedei kizsdkmanyoljak a masik
faj tagjait. A szimmetrikus kolcsonhatas miatt azonban
a kizsakmanyolas iranya ellentétes is lehet ahhoz hason-
l6an, ahogyan a kétdimenziés Ising-modellben kialakul
a magnesezettség (spontan szimmetriasériilés) alacsony
hémérsékleten. A hasonlésiag kovetkezménye, hogy a

zajszint novelése sordn a stratégiak eloszlisa azonossa
valik a két rétegben, és a C stratégia valasztasanak gya-
korisaga eltlinik egy kritikus érték felett. A varakozasok-
kal 0sszhangban ez utébbi fazisatalakulds ugyanolyan
tulajdonsagokkal rendelkezik, mint amit a kétdimenzids
iranyitott perkolacids univerzalitasi osztaly képvisel.
Ezzel szemben elegendSen alacsony zajszint esetén
az emlitett szimmetriasériilés és a folytonos fazisatala-
kulas jellemz6inek (rendparaméter, fluktuiciok, kor-
reldciés tavolsag stb.) zajfliggése hasonlit az Ising-
modellel leirt univerzalis tulajdonsigokra - annak
ellenére, hogy alapvet6en kiilonb6z6 folyamatok vezér-
lik az allapotvaltozast. Ezek a kiilonbségek feler6sod-
nek még alacsonyabb zajszintnél, amikor a szimmet-
riasériilés Ggy jelenik meg a stratégidk kétdimenzids
eloszlasaban, hogy a kétfajta él6skodés megfigyelhet6
elegendben nagy méretdi tartomanyok belsejében, de
ezeknek a tartomanyoknak az Osszteriilete kiilonbo-
206. Az ellentétes iranyu éloskodést elvalaszt6 hatarvo-
nal mentén ,zajlik az élet”, és innen indulnak el azok a
lavinajelenségek, amelyeket a 3. dbrdn négy egymast
kovetd pillanatfelvétel segitségével mutatunk be egy
nagyméretli rendszer 240 x 240 racspontot tartalmazo
részén.
A 3. dbra pillanatfelvételein a

(b)

kék tartomanyokon beliil a fels6
réteg egyedei él6skodnek az alat-
tuk elhelyezkedd egyedeken. A 3a.
dbra bal als6 részén lathaté piros
tartomanyban az él6skodés iranya
ellentétes. A piros és kék tartoma-
nyok hatdran képzdédnek azok a
kicsi fehér (mindenki C), illetve fe-
kete (mindenki D), méretiiket val-
toztat6 és mozgo szigetek, amelyek
mélyen behatolhatnak a kék (vagy
piros) tartomanyok belsejébe. Az
egymast segit6k (fehér) tartoma-
nyai viszonylag révid idén beliil
kihalnak. A vandorlé kis fekete
szigetek azonban noévekedésnek
indulhatnak, ha méretiik nagyobb
lesz, mint egy kritikus érték. Ez
a folyamat hasonlit a kristalyoso-
dasnal megfigyelt csiraképz&dési
folyamatokra, amelyek a stabil al-
lapot kialakuldsdnak dinamikajat
jellemzik a termodinamikai rend-
szerekben. A fekete tartomany
névekedését az dllitja meg, ha a
hatarat eléri az egymast kdlcsono-
sen segit6k kis (fehér) csoportja,
melyek utdédai a hattértdl kapott

3. dbra. Lavinajelenség illusztraldsa a négyzetracson négy egymast kovets stratégiaeloszlas segitsé-
gével a két faj kozotti evolticiés adomanyozé jatéknal. A fekete és piros szinek olyan stratégiapart
jelolnek, amelynél az egyik réteg szerepl6je a C, a masik a D stratégiat valasztotta; a fekete, illetve

fehér négyzetek a DD és CC stratégiapar jelenlétét jelzik

tamogatds miatt eltiintetik a fekete
tartomanyt. Ebben az esetben az
é16skodés egyéni haszna azonban
elegend6en magas ahhoz, hogy az
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egyik faj 4jbol az é16skodést valassza (3d. dbra), és a pe-
remfeltételek hatdsira nagy valdszinlséggel visszadll az
él6skodés eredeti valtozata, amit a 3a. dbrdn lathat6 stra-
tégiaeloszlas képvisel.

Ez az ismétl6d6 folyamat egyre nagyobb és ritkabb
lavindk kialakuldsat és eltlinését okozza, ha csokkent-
jik a zaj vagy az r nagysagat. A hasonld lavinajelenségek
megfigyelése szamitégépes szimulacidkkal azért nehéz,
mert a nagyméretli lavindk megjelenésére esetenként
hénapokat kell varni. Ez az oka annak, hogy a jelenség
univerzalis tulajdonsagainak feltirdsa még nem teljes
annak ellenére, hogy ilyen jelenségeket korabban mas
modellek numerikus vizsgalatindl is megfigyeltek. A
jelenség legegyszeri(ibb valtozatai jelen vannak azokban
a hiaromfajos populaciédinamikai modellekben is, ahol
az evolucids folyamat egy olyan éallapot (hatdreloszlas)
felé tereli a fejl6dést, ami instabil bizonyos zavarok meg-
jelenése esetén. Nagyon alacsony r értékeknél a lavina-
jelenségek szerepe er6sodik, aminek eredménye, hogy
a rendszer valamelyik homogén (abszorbeald) allapotba
fejlédik olyan valészinlséggel, ami fiigg a kezdofeltéte-
lekt6] és a rendszer méretétdl.

A 2. és 3. dbrdn vazolt jelenségek modelljeinek ki-
valasztasat néhany kozos tulajdonsag illusztralasa indo-
kolta. Mindkét modellben négy abszorbeal6 allapot léte-
zik, és ezek doménjei koz6tt ugyanolyan teriilethoditasi
folyamat figyelhet6 meg, mint amit a 2. dbra taplalék-
lanca jellemez. A hasonlosidg mellett azonban hangsu-
lyozni kell a kiilonbségeket is, amelyek a paraméterek
figgvényében a statisztikus fizikai modellekre altalano-
san jellemz6 univerzalis fazisatalakulasi tulajdonsagok
helyett a folytonos fazisatalakulds jellemz&inek vélto-
zasat is eredményezhetik. Ez utébbi jelenségre példa a
négyallapoti Ashkin-Teller-modell, ami a lehetséges
hat stratégiapar kozotti koordindciés kolcsonhatast
harom paraméterrel jellemzi. A koordinacids kolcson-
hatasokra korlatozott sokstratégias evoluciods jatékelmé-
leti modellek szamos olyan lehet6séggel rendelkeznek,
amelyek elemzése még hidnyos, és amelyek Gjdonsagok
sokasagat kinaljak a termodinamikai rendszerek statisz-
tikus fizikdjaval foglalkozdk szamara [18].

Tavlati lehetségek

Az evolicids jatékelméleti modelleket vizsgal6é biolo-
gusok, kozgazdaszok, orvosok és viselkedéskutatok
szamara nagyon hasznosak azok az altalanos ismeretek,
amelyek a statisztikus fizika teriiletérél szarmaznak.
Erdemes kiemelni a folytonos fazisitalakulasok felderi-
tése soran felszinre keriilt univerzalis tulajdonsagokat
és az univerzalitasi osztdlyok létezését, mert a paraméte-
rek véltoztatdsa soran a stratégiak gyakorisagaban meg-
figyelt valtozasok hasonlé tulajdonsiagokkal rendelkez-
nek. A folytonos fazisatalakuldsokat kisérd jelenségek
(a rendparaméter, a fluktuaciok, a valaszfiiggvények, a
korrelacids tavolsag, a relaxacids id6é hatvanyfiiggvény-
szerl viselkedése) ismeretének atadasa segitheti az él6
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rendszereket szimulaciés moédszerekkel vizsgal6 kutat6-
kat a megbizhaté numerikus eredmények kiszamitasa-
nal. A statisztikus fizikdban hasznalt kozelit6 médszerek
(pl. parkozelités) a jelenségek gyorsabb feltérképezését
teszik lehet6vé. Hasonl6éan hasznos lehet a méreteffek-
tusok és lavinajelenségek (példaul a sok szalbol allo
kotelek szakaddsanal [19]) statisztikai elemzésére ki-
fejlesztett modszerek hasznositisa az emlitett kutatasi
teriileteken. A fizika mddszereinek hasznossagat hien
tlikrozik az ipari technoldgidk teriiletén elért sikerek
az elmult szaz évben. A kiilonb6z6 tudomanyteriile-
tek kozotti egyiittmiikodés ezt a folyamatot tdimogatja
mas teriileteken is. Ugyanakkor ez az egylittmikodés
a statisztikus fizika szamara is kindal szamos olyan 4j és
érdekes jelenséget, amelyek felbecsiilhetetlen mérték-
ben gazdagitjak az élettelen anyagoknal eddig feltart
Osszefliggéseket. Ez a gazdagsag jelenik meg a koevold-
cios jatékelméleti modellekben, ahol a stratégiaeloszlas
mellett valtozhat a jatékosok szama, a kozottilk meg-
1év6 kapcsolatrendszerek, a dinamikai szabalyok és a
kolcsonhatds is. Mindez egyiitt a kihivasok sokasagat
kinalja a statisztikus fizika szdmara, mert a vizsgalt je-
lenségek megértése jelentésen javithatja az emberiség,
a vellink egyiitt é16 foldi él6lények és a kovetkezd gene-
raciok életmindségét és fennmaradasi esélyeit.
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A SZENNYEZODESEK TERJEDESENEK MODELLEZESE

A KOZEPISKOLABAN
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Bevezeto

A légkori szennyezGdések és terjedésiik az emberiség
szamara komoly és novekvé problémat jelentenek. A
modern iparosodas és az egyre novekvd gépjarmiifor-
galom miatt a légkorbe bocsatott szennyezd anyagok
mennyisége folyamatosan novekszik. Ez a folyamat a
globalis kornyezeti kihivasoknak is része, mivel a lég-
szennyezés hatdsai jelent6sen befolyasoljik az élgvilag
mindennapjait. A levegé Osszetétele nemcsak a latasi vi-
szonyokat befolyasolja, de az egészségre is hatassal van.
Napjainkban tobb kutatas is foglalkozik azzal, hogy alég-
szennyezettség milyen sok ember halalat okozza [1, 2, 4].

A cikk a tovabbiakban arra a fontos kérdésre 6ssz-
pontosit, hogy hogyan lehet a kozépiskoldban model-
lezni a légkori szennyez6dések terjedését. A probléma
targyaldsaval kaotikusdinamika-6rdn talalkoztam Tél
Tamas professzor jovoltabol, aki sokat segitett a téma fel-
dolgozasiban és értelmezésében.

A témarol altalanosan

A levegdszennyezés mindennapjaink nagy kornyezeti
problémdja, melyet nemzetkozi Osszefogassal és a ka-
rosanyag-kibocsatasra irdnyul6 szabalyozassal prébal-
nak visszafogni. A probléma globalis mivoltat mutatja,
hogy a leveg6be keriil6 szennyez6 anyagok nem csak a
kibocsatas helyén okoznak problémakat. Az egyik pél-
da, ami ezt mutatja, az az izlandi vulkankitorés okozta,
Eurdpa nagy részére kiterjedd, a légikozlekedést érintd
lezaras volt. Kevésbé nagy hordereji, de jelentds karo-
kat okoz6 probléma a nyari id6szakban fellép6 saras es6
vagy a nagy izemek kipufogégazainak terjedése. Ezek a
folyamatok is mutatjak, hogy mennyire fontos a levegébe
keriil6 szennyez6dések terjedésének modellezése, meg-
figyelése és el6rejelzése [3].

A projekthez kapcsol6do iskolai hattér

A szennyez6 részecskék mozgasinak modellezése egy 9.
évfolyamos didkokkal véghez vitt projekt keretében tor-
tént. A csoport 18 f6bdl allt, de az els6 6ran 17-en vettek
részt, a tobbin szerencsére teljes volt a csoportlétszam.
A projekt mindossze 3 tandrat vett igénybe, a hidrosz-
tatika témakore utan, egy 6raban tervezett ,aramlasok”
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témahoz kapcsoléddan. A feladatokat kézosen, tandri
vezetéssel végezték el, de végsé produktumként 6nallo-
an létrehozott beadandot kellett késziteniiik. A projekt
megalapozdsa az dramldstani alapismeretekkel kezdd-
dott: a Stokes-féle kozegellenallasi er6 megismerteté-
sével és a részecskékhez kothetd sebességértékek becs-
lésével. Felelevenitették a Brown-mozgasnal tanultakat,
és azt a kovetkezGkben atvezették egy Osszetett mozgas
szamitégépes modellezésére. A szamitogépes modelle-
z€s soran beszéltiink arrél, hogy mennyire meghataro-
zott egy részecske mozgasa, és mivel ellendrizhetd, hogy
a kozeli pontokbdl inditott részecskék esetén milyen
tavolra jutnak a szimulaci6 alapjan a részecskék. Majd a
projekt eredményeinek értékelése kdzosen tortént. Vé-
giil egy masfél oldalas esszét kellett késziteniiik, melyben
a szimulaci6 adatait felhasznalva harom cim koziil kellett
egyet valasztaniuk, és azt kifejteniiik. A harom cim: ,A
lathatatlan veszély, a 1égszennyezettség”, ,,Globalis fela-
datalevegd védelme” és az ,Az Eurépai Unid aleveg6mi-
ndség javitasaért”.

A projekt el6késziiletei

Az els6 6ran az aramlastani alapokon tul egy el6zetes
felmérés is tortént, melynek célja annak kideritése volt,
hogy mennyire gondoljak globalis problémanak a levegé-
szennyezést.

Kisérleti megfigyeléseket alapul véve kozosen fo-
galmaztuk meg a Bernoulli-féle aramlasi torvényt, ami
az aramlé kozeg sebessége és nyomasa kozti Ossze-
fiiggést mondja ki. Ezen kisérletek utan felelevenitet-
ték a Brown-mozgasrol tanultakat, majd megmaradva
a részecske golyomodellje mellett, kiillonboz6 kereszt-
metszetld csovekben vizsgaltak, hogy milyen az dramlas
sebessége, vagyis a kontinuitasi 6sszefiiggést fogalmaz-
tak meg. Ezekben tobb részecske egyiittes mozgasarol,
aramlasarol van sz6, a késébbiekben pedig egyetlen
részecske mozgasat vizsgaltak kinematikai, részecske-
szemlélettel. Az Ora végén egy, az elGzetes ismeretek
felméréséhez kapcsolddd tesztsort kellett kitolteniiik,
aminek eredményeire az utols6 6ran tértiink vissza.

Az els6 kérdés, hogy globalis problémanak gondol-
jak-e a légszennyezést, vagy inkabb lokalisnak. A diag-
ramon a szamok a bekiildott vdlaszok darabszamat jelo-
lik. Jol lathato, hogy a valaszadok kozott van 3 diak, akik
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Globalis probléma a légszennyezés?

1. dbra. A projekt el6tti felmérés els6 kérdése

ugy gondoltdk, hogy a levegdszennyezés csak lokalis
problémékat okozhat.

A masodik kérdés a levegéminbség és az egészség
kapcsolatara kérdezett ra. Azért volt fontos ez az irdny,
mert a csoportban tdbb, az orvosi palya irant érdekl6d6
diak volt.

Hatdssal van a levegémindség
az egészséglinkre?

2. dbra. A projekt el6tti felmérés masodik kérdése

Lathato, hogy erre a kérdésre mar kevésbé egyhangu
valaszt adtak a didkok. Azoktol, akik igennel valaszol-
tak, aztis kérte a teszt, hogy irjanak olyan megbetegedé-
seket, amelyeket kivalthat, er6sithet a levegé szennye-
zettsége. Valaszként nyolcan irtak az allergiat, ketten az
asztmat és egy diak Osszefoglaléan a légzdszervi meg-
betegedéseket. A kérdésnél nemcsak egy valaszt lehetett
beirni; ezért szerepel tobb valasz, mint ahdnyan vala-
szoltak erre a kérdésre.

Az utolsé kérdést ismét mindenkinek meg kellett
valaszolnia: milyen hatdsai vannak a rossz levegé min6-
ségnek? A valaszokban visszakoszontek a korabban bio-
16gia- és foldrajzéran tanult fogalmak. Erdemben négy-
féle valasz érkezett, melyek a gyenge latasi viszonyok,
a savas es6, az eutrofizacid és az egészségre gyakorolt
hatds voltak.

A kérdoiv célja az volt, hogy felmérje, a diakok meny-
nyire vannak tisztaban a levegészennyezéshez kapcsolodo
veszélyekkel, és implicite az is kideriiljon, hogy meny-
nyire tartjak veszélyesnek. A beérkezett valaszaik adtak
alapot arra is, hogy esszétémaknak, -cimeknek miket
érdemes valasztani.
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A szennyezddések terjedésének
szimulalasa

A feladatok {6 része a szennyezGdések terjedésének szi-
mulaldsa, amit kozosen végeztiink egy gépteremben,
ahol mindenki sajat gépen tudta végezni a szimulalast,
hogy kés6bb fel tudja hasznalni a programboél generalt
képeket.

A programozashoz valasztott nyelv a Python volt,
mivel ebben tanultak mar programokat irni, igy ez nem
volt teljesen ismeretlen szamukra.

A szimulalni kivant dramlast determinisztikusan ad-
tuk meg. Az aramlas 5 percig x iranyu, allandé sebes-
ségli mozgast végzett v, = 0,06 sin2my sebességgel, majd
a kovetkez6 5 masodpercben y iranyd, allando sebes-
ségli mozgast végzett v, = 0,06sin2mx sebességgel.

Kilencedikes diakok még nem ismerték a szogfiigg-
vények kiterjesztését, de derékszogli hairomszogben mar
hasznaltak szogfliggvényeket, igy nem érte Sket teljesen
ismeretleniil ez az irasmdd. Par esetre megnézték, hogy
a program kiszamolja a szogfliggvények értékét barmi-
lyen érték esetén. Majd a kiterjesztett szogfiiggvények
fiiggvényalakjait is megnézték.

Bar el6szor egy részecskére nézték meg a részecske
mozgasat, a késébbiek megsegitésére a kovetkez6 para-
métereket adtuk meg:

n — részecskeszam,

dt - id6egység a szamolas pontositasahoz (0,05 s),
T - periddusidé (10 s),

t — a mozgas ideje,

delta - a pontok kozti tavolsag,

%03 Yo — kezdSpontok.

Ezekkel a paraméterekkel az egész dramlast egy ki-
nematikai feladatra lehetett visszavezetni, aminek szi-
mulalasdhoz csak egyszerli ciklusokra volt sziikség.
Mindossze a for és a while ciklusok kellettek, ahhoz,
hogy a kiszamitott x, y, értékeket listdkba rendezzék.
A kés6bbiekben az elkészitett listakat abrazoltak.

for i in range(n):
Ta=t
x=x@+i*delta
y=ye
mx.append(x)
my . append(y)
m=int(5/dt)
while T@>a:
for j in range (m):
omega=2*pi*y
dx= U¥sin({omega)*dt
X=X+dx
j=ia1
for j in range (m):
omega=2*pi*x
dy= U*sin({omega)*dt
y=y+dy
j=j+1
T8=Te-T
mx.append{x)

my .append(y)
i=i+1
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A teljes programhoz késziilt jegy-
zetek letolthetéek a jobbra lathaté
QR-ké6droél (b6vebb, mint az 6rai).

Egy-egy részecske esetén nem
mutatott kiilonosebben érdekes ké-
pet a mozgas, viszont ha tébb (10
db) részecskét inditottak egy egy-
ségnégyzetbdl, akkor a mozgas egy kiterjedt szennyezés
idébeli terjedését mutatta.

Ezeken az abrikon mar latszik, hogy par iteracioé
utan is elég nagy kiterjedése lehet a szennyez6 részecs-
kék felhGjének.

A részecskék tavolodasa a kdoszelmélethez kapcso-
16d¢ faklyadiagramon még jobban szemléltethetd. A di-
akoktol figgden akar beszélhetiink a kdoszelméletrdl is,
de ennél a tarsasagnal, ebbe az id6keretbe ez nem fért
bele. Ugyanakkor azt konnyen megértették, hogy egy
olyan diagram haszndlata, amin az lathat6, hogy adott
szamu periédus utdn mennyire tavolodnak el a részecs-
kék a kezdeti helyzethez képest, fontos informaciot ad,
amit az esszékben konnyen felhasznalhattak.

Ezzel az alapprogrammal indulhattak neki annak,
hogy elkészitsék az esszét, aminek témait ezen az éran
meg is kaptak.

A projekt értékelése

Egy tanora telt azzal, hogy
kiértékeljik az el6z6 orai
szimulacidk  eredménye-
it. Hangsulyoztuk, hogy a
részecskék mozgasa soran,
par periédus utan az egy-
mashoz kozelrél inditott ré-
szecskék is kiilonboz6 he-
lyekre jutnak, és utvonaluk
jelentGsen eltér a kis kezde-
ti kiilonbség esetén is. Eh-
hez kapcsoléddan tértiink
vissza a levegGszennyezés-
hez mint globalis problé-
makhoz - hangsilyozva,
hogy a leveg6be juté karos,
szennyez$ anyagok, a leve-
gbben tobb szaz kilométert
is meg tudnak tenni. Ehhez
kapcsol6dd példaként szo
esett az izlandi Eyjafjallajo-
kul vulkan kitorésének [7]
hatdsair6l az eurdpai lég-
térre. Ehhez kapcsoldddan
online szimulacidkat és a
RePLaT [5, 6] szimuldcids
programot is megismertiik.

Széba keriiltek a le-
vegémindség védelmének
nehézségei, amik f6leg a ki-
terjedés miatt nemzetkozi
Osszefogast igényelnek.

Az utolsé 15 percben a
visszajelzéseké volt a fGsze-
rep. A 18 didkbol mind ugy
gondoltak, hogy tanultak
valami Gjat, és 3 didkon ki-
viil a tobbiek hasznosnak is
talaltak, hogy errdl a téma-
rol beszéltiink. Negativu-

3. dbra. Az els6 sorban az 1., 2., a masodikban a 3., 4. iteracid, a harmadikban, pedig 15., és 20. iteracio

utani kiterjedés lathaté
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mokrdl nem igazan érkez-
tek jelzések, de par didknak
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4. abra. A faklyadiagramok a felh6 x (balra) és y (jobbra) iranyu kiterjedéséhez

a programozas nehézséget jelentett. Tobben el6szor
megrémiiltek, hogy a fizikaéran programot kell készi-
teniiik, de pozitivan értékelték, hogy az alapprogramot
kozosen csinaltuk meg, igy nem itélték tul nehéznek. A
visszajelzéseknél arra is rakérdeztem, hogy mi az, ami
tetszett nekik a projekttel kapcsolatban.

Osszegzés

A projektrdl vald visszajelzések alapjan a didkoknak el-
nyerte a tetszését, f6leg, mivel tobbek allitasa szerint
ezeken az 6rakon nem fizikdval foglalkoztunk. Pedig
pusztin kinematikai ismereteket felhasznalva készitettek
szimuldciot. A masik fontos el6nye, hogy a kornyezeti
nevelésnek is helyet adott, és a beadanddk elkészitése
soran sokkal mélyebb tudast szerezhettek a levegészeny-
nyezést érintd kérdésekben.

S. dbra. A didkok visszajelzéseibdl készitett szofelhd

A honlapo
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A szimulaci6é csak a mozgas sebességének kompo-
nensekre bontasat kovetelte meg - igy az aramlasok
témakor helyett akar a kinematika témakor 6rait is szi-
nesitheti. Els6sorban azokban a csoportokban ajanlom,
ahol mar korabban foglalkoztak programozassal, és akik
szeretnek kisebb kutatasokat végezni, esetleg kevésbé
szeretik a szamolos példikat. Igy azokban a csoportok-
ban is el6ny0s lehet, ahol a didkok kevésbé ,real” be-
allitottsaguak.
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HIREK, ESEMENYEK

AZ EGY KULTURA GYONYORUSEGE, AVAGY
RENDSZERTELEN KOSZONTO A STATISZTIKUS

FIZIKA URUGYEN

»Mi mégis tudjuk, hogy az ember nem csak mechanikai
konstrukcié. A tarsadalom sem puszta statisztikus fizikai
objektum.” Mégis, Schiller Robert professzor ur szamara
a statisztikus fizika jelenti mindennek az alfajat, mig az
6mega az ,egy kultira”, ami tarsadal-
munk esszencidja - kellene, hogy le-
gyen. A kett6 kozott ott talalhatjuk a
kémiai rendszereket, amit Schiller pro-
fesszor Ur a statisztikus fizika alapjain
kivain megérteni. A statisztikus fizika az
egyedi részecskék kaotikus mozgasa és
a makroszkopikus torvényszeriiségek
kozotti osszefiiggéseket tarja fel, a ké-
mia a természet szépségét és bonyo-
lultsagat irja le, mig az ,egy kultira”
ezen természettudomanyos ismeretek
és a mivészetek kapcsolatit mutatja
be. Ahogyan a statisztikus fizika hidat
képez az egyedi és a kollektiv viselke-
dés kozott, ugy a tudomanyteriiletek
és a mivészetek kozotti parbeszéd is
képes dthidalni a kulturilis szakadé-
kokat, és 4j, holisztikus megértési moédokat teremteni.

Schiller Rébert életmiive tele van ilyen athallasok-
kal. Természettudomanyos munkai fontos tudomanyos
eredményekrdl és a tudomany megismertetésérdl, meg-
szerettetésérdl szolnak. Mogottilkk azonban fellelhetd a
statisztikus fizika Oridsainak tisztelete és munkassiguk
megértése, és ami még izgalmasabb, szépirodalmi ésisme-
retterjeszté miiveiben munkassaguk Osszekotése a mi-
vészetek legkivalobbjainak munkassagaval. Hogyan kap-
csolédik példaul Boltzmann és Kosztolanyi, Onsager és
Arthur Schnitzler, vagy Maxwell és Max Frisch? A valaszt a
tisztelt olvaso6 Schiller professzor ir konyveiben taldlja meg.

Schiller Rébert a mai napig a magyar tudomanyos élet
aktiv résztvevéje, a HUN-REN Energiatudomanyi Ku-
tatokozpont professzor emeritusa. Napi rendszerességgel
bejar dolgozni a Felilletkémia és Katalizis Laboratérium-
ba. Két éve a fiatalabb kollégak felkérésére szeminarium-
sorozatot tartott az elektrokémia szépségeirdl. Az anek-
dotdkkal szinesitett el6addssorozat nemcsak szakmai
szempontbol volt hasznos, hanem a lenylig6z6 el6adas-
mod mellett példat is kaphattak a munkatarsak az 6nma-
gara, kifejezésmodjara és a munkdjara maximalisan igé-
nyes kutato6i hozzaallasbol.

Schiller Rébert

Schiller Rébert a kémiai és fizikai tudomanyok szamos
teriiletén ért el kimagaslé eredményeket, melyeket Szé-
chenyi Professzori Osztoéndijjal is elismertek (2000-2003).
A tudomdny hatarteriiletein szerzett mély, de ugyanakkor
atfogd tudasa révén hathatds segitséget
tud nyujtani tanicsadoként az atom-
er6miivek biztonsagos iizemeltetésé-
hez, melyet 2001-ben Wigner-dijjal
ismertek el.

Schiller Roébert kutatomunkaja
mellett rendszeresen oktat is tobb
egyetemiinkon. Cimzetes egyetemi
tandr az E6tvos Lorand Tudomany-
egyetemen és magantanar a Buda-
pesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi
Egyetemen. Didkok nemzedékei n6t-
tek fel el6addsain, szeminiriumain
és tankonyvein. Schiller Rébert a tu-
domany népszerdsitésének is elkote-
lezett harcosa. Irasai szinte mesesze-
riek, de ugyanakkor tényszertiek és
pontosak. Munkdassagat az év ismeret-
terjeszt6 tuddsa cimmel ismerték el 2012-ben.

Schiller Rébert azonban legfontosabb kiildetésének
talan a tudomany és a miivészetek kozott onkényesen 1ét-
rehozott szakadék athidalasat tekinti. Konyvei és esszéi
mind-mind arrél adnak tanubizonysagot, hogy nem léte-
zik ,két kultura™ a legnagyobb tudésok mindig is von-
z6dtak a miivészetekhez, és sokszor maguk is kimagaslo
mivészek voltak, de a legnagyobb mivészek is mindig
meritettek a tudomany ihletet ad6 tengerébdl. Schiller
Robert egész munkassaga bizonyitja, hogy kultirank
csak a tudomanyok és a miivészetek egyiittes miivelésével
képes kiteljesedni.

Nem ttlzas tehat, ha Schiller Rébert professzor urat
mint szellemi életiink kiemelkedd alakjat koszontjiik
most 90. sziiletésnapja alkalmabdl. Munkassaga egyfaj-
ta hid a malt és a jovo kozott, amely segithet kulturank
megértésében és felemelésében, egy Osszetettebb és ar-
nyaltabb vilagértelmezés kialakitdsaban. Ennek elisme-
réseképpen kapta meg 2015-ben a Magyar Erdemrend
lovagkeresztjét.

A HUN-REN Energiatudomdnyi Kutatékozpont
és a volt tanitvdnyai nevében


http://www.bme.hu/
http://www.bme.hu/
http://www.bme.hu/

A HUN-REN Energiatudomanyi
Kutatékézpont (HUN-REN EK) a
Magyar Kutatdsi Haloézat jelentds
tagja, kiemelkedd eredményeket ér el

az energiakutatds, a nukledris
technoldgia, az anyagtudomany és a
kérnyezettudomany teruletén.

A HUN-REN EK

e hdrom intézetében szinvonalas, hazai és nem-

zetkdzi projektekhez kapcsolddoé kutatasokat Latogqss el hozzank!

végeznek,
ek.hun-ren.hu

e mukodteti a Budapesti Kutatéreaktort, amely
Magyarorszdgon egyedulalld modon kindil E
lehetbséget specidlis kutatdsok elvégzésére,

e sokoldallu tudosokbol, kreativ mérndkodkbol és
gyakorlott szakértékbdl allé csoportokat
foglalkoztat, akik jelentds tapasztalattal
rendelkeznek a kutatds-fejlesztés és tandcs-
adds terén,

o dfiatalok szamara is érdekes kutatasi és
munkalehetdségeket kindl.

Kovess minket!

A HUN-REN EK té6bb éve szervez fiataloknak sz616
rendezvényeket az ,Alakitsd a j6vét” program-
sorozatok keretében, mikdzben sikeresen
muUkddteti az egyetemistdkat tdmogatd pdlydzati
rendszerét (EK>-pdlydzatok), amely a természet-
tudomadnyos képzésekben és a HUN-REN EK
kutatdsaiban vald részvételt seqiti.

Elerhetéségeink

E-MAIL:
info@ek.hun-ren.hu

vagy
kommunikacio@ek.hun-ren.hu

cim:
1121 Budapest, Konkoly Thege
Miklés Gt 29-33.





