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A FOLYÉKONY VÍZ NYOMÁBAN A NAPRENDSZERBEN

Bebesi Zsófia okleveles csillagász (2003) és
fizikus (2005) – Szegedi Tudományegye-
tem, Ph.D. (2008, ELTE). 2003 óta az MTA
KFKI RMKI munkatársa, 2012-tõl a Wigner
FK Ûrfizikai és Ûrtechnikai Osztályának
tudományos fõmunkatársa. Elemezte a Cas-
sini és a Venus Express ûrszondák adatait.
Kutatói érdeklõdése a bolygók mágneses
tere és a napszél, illetve az interplanetáris
mágneses tér közötti kölcsönhatás, a Titán
plazmakörnyezetének és felsõ atmoszférája
ionizációs folyamatainak vizsgálata.

Juhász Antal 1988-ban végzett az ELTE fi-
zikus szakán, 1989 óta dolgozik a KFKI Ûr-
fizikai osztályán. Doktori fokozatát 1993-ban
szerezte meg. Jelenleg a Wigner FK Részecs-
ke és Magfizikai Intézetének tudományos
fõmunkatársa. Szakterülete a Naprendszer-
ben található kozmikus por (bolygóközi,
bolygók, holdak, üstökösök körüli por-plaz-
ma-elektromágneses tér kölcsönhatása) di-
namikájának, térbeli eloszlásának modelle-
zése a különbözõ ûrszondák porméréseinek
értelmezéséhez, elõrejelzéséhez.

– a primitív élet feltételeinek kutatása ûrszondákkal
Bebesi Zsófia, Juhász Antal

Wigner Fizikai Kutatóközpont, Budapest

Az emberiséget a tudomány hajnala óta foglalkoztatja
annak kérdése, hogy létezhet-e élet bolygónkon kívül.
És bár egyelõre nem született erre utaló felfedezés,
napjainkban, amikor Naprendszerünk bolygóit és azok
holdjait már közvetlen közelrõl is megvizsgálhatjuk,
több esetben felmerült, hogy a megfelelõ fizikai és
kémiai feltételek együttállása esetleg lehetõvé teszi a
primitív létformák kialakulását bizonyos égitesteken,
akár itt, a közvetlen kozmikus környezetünkben is. A
mérnökök és kutatók jelenleg is folyamatosan dolgoz-
nak a primitív élet, vagy akár a késõbbi emberes ûrre-
pülések feltételeinek vizsgálatára tervezett ûrmissziók
létrehozásán, amelyek közül némelyik még ebben az
évtizedben útjára indulhat. Természetesen nem felejt-
kezhetünk meg az elmúlt évtizedek eredményeirõl
sem, amikor például a Mars felszínén, a kõzetekben, a
talajban kerestük az élet nyomait, de jelen tanulmány-
ban – a téma terjedelmére tekintettel – a Marssal nem
foglalkozunk, ehelyett kifejezetten azokra az égitestek-
re összpontosítunk, amelyeket közelebbrõl csak a kö-
zelmúltban tudtunk alaposan megvizsgálni.

Az elmúlt évtizedek ûrszondás mérései lehetõvé
tették, hogy részletesen megismerjük a Jupitert és a
Szaturnuszt, valamint holdjaikat, illetve eljutottunk az
aszteroidaöv legnagyobb égitesteihez és a Kuiper-
övbe is. A Jupiter esetében a Galileo (1995–2003) és a
Juno (2016–), a Szaturnusznál pedig a Cassini-Huy-
gens (2004–2017) ûrmissziók révén tanulmányozhat-
tuk ezen bolygók nagyobb holdjait, a környezetükben
zajló fizikai folyamatokat, és számos érdekes új felfe-

dezés is született. Ezek egyike a Szaturnusz Enceladus
holdjának napjainkban is zajló aktivitása, az ûrmisszió
egyik legérdekesebb megfigyelése. A Jupiter Europa
holdjáról már korábban is tudtuk (földi és ûrszondás
megfigyelésekbõl), hogy felszíne jéggel borított,
aránylag fiatal, valamint feltételezték, hogy kiterjedt
kérge alatt óceáni réteg található. A két említett hol-
don kívül a folyékony víz hordozására vonatkozóan
további jelölteknek tekintik például a Jupiter Gany-
mede holdját, a Ceres törpebolygót, de ide sorolható
a több szempontból is kivételes Szaturnusz-hold, a
Titan is, bár ott az eddigi mérések globális felszín
alatti óceán helyett inkább rétegesen elhelyezkedõ
víztározókra utalnak. Folyamatosan zajlanak kutatá-
sok arra is, hogy a Mars felszín alatti tartományaiban
esetleg napjainkban is találhatunk-e folyékony vizet
tartalmazó rétegeket.

A felszín alatti tartomány kutatása nem triviális fel-
adat, jelenleg több ûrmissziót készítenek elõ, elsõsor-
ban az Europa újbóli meglátogatására, de az Encela-
dus további vizsgálata is napirenden van. Mindkét
hold esetében a kiáramló vízjég összetételét elemezve
megfigyelhettük azokat az összetevõket (sók és ásvá-
nyi anyagok), amelyek révén ezek az égitestek lehet-
ségessé válhattak a primitív életformák létrejöttének
támogatására, hordozására, azonban konkrét létezé-
sükre egyelõre nincs közvetlen bizonyítékunk. Ennek
felderítése a következõ évtizedek feladata lesz.

Vizet tartalmazó égitestek a Naprendszerben,
valamint a felszín alatti óceánra utaló jelek

Bár Naprendszerünk égitesteinek többségén jelen van
a víz (vagy összetevõi), de általában fagyott állapot-
ban. Folyékony vizet mostanáig közvetlenül csak Föl-
dünk felszínén figyelhettünk meg, azonban számos
közvetett bizonyíték utal arra, hogy a Jupiter és a Sza-
turnusz némelyik holdján, a Marson, valamint egyes
aszteroidákon is vagy állandó jelleggel, vagy idõrõl
idõre cseppfolyós halmazállapotú vizet találhatunk.

A Földön kívüli folyékony víz elõfordulásának két
elsõdleges jelöltje a Jupiter körül keringõ Europa,
valamint a Szaturnusz Enceladus holdja (1. ábra ).
Számos jel utal arra, hogy e két hold felszínét borító
jégpáncél alatt akár globális, folyékony vízóceán hú-
zódhat. Ezek mellett felmerült még, hogy a Jupiter
Ganymede holdjának, valamint a Szaturnusz Titan
holdjának felszíne alatt is lehet folyékony víz. Fagyott
állapotban kimutatták már a vizet a Mars és a Plútó
mellett a Ceres nevû törpebolygón, valamint a Jupiter
Callisto holdján és a Szaturnusz Dione holdján is. A
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Szaturnusz további jeges holdjai, a Mimas, a Tethys és

1. ábra. A Jupiter Europa holdja (fölül), valamint a Szaturnusz körül
keringõ Enceladus (alul) esetében is számos bizonyíték utal arra,
hogy a felszínük alatt globális óceán van.

2. ábra. Felszín alatti óceánra utaló jelek (fölül: elmosódott szegé-
lyû kráterek; lejjeb: repedések a felszínen, anyaglerakódás; még lej-
jebb: gejzírek; legalul: híg atmoszféra).

a Rhea szintén tartalmaznak vízjeget, és az a különle-
ges Iapetus holdon is megtalálható.

Számottevõ atmoszféra nélküli égitestek esetében a
felszín alatt található folyékony víztömeg jelenlétére
utal a kráterek hiánya vagy a szórványos kráterezett-
ség, mivel a felszínre a folyamatosan újabb és újabb
rétegek rakódnak le a gejzírek formájában távozó
vízjégbõl (2. ábra ). A felszín tehát „fiatalnak” tûnik,
holott a belsõ folyamatok hiányában sûrûn borítanák
a becsapódási kráterek. Az aktív vízkiáramlást mutató
égitestek felszínén, mint például a Jupiter Europa
holdján, találhatunk ugyan krátereket, mivel a gejzí-
rek esetenként egy adott régióra korlátozódnak,
azonban gyakran megfigyelhetõ a kráterek peremé-
nek elmosódottsága, amit szintén a lerakódott jég
okoz. Az Europának mindössze 41 nevesített krátere
van, ezek is többnyire kis méretûek, és átmérõjük
általában nem éri el a 40 km-t.

A felszínen húzódó repedések, törésvonalak szintén
utalhatnak a jégkéreg alatti óceánra, amelyek például
egy hold esetében a bolygó körüli ellipszispályán való
keringés során fellépõ árapályhatás következtében
jönnek létre. Az Europa esetében szinte a teljes felszí-
nen megtalálhatók, míg az Enceladuson a repedések
elsõsorban a hold déli pólusának közelében koncent-

rálódnak, ahol a Cassini ûrmisszió kamerái és detekto-
rai számtalan gejzírt azonosítottak. Ehhez hasonló akti-
vitást korábban egyetlen naprendszerbeli égitestnél
sem figyelhettünk meg. Az Enceladus esetében szintén
feltételezik, hogy az óceán felszín alatti tömegeloszlá-

218 FIZIKAI SZEMLE 2021 / 7–8



sa nem egyenletes, azaz a déli pólus környezetében a

3. ábra. A belsõ Galilei-holdak keringési rezonanciái (balra). A keringés során fellépõ deformációk
(jobbra) – árapályhatás – következtében keletkezõ súrlódás által termelt hõ tarthatja folyékonyan a
jégkéreg alatt található vizet.

Ganymede 4:1

Europa 2:1

Io 1:1

Jupiter

vízréteg mélyebb és kiterjedtebb lehet.
Az Europa esetében nagyon ritka atmoszférát is

megfigyelhetünk, amelynek forrása szintén a kéreg
alól, a repedések mentén kiáramló vízjég, illetve az
abból keletkezõ pára. A mérések azt is megerõsítették,
hogy a vízben különbözõ sók és ásványi anyagok is
megtalálhatók, amelyek nem különböznek lényegesen
a földi tengervízben is kimutatható összetevõktõl. Fel-
tehetõen ezek lerakódásai láthatók a hold felszínén is.

Folyékony víz keresése a Jupiter holdjain

A Jupiter körül keringõ holdak közül elsõsorban az
Europa és a Ganymede felszíne alatt egybefüggõ
óceán lehet. A közeljövõben a Jupiterhez induló ûr-
missziók is fõleg ezt a két holdat veszik célba, és el-
sõdleges kutatási céljuk a folyékony víz kimutatása, a
vízréteg fizikai tulajdonságainak vizsgálata, valamint
annak megválaszolása, hogy alkalmasak lehetnek-e
az élet valamilyen formájának hordozására. Ez utóbbi
nem elképzelhetetlen, mivel a holdak felszínét borító
jégkéreg megvédené az óceánban fellelhetõ létformá-
kat a sugárzástól, és az óceáni tartományok a gejzírek
formájában kiáramló vízben kimutatott ásványi anya-
gok és kémiai összetevõik révén alkalmasak lehetnek
a primitív élet hordozására.

A Jupitert korábban a NASA Galileo nevû keringõ
egysége vizsgálta behatóan (1995 és 2003 között),
illetve 2016 óta jelenleg is ott kering (elõreláthatólag
2021-ig) a Juno (szintén a NASA ûrszondája).

Europa

A Jupiter bolygóhoz második legközelebb keringõ Ga-
lileli-hold (a vulkanikusan aktív Io után) az Europa.
Átlagos pályasugara 9,38 RJ (ahol RJ a Jupiter átlagos
sugara, 71 492 km), keringési ideje pedig 3,55 nap. A
3121 km átmérõjû Europa felszínét elsõsorban sziliká-
tok alkotják, vastag, repedésekkel tarkított vízjégké-
reggel, belsejében pedig valószínûleg vas-nikkel mag
található. Atmoszférája nagyon ritka, és fõ összetevõje
az oxigén. Keringése gravitációsan kötött, tehát az
Europa egyik féltekéje folyamatosan a Jupiter felé néz,
bár egyes mérések szerint keringési idejénél kissé
gyorsabban forog. Ez belsõ aszimmetriára utalhat, va-

lamint alátámaszthatja azt a
feltételezést is, miszerint a ké-
reg és a belsõ kõzetrétegek
között egy felszín alatti folya-
dékréteg található.

Ellipszispálya esetén az
égitest deformációjának mér-
téke a pálya mentén változik,
belsõ súrlódást generál, ami
hõt termel, ez az árapályfûtés
folyamata. Az ideális kéttest-
problémában az ellipszispálya
idõvel a körpálya felé tendál,

azonban az árapályfûtés fennmarad, amennyiben
további gravitációs hatásokkal is kell számolni, ame-
lyek megakadályozzák a pálya „körösödését”. Erre jó
példa az Io hold, amelynek pályaexcentricitását a
közte, valamint az Europa és a Ganymede közötti
rezonancia tartja fenn.

Ez a mechanizmus döntõ fontosságú lehet az Euro-
pa óceánjának fenntartásában is, azonban az Europa
nagyobb távolsága a Jupitertõl jelentõsen mérsékli az
itt ható erõket (körülbelül negyedakkora az árapály-
hatás, mint az Io esetében). Az árapálysúrlódás követ-
keztében felszabaduló hõ biztosítja a felszín alatti
réteg folyékony állapotának fenntartását és aktív geo-
lógiai folyamatokat is indukál (3. és 4. ábra ).

Az Europa felszínét folyamatosan bombázzák a
Jupiter magnetoszférájában áramló, nagy energiájú
töltött részecskék, valamint jelentõs ionizáló hatása
van a Nap extrém ultraibolya (EUV) sugárzásának is.
Mindezek részt vesznek az óceánból a gejzírek által a
felszínre kerülõ szerves molekulák lebontásában, így
elpusztíthatják azokat a bio- és kémiai szignatúrákat
is, amelyek esetleges primitív élet jelenlétére utalhat-
nak. Kérdés, hogy a hold felszínének melyik részét éri
a legintenzívebben a sugárzás? Milyen mélyre hatol-
nak be a nagy energiájú részecskék? Milyen formában
változtatja meg a sugárzás a frissen felszínre került
anyagokat? Az elsõdleges becslések szerint a jégkéreg
felszínének felsõ 3 cm-es rétegében a nagyenergiás
sugárzás minden szerves anyagot lebont, de feltehetõ-
leg ~1 méteres mélységben már érdemes lenne az élet
összetevõi után kutatni. Mindezeket figyelembe kell
venni az elkövetkezõ ûrmissziók megtervezésekor. A
napsugárzás, valamint a Jupiter mágneses terében
lévõ nagy energiájú részecskék által közvetített sugár-
dózis értéke ~5400 mSv, ami 24 óra alatt megölne egy
védõfelszerelés nélküli embert.

Az Europa felszíne különféle sókban (fõleg magné-
zium-szulfátban) gazdag, ezek a sók a felszín alatti
víztömegbõl származnak. Azonban spektrográfiai mé-
rések szerint ezek színtelenek vagy fehérek, ezért a
felszínen észlelt vöröses szín kapcsán a kén is szóba
jöhet, és az sem kizárt, hogy az Europa felszíni elszí-
nezõdéseinek egyik forrása az Io holdról származó,
lerakódott nanopor. Egy másik elmélet szerint az el-
színezõdött területeket szerves vegyületek, tholinok
borítják. Még kérdéses, hogy ezek milyen folyamatok
révén jönnek létre, mindenesetre asztrobiológiai
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szempontból nagyon jelentõ-

4. ábra. Az Europa felszín alatti óceánjának kiterjedése, szerkezete, valamint a környezetében
zajló (külsõ és belsõ) fizikai folyamatok.

töltött részecskék napfény

gejzír

lerakódás

árapályfûtés során
termelõdõ hõ

becsapódások

óceáni
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jégtörmelék

óceánból származó
molekulák

~100 km

~10 km

hidrotermikus szellõzõk jégtörések jégtömbök

5. ábra. A Ganymede belsõ szerkezete (balra), belsõ mágneses tere erõvonalainak kölcsönhatása a Jupiter mágneses erõvonalaival (közé-
pen), valamint az észlelt auróra (jobbra).
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sek lehetnek, mivel alapvetõ
szerepet játszhatnak a prebio-
tikus kémiában és végül a pri-
mitív létformák létrejöttében.
Korábban a Hubble-ûrtelesz-
kóppal végzett megfigyelések
során a NaCl jelenlétét is ki-
mutatták már az Europán.

A jelenlegi modellek és
elméletek szerint az Europán
található teljes víz mennyisé-
ge nagyobb, mint a földi
óceánokban található víz ösz-
szessége. A holdat ritka at-
moszféra is burkolja, amely
fõleg molekuláris oxigénbõl
áll, azonban az atmoszférikus
nyomás mindössze 0,1 μPa.
Az oxigén feltehetõleg a víz
napsugárzás által történõ
bomlásából származik.

A Galileo mérései alapján
felfedezték az Europa indukált
mágneses terét is, amely a Ju-
piterrel való kölcsönhatása
révén, egy felszín alatti vezetõ
réteg közremûködésével jött
létre. Már akkor valószínûsí-
tették, hogy ez a réteg egy sós
vízbõl álló óceán lehet. A Ga-
lileo mérései szerint az Europa
gyenge indukált mágneses te-
rének térerõssége a mágneses
egyenlítõnél ~120 nT (ez ~1/6-a a Ganymede-nél, illet-
ve ~6-szorosa a Callistónál mért értéknek).

Ganymede

A Ganymede a Naprendszer legnagyobb holdja (át-
mérõje 5268 km), még a Merkúr bolygónál is kiterjed-
tebb, azonban tömege annak mindössze 45%-a. A
jelenlegi feltételezések szerint fémmagja van, és ez az

egyetlen ismert hold a Naprendszerben saját mágne-
ses térrel, amelyet valószínûleg a vasmag fölötti folyé-
kony fémrétegben zajló konvekció tart fenn. Globáli-
san nézve nagyjából azonos mennyiségben tartalmaz
szilikátot és vízjeget. Az Europához hasonlóan vé-
kony oxigénatmoszféra borítja, amely feltehetõleg
ózont is tartalmaz. Belsõ szerkezete valószínûleg jól
differenciált, és külsõ jégkérge alatt kiterjedt óceán
található (5. ábra ). A Ganymede esetében is látha-
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tunk a felszínen párhuzamos repedéseket, rianásokat,

6. ábra. Az Europa Clipper ûrmisszió.

7. ábra. A JUICE ûrmisszió.

azonban az árapálysúrlódás itt a belsõ Galilei-holda-
kéhoz képest már kevésbé jelentõs.

A Ganymede felszínének vizsgálata során vízjégen
kívül CO2, SO2, dicián, hidrogén-szulfát és szerves
molekulák nyomát is észlelték. A Galileo által kimuta-
tott magnézium-szulfát és a nátrium-szulfát valószínû-
leg a felszín alatti óceánból származik.

A Ganymede mágneses tere némiképp védelmet
nyújt a felszínen lévõ szerves vegyületek részére a Jupi-
ter nagy energiájú töltött részecskéivel szemben. A hold
mágneses momentuma a Merkúrénak körülbelül a há-
romszorosa. A mágneses dipól a hold forgástengelyével
176°-os szöget zár be, tehát az északi pólus a pályasík

alatt van. A dipóltér erõssége az
egyenlítõnél ~719 nT (a pólusoknál
ennek kétszerese), ami jóval maga-
sabb, mint a Jupiter magnetoszférájá-
nak térerõssége a Ganymede pályája
mentén (~120 nT). A Ganymede
egyenlítõi tartományában a mágneses
tér ellentétes irányú a Jupiter mágne-
ses terével, tehát lehetségessé válik a
rekonnekció, azaz a mágneses erõvo-
nalak összekapcsolódása. A hold
magnetoszférájának átmérõje 4-5 Ga-
nymede-sugárnyira terjed ki. A zárt
erõvonalak 30°-os szélesség alatt he-
lyezkednek el, ahol a töltött részecs-
kék csapdába esnek, és egyfajta su-
gárzási övet hoznak létre. A Hubble-
ûrteleszkóppal vizsgálták a Ganyme-
de auróráját, amelynek különleges
mozgásából szintén arra következtet-
tek, hogy ennek a holdnak hatalmas,
kiterjedt, sós vízrétege lehet.

A Jupiter holdjaihoz a közeljövõben
tervezett ûrmissziók

A NASA Europa Clipper szondájának (6. ábra ) tudo-
mányos céljai között szerepel az Europa környezeté-
ben mérhetõ mágneses tér vizsgálata (amibõl követ-
keztetni lehet az óceán mélységére és sótartalmára),
a felszín alatti víztömegekre utaló fizikai folyamatok
kutatása, aktív gejzírek keresése a hold felszínén,
valamint radaros mérések elvégzése a jégvastagság
megállapítása céljából. A jelenlegi tervek szerint
2025-ben indítandó szonda 2030-2031 körül áll pá-
lyára az Europa körül. A Clipper 45 alkalommal kö-
zelítené majd meg az Europát, ezek során a felszín

feletti 25 és 2700 km közötti magas-
ságtartományban repülne el.

Az ESA JUICE (Jupiter Icy Moon
Explorer) ûrszondájának indítását
2022-re tervezik. A szonda elõrelát-
hatólag 2029 októberében érkezik
meg a Jupiterhez, majd legalább há-
rom éven keresztül vizsgálja az óriás-
bolygót, valamint a Ganymede, a Cal-
listo és az Europa holdakat (7. ábra ).
Ezt követõen 2032-ben állítják végle-
gesen pályára a Ganymede körül. A
kutatás egyik legfõbb célja a holdak
felszíne alatt feltételezett óceánok
közvetett vizsgálata, valamint annak
megállapítása, hogy adottak lehet-
nek-e valamilyen formában a kezdet-
leges élet feltételei. A JUICE fedélzeti
berendezései között található rádió-
és plazmahullámmérõ, töltöttrészecs-
ke-detektor, magnetométer, radar, lé-
zeres magasságmérõ, valamint kép-
alkotó berendezések is.
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Folyékony víz keresése

8. ábra. Az Enceladus feltételezett belsõ szerkezete, a déli pólus közelében észlelt gejzírekkel (for-
rás: NASA/JPL-Caltech).

9. ábra. Az Enceladus óceánjának feltételezett struktúrája és fûtési mechanizmusa.
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~65 km
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a Szaturnusz holdjain

A Szaturnusz holdrendszeré-
ben mostanáig két olyan jelöl-
tet találtunk, amelyek felszíne
alatt feltételezhetõen nagyobb
mennyiségû folyékony víz ta-
lálható. Ezek egyike az apró
Enceladus, amelynek figye-
lemre méltó aktivitására a Cas-
sini ûrszonda vizsgálatai derí-
tettek fényt. Már a Voyager-1
Szaturnusznál tett 1980-as lá-
togatása alkalmával feltûnt a
kutatóknak, hogy az Enceladus felszíne alig krátere-
zett, „fiatal”, bár ekkor a kiáramló vízgejzíreket még
nem tudták megfigyelni. A jelenlegi feltételezések sze-
rint az Enceladus felszíne alatti óceán globális is lehet,
de a víztömeg nagyobb mennyiségben elsõsorban a
hold déli pólusának közelében összpontosul.

A másik Szaturnusz-hold, ahol érdemes a primor-
diális élet feltételei után kutatni, a Titan. A Titant kez-
dettõl fogva a korai Földhöz hasonlították, és erre szá-
mos fizikai bizonyítékot találtunk. Például a felszínen
zajló folyadékkörforgásban fõ szerepet ellátó metán
mellett a víz is megtalálható a
Titanon, és a mérések arra
utalnak, hogy a felszín alatt
kiterjedt rétegekben raktáro-
zódik. Tehát a Titan esetében
egybefüggõ vízóceán valószí-
nûleg nem lehet, azonban a
fennálló fizikai és a kémiai fel-
tételek mégis alkalmassá tehe-
tik ezt a holdat is az élet bizo-
nyos formáinak hordozására.

Enceladus

A Cassini ûrmisszió egyik
legnagyobb felfedezése volt
az Enceladus jelenleg is meg-
figyelhetõ aktivitása. Az apró,
mindössze 505 km átmérõjû
holdat a Cassini keringõegy-
ség összesen 22 alkalommal
közelítette meg.

Az Enceladus felszínén alig
találhatunk becsapódási krá-
tereket, ami arra utal, hogy a
felszínt borító jégnek van
utánpótlása. A déli pólus kö-
zelében található repedések-
bõl folyamatosan áramlik az
anyag, látványos gejzírek for-
májában tör fel a felszín alatti
folyékony víz (8. ábra ). Ez
természetesen azonnal meg-

fagy, és vagy eltávozik a hold környezetébõl – létre-
hozva ezzel az E-gyûrût –, vagy lerakódik a felszínen.
A gejzírek összetételének vizsgálata során vízjég mel-
lett CO2, metán és további gázok kiáramlása figyelhe-
tõ meg [1]. Azonban a kilökõdõ jégszemcsék késõbbi
vizsgálata során 200 atomtömegegységnél nagyobb
tömegû, komplex makromolekuláris vegyületek jelen-
létére is fény derült [2].

Az Enceladus felszín alatti vízrétegének árapályfû-
tését az Enceladus és a Dione között fennálló 2:1-es
pályarezonancia biztosítja. A jelenlegi mérések alap-
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ján azt feltételezzük, hogy az Enceladus óceánja he-

10. ábra. Anyag- és hõtranszport a nem megszilárdult kõzetmag
modellje szerint.

11. ábra. A Huygens leszállóegység történelmi jelentõségû landolása a Titanon, valamint a
Huygens által a leszállóhely közvetlen környezetérõl készített fotó.

lyenként az 50-60 km-es mélységet is elérheti (9. áb-
ra ), és a felszínt érõ hatásoktól egy ~5 km-es vastag-
ságú jégkéreg védi. Az árapálysúrlódás az óceáni
alapzat kürtõin keresztül hõt közöl a közel 0 °C-os
vízzel, ennek következtében a víz nyomása is megnõ,
és a feláramló melegebb víztömeg végül utat tör ma-
gának, és a felszín repedései mentén kijut a hold fel-
színére és a Szaturnusz magnetoszférájának belsejébe.
Természetesen azonnal meg is fagy, és mivel a kiper-
metezett jégszemcsék egy része visszahullik a felszín-
re, idõvel elfedik a korábbi becsapódási kráterek nyo-
mait. Ez a „hideg gejzír modell”.

További érdekességeket is megfigyeltek az Encela-
dussal kapcsolatosan. Ezek egyike azt sugallja, hogy a
felszín alatti óceán talán mégsem globális, mint a Ju-
piter Europa holdjának esetében, hanem fõként egy
térségre, a déli pólus környezetére korlátozódik. Erre a
pálya és a hold kismértékû „imbolygásából” következ-
tettek, ami nagy valószínûséggel az aszimmetrikusan
elterülõ óceáni rétegre ható árapály következménye.

Ugyancsak kivételesen érdekes volt az E-gyûrû
részletesebb vizsgálata, amely egyrészt igazolta, hogy
a gyûrû valóban apró vízjégkristályokból áll, de eze-

ken kívül különös nanorészecskéket is detektáltak. A
Cassini ûrszonda mérései alapján ezek szilícium-di-
oxid nanokristályok voltak, amelyek tipikusan abban
az esetben jönnek létre, amikor a folyékony víz és a
szikla 90 °C feletti hõmérsékleten lép egymással köl-
csönhatásba. A nanoszilika fagyás után mátrixszerûen
beágyazódik a vízjégbe, majd kikerül a Szaturnusz
magnetoszférájába. A magnetoszférában a sputtering
effektus (amikor energikus atomok, ionok becsapód-
nak a jégporszemcse felszínére, és onnan atomokat,
molekulákat löknek ki) hatására a szemcsék mérete
(tömege) idõvel folyamatosan csökken. Ennek során
a beágyazódott nanoszilika végül képes kiszakadni az
erodálódó jégszemcse belsejébõl [3]. Mindezek to-
vább erõsítik azt a feltevést, amely szerint az Encela-
dus jégpáncélja alatt valódi hidrotermális kürtõk üze-
melnek, amelyek a földi óceánok fenekén megfigyel-
tekhez hasonlóan melegen tartják a környezõ víztö-
megeket.

Az Enceladus vízrétegének melegen tartására az
árapályfûtés mellett más mechanizmusokat is felvetet-
tek. Ezek egyike a nem megszilárdult kõzetmag mo-
dellje (10. ábra ), ugyanis a számítások szerint egy
nem szilárd mag esetében az árapálysúrlódás sokkal
több hõt termelhet, mint a korábban vázolt elmélet
szerint. Ebben az esetben a hideg sós víz leszivárog a
porózus kõzetmagba, ahol felmelegszik, majd kes-
keny pórusokon átjutva újra felemelkedik, és forró
foltokat hoz létre az óceáni réteg aljzatán. A folyé-
kony óceáni rétegen keresztül hõ- és anyagtranszport
zajlik a felszín irányába, ahol szintén lokalizált fûtés
révén a jégkéreg helyenként megolvad, és a nagy
nyomású, különféle ásványi anyagokat tartalmazó víz
gejzírek formájában távozik.

Titan

A Titan a Szaturnusz legnagyobb holdja, 5150 km át-
mérõjû, tehát az Enceladus méretének tízszerese, sõt
nagyobb a Merkúr bolygónál is. A Titan mint égitest
fele-fele arányban vízjégbõl és szilikátokból épül fel,
valamint ez az egyetlen hold a Naprendszerben, amely-
nek sûrû atmoszférája van. A Titan már a Voyager-2 lá-
togatása óta foglalkoztatta a kutatókat, mert akkor még

nem sikerült bepillantani a
hold vastag, narancssárga at-
moszférikus rétegei alá. 2004
nyarán a Cassini–Huygens
szondapár már többek között
fejlett radarberendezéssel, inf-
ravörös és egyéb hullámhossz-
tartományokban mûködõ ka-
merákkal és részecskedetekto-
rokkal érkezett meg a Szatur-
nuszhoz, és a Titan vizsgálata
az ûrmisszió elsõdleges tudo-
mányos céljai között szerepelt.
A Cassini keringõ egység az ott
töltött 13 év alatt összesen 127
alkalommal közelítette meg a
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Titant, valamint 2005. január 14-én a Huygens leszálló-

12. ábra. A Titan hold feltételezett belsõ felépítése és összetétele.

vizes
szilikátmag

kristályos réteg
folyékony vízóceán

jég

felszín

atmoszféra

alsó atmoszféra

vastag tholinpárna

felsõ atmoszféra

13. ábra. A Dragonfly robothelikopter landolása és vizsgálódásai a
Titanon (forrás: NASA).

14. ábra. A Ceres törpebolygó szerves vegyületeket tartalmazó fe-
hér foltjai (forrás: NASA).

egység sikeresen végrehajtotta történelmi landolását a
hold felszínén (11. ábra ).

A Titan kiterjedt atmoszférája miatt megfigyelhetünk
a holdon egyfajta évszakos ciklikusságot, valamint az
atmoszférikus metán komplex körforgását (csapadék-
képzõdés, tavak, folyók) is. Nem kizárt, hogy az élet
lehetõségének több tényezõje is jelen van a Titanon. A
metán atmoszférikus cirkulációja mellett a felszínen
kriovulkanizmusra (jégvulkánok jelenlétére) utaló jele-
ket is találtunk, ami arra utal, hogy a felszín alatt – ha
nem is globálisan, de – lehetnek folyékony vizet tartal-
mazó rétegek. Elméletileg 50-100 km-es mélységben
lehetnek kedvezõk a feltételek ehhez.

A kõzetekbõl álló magot valószínûleg több rétegbõl
álló, kristályos jég veszi körül (12. ábra ). Elméletileg a
Titan korai összehúzódásából visszamaradt belsõ hõ
még mindig elegendõ lehet ahhoz, hogy a hold belse-
jében fenntartson egy vízbõl és ammóniából álló, fo-
lyékony, magmaszerû keveréket. Ebben a közegben
az ammónia jelenléte lehetõvé teszi, hogy a víz rendkí-
vül alacsony hõmérsékleten (akár −97 °C-on) is folyé-
kony maradjon.

Mindezeket konkrét ûrszondás mérések is alátá-
masztják. A Cassini mûszereivel az extrém alacsony
frekvenciájú rádiótartományban végzett vizsgálatok
alapján a Titan felszíne alatt réteges szerkezet képe raj-
zolódott ki. Mivel a hold közvetlen felszíne ezeket a rá-
dióhullámokat nagyon gyengén veri vissza, valószínû-

síthetõ, hogy azok inkább a felszín alól, a folyékony és
a fagyott tartomány határfelületérõl verõdtek vissza.

A Titan sok szempontból hasonlít korai Földünkre,
és amellett, hogy különféle szerves vegyületekben
rendkívül gazdag, még vizet, sõt reményeink szerint
bizonyos tartományaiban folyékony vizet is tartalmaz,
ezért elõkelõ helyre került Naprendszerünk azon égi-
testjei között, amelyek feltehetõleg alkalmasak lehet-
nek a primitív élet hordozására.

Dragonfly ûrmisszió a Titanhoz

A Titanon feltételezett szerves élet feltételeinek felku-
tatására a NASA elõreláthatólag 2026 áprilisában egy
különleges, mobil ûreszközt indít útjára. A Dragonfly
missziót 2017-ben a Johns Hopkins Applied Physics
Laboratory javasolta a NASA New Frontiers program-
jának keretében, ekkor az elsõ két kiválasztott projekt
egyike lett, jelenleg fejlesztés alatt áll. A Dragonfly
(13. ábra ) asztrobiológiai misszió egy propelleres
leszállóegység, amely képes lesz navigálni, valamint
különféle kijelölt célpontokat megközelíteni és meg-
vizsgálni a hold felszínén. A propellerrel történõ hely-
változtatás a Titan esetében ideális megoldás a hold
sûrû atmoszférájában, valamint képessé teszi az ûr-
eszközt a függõleges fel- és leszállásra. A Titan az élet
eredetének tanulmányozására kivételes helyszín.

Egy különleges égitest, a Ceres

Végül megemlítünk egy különleges jelöltet a Mars és
Jupiter között húzódó aszteroidaövbõl is. A NASA a
Dawn missziót (2007–2018) két speciális égitest, a
Vesta kisbolygó és a Ceres törpebolygó felkutatására
fejlesztette ki. A Dawn 2015 márciusában állt pályára
a Ceres körül (sugara 467,2 km). A 2006-ban a kis-
bolygók közül a törpebolygók közé átsorolt Ceresben
egyesül a kisbolygóöv teljes tömegének ~35%-a.

A Ceres felszínén már nagyobb távolságból is meg-
figyelhetõ volt az Occator nevû becsapódási kráter
aljzatán kirajzolódó két, a környezetéhez képes ki-
emelkedõen nagy fényvisszaverõ képességû folt (ké-
sõbb kiderült, hogy az egyik inkább kisebb foltok
csoportja) (14. ábra ).
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A foltokat közelebbrõl megvizsgálva úgy találták,

15. ábra. Szervesanyag-lerakódás a Ceres felszínén, az Ernutet-kráter környezetében (forrás: NASA).

Ernutet-kráter

50 km
0,05 0,15

a 3,4 m-es abszorpciós sáv erõsségem

16. ábra. Extrém melegtûrõ (hipertermofil) Archea (balra), valamint a csernobili atomreaktor falán
felfedezett sugárzástûrõ gombafaj (jobbra).

hogy azok szénvegyületeket, valamint egyéb sólera-
kódásokat tartalmazhatnak. A sóösszetevõ esetében
leginkább a magnézium-szulfát tûnik jelentõsnek, de
a foltok kapcsolatba hozhatók egy ammóniában gaz-
dag, agyagos jellegû talajszerkezettel is [4]. A kutatók
szerint a fényes foltokra vonatkozóan a Ceres felszíne
alól korábban feltört sóval telített, és a felszínre érke-
zést követõen azonnal szublimált víz modellje a legel-
fogadhatóbb magyarázat, és a szublimációt követõen
csak a sólerakódás maradt hátra [5]. A fényes felületek
közeli infravörös hullámhossztartományban végzett
vizsgálatai nagy mennyiségû nátrium-karbonátra és
kisebb mennyiségben ammónium-kloridra vagy am-
mónium-bikarbonátra utalnak, amelyek a szublimá-
ciót követõen maradhattak vissza a felszínen.

2020 nyarán a NASA megerõsítette, hogy az adatok
elemzése során kapott részletes eredmények arra
utalnak, hogy a Ceres vízben gazdag égitest, amely-
nek a felszín alatti mélyebb rétegeiben sóval telített
víz található, ami különféle csatornákon keresztül (az
Occator-kráter belsejében észleltekhez hasonlóan)
helyenként a felszínre szivárog [6].

A Ceres felszínén az elõbbiekben tárgyalt felszíni
sajátosságok mentén a Dawn ûrszonda Visible and
Infrared Mapping Spectrometer (VIR) mûszerének
adatait elemezve egy további érdekes területet találtak,
ahol szerves anyag maradványait fedezték fel a törpe-

bolygó felszínén. A vöröses
anyaglerakódás ~1036 km2

nagyságú területet fed le, az
északi féltekén található Ernu-
tet-kráter környezetében (15.
ábra ). A kutatók szerint a vö-
röses anyag magáról a Ceres-
rõl származik, eloszlása és
környezete alapján nem való-
színû, hogy meteorok vagy ki-
sebb méretû aszteroidák be-
csapódása által került oda.

A Ceres tehát a mai napig
aktív égitest, amelynek felszí-

ne alatt különféle sókkal telített, ásványi és szerves
anyagokban gazdag folyékony víz található, azaz a
Ceresen is megtalálhatók az élet alkotóelemei.

Példák extrém körülmények között létezõ
élõlényekre

A következõkben a teljesség igénye nélkül felsoro-
lunk néhány extrém körülmények között is életképes
organizmust, amelyekkel egyelõre csak bolygónkon
találkoztunk, de talán az ûrben folytatott mérések
finomodásával Naprendszerünk más égitestjein is
felfedezhetünk hozzájuk hasonlókat [7].

Egyrészt ismerünk olyan egysejtû, fotoszintetizáló
zöld algákat, amelyek savas környezetben is életben
maradnak (például Dunaliella acidophila, Chlamy-
domonas acidophila ), de ide sorolható egy vörös
algafaj is (Cyanidium caldarium ), amely hõforrások-
ban él, és 2-4 pH-értékû tartományban képes szapo-
rodni. Bizonyos lila és zöld cianobaktériumok (Thio-
bacillus, Thermococcus archaea ) számára az optimá-
lis hõmérsékleti tartomány az 50–70 °C (termofilek),
és elsõsorban hõforrásokban, vagy a mélytengeri és
óceáni hidrotermális kürtõk környezetében élnek (16.
ábra ). A hõmérsékleti skála másik oldalán helyezked-
nek el az extrém hidegtûrõ élõlények (kriofilek), ame-
lyek jelen vannak az alpesi és sarki jéggel borított ta-

lajban, jeges gleccserekben,
és mélytengeri vizekben, to-
vábbá az Antarktiszon is. Az
antarktiszi Vosztok-tóban pél-
dául több mint 3500-féle lét-
formát találtak. Az óceánok
mélyvizeiben élõk nagy nyo-
mást, a tengeri jégben élõk
nagy sókoncentrációt is tole-
rálnak. Az antarktiszi száraz
területek kõzeteiben élõknek
pedig nagyon kicsi a víz- és
tápanyagszükséglete. Megem-
lítendõk a Mariana-árok leg-
mélyén élõ és szaporodó Gro-
mia sphaerica amõbák is. A
felsorolásnak ugyancsak kivé-
teles tagja egy, a csernobili
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atomerõmûben, extrém magas radioaktív sugárzási
környezetben a reaktor falán megtelepedett gombafaj
(16. ábra ). A gomba fekete színû, mivel nagy meny-
nyiségû melanint termel, amivel a magas háttérsugár-
zás ellen védekezik. A különleges gombát a Nemzet-
közi Ûrállomáson tanulmányozzák tovább.

Legvégül megemlítjük egy nemrégiben publikált
kutatás eredményeit [8], amelyben kifejezetten egy, az
Enceladus óceánjáról mostanáig kialakított modell is-
meretében potenciálisan életképes mikroorganizmus
vizsgálatára összpontosítottak. Ez a metanogén (oxi-
génmentes környezetben az anyagcsere-folyamatai
révén metánt termelõ) és az archeák (prokarióta egy-
sejtûek) csoportjába tartozó Methanothermococcus
okinawensis, amely anyagcseréje során a molekuláris
hidrogént és a szén-dioxidot metánná konvertálja.
Ezek közül mindegyik összetevõ megtalálható az En-
celadus gejzírjeibõl kiáramló anyagban. Földünkön
ezek az organizmusok a japán partok mentén található
mélytengeri hidrotermális kürtõk közvetlen környeze-
tében élnek. Az egysejtût vizsgáló kutatócsoport több
metanogén szervezetet is megvizsgált, de kísérleti kö-
rülmények között egyedül a Methanococcus okina-
wensis bizonyult túlélõnek, kiváltképp amikor az En-
celadus gejzírjeibõl kimutatott formaldehidet, szén-di-
oxidot és ammóniát is hozzáadták a mesterséges köze-
géhez. Elméletileg tehát elég valószínû, hogy ha a jö-
võben M. okinawensist juttatnánk az Enceladus óceáni

kürtõinek közelébe, akkor ez a mikroorganizmus nagy
valószínûséggel képes lenne ott megtelepedni.
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MIÉRT KELETRE NÉZ A NAPOT MÁR NEM KÖVETÕ
NAPRAFORGÓK (HELIANTHUS ANNUUS ) VIRÁGZATA?

Köszönjük Érdi Bálint emeritusz professzornak (ELTE Csillagászati
Tanszék) a Nap égi pályájának számításában használt matematikai
képleteket. Hálásak vagyunk Pereszlényi Ádámnak (ELTE Biológiai
Fizika Tanszék) a napraforgó biológiájáról folytatott beszélgetésekért.

1. rész: környezetoptikai számítások és biológiai mérések
Horváth Gábor, Virágh Balázs, Horváth Dániel

ELTE Biológiai Fizika Tanszék, Környezetoptika Laboratórium, Budapest

Slíz-Balogh Judit
ELTE Csillagászati Tanszék, Budapest

Horváth Ákos
Hamburgi Egyetem, Meteorológiai Intézet, Hamburg

Egri Ádám
Ökológiai Kutatóközpont, Vízi Ökológiai Intézet, Budapest

Jánosi Imre
Nemzeti Közszolgálati Egyetem, Víz- és Környezetpolitika Tanszék, Budapest

A napraforgó (Helianthus annuus ) virágzata a vi-
rágképzés után állandóan kelet felé néz, s ettõl
kezdve már nem követi a Napot. Habár e Charles
Darwint és botanikus fiát [1] is izgató jelenség lehet-

séges okaira korábban számos magyarázatot is java-
soltak, eddig még egyiket sem ellenõrizték kísérleti-
leg. Cikkünkben a napraforgó-virágzat keleti irányu-
lásának környezetoptikai magyarázatát adjuk [2]. A
Nap égi mozgása csillagászati adatainak, az amerikai
Boone County (aminek környékérõl származik a
háziasított napraforgó), Közép-Olaszország, Közép-
Magyarország és Dél-Svédország felhõzöttségi ada-
tainak, a Napot már nem követõ, érett napraforgófej
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idõfüggõ dõlésszögének, valamint a napraforgófej

Horváth Gábor fizikus, az MTA doktora,
egyetemi tanár, az ELTE Biológiai Fizika
Tanszék Környezetoptika Laboratóriumá-
nak vezetõje. A vizuális környezet optikai
sajátságait és az állatok látását tanulmá-
nyozza, továbbá biomechanikai kutatáso-
kat folytat. Számos szakmai díj és kitünte-
tés tulajdonosa. Évtizedek óta aktív tudo-
mányos ismeretterjesztõi munkát is folytat
elõadások és cikkek formájában.

Virágh Balázs Péter az ELTE-n 2021-ben
szerezte meg fizika BSc fokozatát a biofizi-
kus szakirányon. „A napraforgóvirágzat
(Helianthus annuus ) állandó keleti irányá-
nak környezetoptikai magyarázata” címû
diplomamunkáját a Biológiai Fizika Tan-
szék Környezetoptika Laboratóriumában ír-
ta Horváth Gábor témavezetésével. Az in-
diai klasszikus zenét elõadói szinten mû-
veli. A budapesti Ganapati Pakhawaj Zene-
iskola alapítója, Pakhawaj és a klasszikus
indiai zene mûvészetének terjesztõje.

Horváth Dániel szabadúszó autodidakta
informatikus.

Slíz-Balogh Judit a BME-n végzett matema-
tikus-mérnökként, majd menedzserként
dolgozott a Graphisoft SE szoftverfejlesztõ
cégnél. A Pázmány Péter Katolikus Egye-
tem Hittudományi szakán hittanári, majd
az ELTE-n csillagász diplomát szerzett, ahol
2020 õszén doktorált a Fizika Doktori Isko-
la Részecskefizika és Csillagászat program-
jában. Fõ kutatási területe az égi mecha-
nika, azon belül a Naprendszer Lagrange-
pontjainak kaotikus dinamikája és képal-
kotó polarimetriája.

Horváth Ákos az ELTE-n végzett meteoro-
lógusként, majd az Arizonai Egyetemen
(Tucson) szerzett MSc és PhD fokozatot
légkörtudományból. Utána évekig a NASA
Sugárhajtómûvek Laboratóriumában (Pasa-
dena) és a Miami Egyetemen volt vendég-
kutató. Fõ kutatási területe a meteorológiai
és vulkáni felhõk mûholdas távérzékelése
a látható és infravörös hullámhossztarto-
mányban. Jelenleg a Hamburgi Egyetem
Meteorológiai Intézetének Sugárzási és
Távérzékelési csoportjában kutat.

Egri Ádám az ELTE-n végzett biofizikus-
ként, majd ott szerezte meg a PhD fokoza-
tot a Biológiai Fizika Tanszék Környezet-
optika Laboratóriumában. Jelenleg az
Ökológiai Kutatóközpont Vízi Ökológiai
Intézetének tudományos munkatársa. El-
sõsorban ízeltlábúak vizuális ökológiájával
foglalkozik, különös tekintettel a látórend-
szerük spektrális és polarizációs érzékeny-
ségére.

Jánosi Imre Miklós fizikus, az MTA dokto-
ra, az MTA Statisztikus Fizikai Tudományos
Bizottság elnöke. 2021 elejétõl a drezdai
Max Planck Institut für Physik Komplexer
Systeme vendégkutatója volt. 2021 szep-
temberétõl a Nemzeti Közszolgálati Egye-
tem Víztudományi Karán a Víz- és Környe-
zetpolitikai Tanszék vezetõjeként folytatja
korábbi, több évtizedes ELTE-s pályáját.

virágzata és hátoldala fényelnyelési spektrumainak
felhasználásával kiszámítottuk a virágzat és a fejhát
által elnyelt fényenergiát a virágképzés kezdete (a
napkövetés leállása) és a magok teljes érése között.
Megállapítottuk, hogy ha a délutánok felhõsebbek a
délelõttöknél, akkor a keletre nézõ napraforgó-vi-
rágzat nyeli el a legtöbb fényenergiát, ami elõnyt
jelent a magfejlõdés és magérés szempontjából, to-
vábbá a virágzat nyugati orientációja elõnyösebb
lenne, mint a déli. Mindennek fõ oka, hogy a napra-
forgó eredeti háziasítási és késõbbi fõ termesztési
területein délután nagyobb az átlagos felhõvalószí-
nûség, mint délelõtt. Mivel a napraforgófej fotoszin-
tetizáló zöld háta akkor nyelné el a legtöbb fény-
energiát, amikor a virágzat nyugatra nézne, a zöld
fejhát által elnyelt fényenergia maximalizálása nem
magyarázhatja a virágzat keletre nézését. Ugyaneze-

ket az eredményeket kaptuk Közép-Olaszország és
Közép-Magyarország esetében is, ahol a délelõttök
ugyancsak kevésbé felhõsek, mint a délutánok. Ez-
zel szemben Dél-Svédországban a délelõttök felhõ-
sebbek a délutánoknál, miáltal a nyugatra nézõ nap-
raforgó-virágzat nyelné el a legtöbb fényenergiát.
De a svéd napraforgók érett virágzata is keletre néz.
Szerintünk a napraforgók érett virágzata genetikai-
lag kelet felé rögzült irányának egyik oka, hogy há-
ziasításuk egy olyan földrajzi régióban történt, ahol
a délutánok felhõsebbek a délelõttöknél. Cikkünk
elsõ részében a napraforgó-virágzatok keletre nézé-
sének korábbi magyarázatairól szólunk, majd a kör-
nyezetoptikai számítási és biológiai mérési módsze-
reinket írjuk le, a második részben pedig eredmé-
nyeinket ismertetjük és elemezzük [2].

Bevezetés

A napraforgó (Helianthus annuus, Linnaeus 1753)
fejlõdõ virágzatot tartalmazó fiatal, még éretlen feje
és a levelei egy darabig folyamatosan úgy változtat-
ják irányukat, hogy felületük mindig közelítõleg a
Nap felé irányuljon [1]. Napnyugtakor a napkövetõ,
fiatal fej normálvektorának azimutiránya közel nyu-
gatra mutat, éjjel pedig már jóval napkelte elõtt visz-
szafordul keletre. E jelenség neve heliotropizmus
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(napkövetés). A levelek és a fej azimutiránya körül-
belül 12°-kal lemarad a Nap azimutjától, ami közel
48 perc késésnek felel meg. Felhõs napokon a fiatal
napraforgófej azimutjának kelet-nyugati oszcillációja
leáll és a fej normálvektora végig közel függõleges
marad, de felhõs idõben az idõsebb fej egy belsõ
bioritmus miatt mindaddig oszcillál, amíg a szár még
növekszik. Az optimális szint alatti vagy fölötti talaj-
nedvesség megakadályozza a napkövetést még tiszta
ég alatt is.

A vad és háziasított Helianthus annuus naprafor-
gók mellett néhány vad rokonfajnál is megfigyelhetõ
heliotropizmus. Számos más taxon is hasonlóságot
mutat a virág(zat)ok napkövetésében: ilyen például a
Chrozophora tinctoria (Euphobiaceae), Xanthium
strumarium (Asteraceae), valamint számos sarkvidéki
és alpesi faj [3].

A napraforgó tenyészidõszakában (földrajzi helytõl
függõen márciustól szeptemberig) csak a tavaszi nap-
éjegyenlõségkor (március 21-én vagy 22-én) kel és
nyugszik a Nap pontosan a földrajzi keleti, illetve
nyugati irányban. A tavaszi napéjegyenlõség elõtt/
után a Nap délkeleten/északkeleten kel és délnyuga-
ton/északnyugaton nyugszik. A napraforgó virágkép-
zése (a virágzás idõszaka, különösen a porzók érése)
körülbelül a vetés utáni 60. napon kezdõdik [4]. E
fejlõdési szakaszban kezd a sok apró virágocskából
álló éretlen virágzat nyílni, ami már nem követi a Na-
pot, és normálvektorának azimutja állandóan keletre
néz. Virágképzéskor a levelek fejlõdése leáll, és a
napraforgó erõforrásait a magtermelésre fordítja.

A napkövetõ, fiatal napraforgó leveleinek és fejé-
nek éjszakai mozgását nem a fény vezérli. Éjszaka a
fej azimutjának nyugat-keleti szögsebessége 26°/óra,
nappal pedig a kelet-nyugati elfordulásé 13°/óra [5].
Az éjszakai elfordulás mechanizmusának kétszer na-
gyobb szögsebessége egy belsõ „rugószerkezetben”
nappal felgyûlt energia felszabadulásának eredménye
lehet oly módon, hogy a szár, mint rugó napközbeni
aktív elfordulásába fektetett energia napnyugta után
spontán visszafordulást eredményez [5].

A fiatal napraforgófej napkövetése egy feltételezett
molekuláris jel és/vagy szerkezeti változás következ-
tében lelassul, majd a virágképzés kezdetétõl megáll
[6]. Ezután a virágzat normálvektora végig keletre néz,
amit csak a heves szelek és bõséges esõk módosíthat-
nak [4]. A napot már nem követõ, érett fej közel 25%-
kal járul hozzá az egész napraforgó fényelnyeléséhez.
A virágképzés után a virágzat normálvektora fokoza-
tosan egyre lejjebb hajlik a fej növekvõ súlya miatt, a
levelek napkövetése pedig egyre csökkenõ amplitú-
dóval folytatódik.

A napraforgószár irányított növekedése és napszaki
(cirkadián) szabályozása a fiatal napraforgófej napkö-
vetését és éjszakai reorientációját keleti irányba tolja
el [7]. E heliotróp mozgás és az érett napraforgófej
napkövetésének leállása nagyobb biomasszához és a
virágzat rovarok általi hatékonyabb beporzásához
vezethet. A napkövetésért a szár keleti és nyugati ol-
dalának ellentétes fázisú növekedési mintázatai fele-

lõsek. A fénykövetõ (fototróp) növekedés szabályozá-
sában szerepet játszó gének (az óragének kivételével)
eltérõen fejezõdnek ki a napkövetõ szárak ellentétes
oldalain. A szakirodalomban az egymást kölcsönösen
nem feltétlenül kizáró következõ hipotetikus/speku-
latív magyarázatok találhatók arra, hogy miért keletre
néznek az érett napraforgó-virágzatok:

1. Az érett napraforgó-virágzat egy adott égtáj (azi-
mut) felé való irányulása az égre nézés helyett hasz-
nos lehet, mert ha keskenyebb az a sáv, ahol a mag-
evõ madarak megkapaszkodhatnak a napraforgófe-
jen, akkor csökkenhet az általuk okozott magveszte-
ség [8]. Ez azonban igaz a napraforgó-virágzat bár-
mely azimutirányára is, miáltal nem magyarázza a
keletre rögzült irányt.

2. A Napot már nem követõ napraforgó-virágzat
keletre nézésének az lehet az elõnye, hogy a déli
órákban csökkentheti a hõterhelést [4, 5]. Azonban
szimmetriaokból kifolyólag, a nyugatra nézésnek is
ugyanez lenne a termikus elõnye.

3. Az érett napraforgó-virágzat keletre nézése lehe-
tõvé teszi, hogy több fényenergiát nyelhessen el a
kora reggeli órákban, ami felgyorsíthatja a virágzatra
lecsapódott harmat napkelte utáni felszáradását, miál-
tal csökkenhet a gombásodás veszélye [4]. Ezt az el-
képzelést kísérletileg még nem ellenõrizték.

4. Az érett napraforgó-virágzatok keleti irányult-
sága vonzóbbá teheti õket a beporzó rovarok szá-
mára, mivel így több napfényt nyelnek el reggel,
amely idõszak egybeesik a portokbeli virágpor meg-
jelenésével [9]. Terepkísérletekben kimutatták, hogy
a napraforgó-virágzat hõmérséklete hozzájárul, de
nem kizárólagosan határozza meg a természetesen
keletre nézõ és a mesterségesen nyugatra fordított
napraforgó-virágzatok beporzókra kifejtett eltérõ
vonzerejét [7].

5. A Napot már nem követõ napraforgó-virágzat
keletre nézése csökkentheti a hõterhelést, különösen
a délután magas besugárzású idõszakában [8]. A hû-
vösebb virágzat, a virágpor életképességének és ter-
mékenységének javítása által, növelheti a terméshoza-
mot, mert a pollen sterilitása 30 °C fölött a hõmérsék-
lettel nõ [8, 10]. Azonban a napraforgó elterjedési ré-
gióiban délután a napsugárzás intenzitása helyett a
léghõmérséklet a magasabb, így az általában több
délutáni felhõ miatt az összbesugárzás többnyire ki-
sebb, mint délelõtt.

6. A napraforgófej magasabb hõmérséklete a mag
gyorsabb éréséhez, de csökkent magtömeghez vezet
[10]. A kelet felé nézõ napraforgófejek felületi hõmér-
séklete 3-8 °C-kal alacsonyabb, mint azoké, amelyeket
a déli órákban mesterségesen az ég felé irányítottak [4,
9]. Azonban szimmetriaokból ugyanez igaz a mestersé-
gesen nyugat felé irányított napraforgófejekre is.

Bár a fiatal napraforgófej napkövetésének és éjszakai
visszafordulásának már számos élettani részletére
fény derült [6, 7], a Napot nem követõ, érett napra-
forgó-virágzat keletre nézésének környezeti és/vagy
növényfiziológiai okaira és ökológiai szerepeire még
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mindig nincs kielégítõ ma-

1. ábra. Az égbolt gömbi geometriája a napraforgó-virágzat síkjának n normálvektorával és a Nap
irányába mutató s egységvektorral.
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gyarázat. Cikkünkben az érett
napraforgó-virágzat állandó
keleti orientációjának kör-
nyezetoptikai magyarázatát
ismertetjük [2]. Eszerint, ha a
délutánok felhõsebbek a dél-
elõttöknél, akkor a virágzat
keletre nézése maximalizálja
az általa elnyelt fényenergiát,
ami elõnyt jelent a magfejlõ-
dés és magérés szempontjá-
ból. Csillagászati (a Nap égi
mozgása), meteorológiai (a
felhõzet napi átlagos órán-
kénti változása) és növényfi-
ziológiai (a napraforgófej
idõfüggõ dõlésszöge és el-
nyelési spektrumai) adatok
felhasználásával végzett szá-
mításainkkal megmutatjuk,
hogy abban a földrajzi régió-
ban, ahonnan a háziasított
napraforgó származik – például az Észak-Amerika
keleti részén fekvõ Boone County-ban [11], nem pe-
dig Mexikóban, amint korábban feltételezték –, a ke-
let felé (és nem nyugatra vagy délre) nézõ naprafor-
gó-virágzat nyel el maximális fényenergiát, mivel ott
a délutánok általában felhõsebbek a délelõttöknél. E
magyarázat nem zárja ki néhány korábbi hipotézis
érvényességét, amelyek az érett napraforgó-virágza-
tok keleti orientációjának ökológiai jelentõségét pró-
bálták magyarázni.

Számítási módszerek
A napraforgó-virágzat által elnyelt fényenergia

Az 1. ábra x-y-z koordináta-rendszerében legyen a
napraforgó-virágzat felületének normálvektora

n = (cosθn sinαn, cosθn cosαn, sinθn), (1)

ahol az x és y tengelyek rendre nyugati és déli irá-
nyúak, a z tengely pedig függõlegesen fölfelé mutat, a
normálvektor −90° ≤ θn ≤ +90° elevációszögét a víz-
szintestõl mérjük (θn > 0° a horizont fölött és θn < 0°
a horizont alatt), és az αn azimutszöget az óramutató
járásával megegyezõ irányban mérjük az y tengelytõl.
Modellünkben a napraforgó virágképzése után az αn
szög állandó, mivel a fej már nem követi tovább a
Nap mozgását az égen, és a θn(t ) szög t idõ szerinti
változását (a fej fokozatosan növekvõ súlya miatti
csökkenését) a terepen mértük (lásd cikkünk 2. részé-
ben). A Nap felé mutató egységvektor:

s = (cosθs sinαs, cosθs cosαs, sinθs), (2)

ahol θs és αs rendre az s elevációszöge és azimutszöge
(1. ábra ). Ha θn = 0° és θs = 0°, akkor a virágzat füg-

gõleges és a Nap a horizonton van, míg θn = +90° ese-
tén a vízszintes virágzat a zenitre néz. A Nap június 21-
én tetõzik (kulminál) θs = 74.5° elevációszöggel Boone
County (Kentucky, USA, 39,0° É, −84,75° K) szélessé-
gén, amely régióból származik a háziasított napraforgó
[11]. αn = −90°, 0° és +90° esetén a virágzat rendre ke-
letre, délre és nyugatra néz. Az északkeletre, délkeletre,
délnyugatra és északnyugatra nézõ virágzatokat rendre
a −180° < αn < −90°, −90° < αn < 0°, 0° < αn < +90° és
+90° < αn < +180° azimutszögek jellemzik.

Az égboltról egy vízszintes felület által kapott teljes
(globális) fénysugárzási intenzitás a direkt (közvetlen)
és diffúz (szórt) sugárzások összege:

Iteljes = Idirekt + Idiffúz. (3)

Idiffúz = D Iteljes, (4)

ahol D a teljes besugárzás diffúz hányada. (3) és (4)
felhasználásával kapjuk:

A besugárzás szempontjából a következõ két külön-

(5)Idiffúz = Idirekt
D

1 − D
.

bözõ meteorológiai helyzet a fontos:
1. A 0 ≤ σ (t ) ≤ 1 idõfüggõ valószínûséggel elõfor-

duló felhõs helyzetben a felhõk gyakran eltakarják a
Napot.

2. Az 1−σ (t ) valószínûséggel elõforduló napos
helyzetben a Napot csak ritkán takarják felhõk.

A napraforgófej virágképzésének végétõl számított
i -edik nap napkeltéje és napnyugtája között a naprafor-
gó-virágzat által elnyelt teljes fényenergia a direkt nap-
sugárzásból elnyelt Enap,i (θn,αn) energia, a felhõs idõ
diffúz sugárzásából elnyelt energia és aE felhõs

diffúz, i(θn, αn)
napos idõ diffúz sugárzásából elnyelt E napos

diffúz, i(θn, αn)
energia összege:
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A σ (t ) valószínûséggel elõforduló felhõs helyzet dif-

2. ábra. Az égbolt azon (θn + π/2)/π hányada (világoskék), ahonnan
egy n normálvektorú, θn elevációszögû napraforgó-virágzat diffúz
égfényt kap, valamint az ég azon (π/2 − θn)/π hányada (sötétkék),
amelybõl a napraforgófej −n normálvektorú hátoldala diffúz besu-
gárzásban részesül.

θn
p/2–θn

θn

a virágzatot
megvilágító

égterület

a hátoldalt
megvilágító

égterület

égbolt

zenit

virágzat

napraforgófej

n

– n

hátoldal

3. ábra. a) θs = 53,5° elevációszögû Nap direkt fényének felhõtlen
ég esetén mért Inap(λ, θs) spektruma, és θs = 53,8° elevációszögû
Nap mellett a felhõs ég fényének Ifelhõ(λ, θs) spektruma ([12] 2a áb-
rája alapján). b) A földfelszínt érõ direkt napfény MODTRAN 3.7
modellbõl számolt Inap(λ, θs) spektruma a Nap vízszintestõl mért θs
elevációszöge függvényében θs = 0°-tól (horizont, legalsó görbe) θs
= 90°-ig (zenit, legfelsõ görbe) 1° lépésközzel. c) Az éves átlagos
diffúz és teljes (globális) sugárzás D hányadának napi változása
napsütéses és felhõs körülmények között 2017. júliusban Észak-
Kínában ([14] 6. ábrája alapján).
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(6)
Ei = E felhõs

diffúz, i(θn, αn) + Enap, i(θn, αn) +

+ E napos
diffúz, i(θn, αn).

fúz energiakomponense:

ahol Q a napraforgó-virágzat felülete, a

E felhõs
diffúz, i (θn, αn) =

(7)

= Q
θn + π/2

π ⌡
⌠

t i
nyugta

t i
kelte

σ (t ) ⌡
⌠

λmax

λmin

Avirág(λ ) I felhõs
diffúz (λ, t ) dλ dt,

I felhõs
diffúz,(λ, t )

felhõs helyzetben egy vízszintes felületre esõ diffúz
fényintenzitás, λmin = 400 nm ≤ λ ≤ λmax = 700 nm a
napraforgó fényelnyelése szempontjából fiziológiailag
releváns hullámhossztartomány, és rendret i

kelte t i
nyugta

a napkelte és napnyugta ideje az i -edik napon (az i =
1 naptól a fej már nem követi a Napot), Avirág(λ ) a
virágzat elnyelési spektruma, és (θn + π/2)/π az ég-
gömb azon hányada, ahonnan egy θn elevációszöggel
bíró normálvektorú napraforgó-virágzat diffúz égfényt
kap (2. ábra ).

Számításainkban a virágképzés utáni elsõ három
hétben a fiatal (virágképzés utáni 2. heti), majd az
idõs (virágképzés utáni 4. heti) napraforgó-virágzat
Avirág(λ ) elnyelési spektrumát használtuk (lásd: cik-
künk 2. része). A λmin = 400 nm ≤ λ ≤ λmax = 700 nm

spektrális tartományban, felhõs idõben az átlagos
direkt sugárzás a direkt napsugárzás közel 20%-a (3.a
ábra ), amely hányad csak kis érzékenységû az idõjá-
rás-változásra és a mérés idejére [12]. Az (5) és e 0,2
szorzótényezõ használatával a következõt kapjuk:

(8)

I felhõs
diffúz (λ, t ) =

=
Dfelhõs(t )

1 − Dfelhõs(t )
0,2 Inap[λ, θ i

s(t)] sinθ i
s(t ),
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ahol Inap(λ, θs) a beesési irányra merõleges egységnyi
felületre esõ direkt napfény intenzitása (3.b ábra ) és
Dfelhõ a teljes sugárzás diffúz hányada felhõs helyzet-
ben (3.c ábra ). A meteorológiában az Iteljes, Idirekt és
Idiffúz intenzitásokat mindig vízszintes detektorfelület-
tel mérik, míg a 3.b ábra Inap(λ, θs) intenzitásai a di-
rekt napfényre merõleges felületre lettek meghatároz-
va. Ahhoz, hogy a detektorfelület e két különbözõ
irányát figyelembe vegyük, be kellett vezetni a (8)-
beli sinθs szorzótényezõt.

A MODTRAN (angolul: MODerate resolution
TRANsmittance code ) szoftver 3.7 verziójának segítsé-
gével, 1362,12 W/m2 napállandó mellett és az 1976-os
US Standard Atmosphere használatával történt a Föld
felszínét érõ Inap(λ, θs) intenzitások számítása [13].
Inap(λ, θs) az egységnyi idõ alatt, a beesési irányra
merõleges egységnyi felületre, egységnyi hullám-
hossztartományban beesõ energia. A 3.b ábra az
Inap(λ, θs) görbéket mutatja a Nap 91 különbözõ ele-
vációszöge esetén.

A 3.c ábra az éves átlagos diffúz és teljes (globális)
sugárzás D hányadának napi változását mutatja nap-
sütéses és felhõs körülmények között [14]. (7) és (8)
felhasználásával kapjuk a felhõs idõ diffúz fényébõl
egységnyi felület által elnyelt diffúz energiát:

e felhõs
diffúz, i (θn, αn) =

E felhõs
diffúz, i (θn, αn)

Q
=

= 0,2
θn + π/2

π ⌡
⌠

t i
nyugta

t i
kelte

σ (t ) Dfelhõs(t ) sinθ i
s (t )

1 − Dfelhõs(t )

⌡
⌠

λmax

λmin

Avirág(λ ) Inap[λ, θ i
s (t )] dλ dt.

(9)

Ha Idirekt(λ,θs) [J/(s nm m2)] a napraforgót megvilá-
gító direkt sugárzás, akkor a virágzat által dt elemi
idõintervallumban és dλ elemi hullámhossztarto-
mányban elnyelt elemi dE direkt fényenergia:

ahol γ az n és s egységvektorok által bezárt szög,

(10)dE = Q cosγ Idirekt(λ, θs) Avirág(λ ) dλ dt,

aminek koszinusza:

A napraforgó-virágzatra csak akkor esik direkt nap-

(11)

cosγ = n s = cosθn sinαn cosθs sinαs +

+ cosθn cosαn cosθs cosαs +

+ sinθn sinθs .

fény, ha a következõ feltétel teljesül: −90° < γ < +90°,
0 < cosγ < 1, vagyis

(12)

0 < cosθn sinαn cosθs sinαs +

+ cosθn cosαn cosθs cosαs +

+ sinθn sinθs < 1.

(10) felhasználásával, az 1−σ (t ) valószínûséggel elõ-
forduló napos idõben az egységnyi felületre esõ di-
rekt napfénybõl elnyelt energia:

enapi, i (θn, αn) =
Enapi, i (θn, αn)

Q
=

= ⌡
⌠

t i
nyugta

t i
kelte

1 − σ (t ) cosγ (t )

⌡
⌠

λmax

λmin

Avirág(λ ) Inap[λ, θ i
s (t )] dλ dt,

(13)

faktor szükséges, mert a direkt napfény általában nem

(14)

itt cosγ (t ) = cosθn sinαn cosθ i
s (t ) sinα i

s (t ) +

+ cosθn cosαn cosθ i
s (t ) cosα i

s (t ) +

+ sinθn sinθ i
s (t )

merõleges a napraforgó-virágzat felületére. (5) hasz-
nálatával, napos körülmények között egy vízszintes
felületre esõ diffúz sugárzás intenzitása:

ahol a sinθs szorzótényezõ ismét szükséges a (8) leve-

(15)I napos
diffúz (λ, t ) =

Dnapos(t )

1 − Dnapos(t )
Inap [λ, θ i

s (t )] sinθ i
s (t ),

zetésekor említett okból kifolyólag. A 3.c ábra mutat-
ja a Dnapos éves átlagos diffúz hányad napi változását
napos helyzetben [14]. (15) alkalmazásával, az 1−σ (t )
valószínûséggel elõforduló napos idõ diffúz sugárzá-
sából egységnyi felület által elnyelt energia:

e napos
diffúz, i (θn, αn) =

E napos
diffúz, i (θn, αn)

Q
=

=
θn + π/2

π ⌡
⌠

t i
nyugta

t i
kelte

1 − σ (t ) Dnapos(t ) sinθ i
s (t )

1 − Dnapos(t )

⌡
⌠

λmax

λmin

Avirág(λ ) Inap[λ, θ i
s (t )] dλ dt,

(16)

ahol a (θn +π/2)/π szorzótényezõ ismét az égbolt azon
hányada, ahonnan a napraforgó-virágzat diffúz fényt
kap (2. ábra ). Végül a napraforgó-virágzat egységnyi
felülete által elnyelt teljes energia a fej napkövetésének
leállása és a végsõ magérés közti idõszakban:

(17)

eteljes =
m

i = 1

ei =
m

i = 1

e felhõs
diffúz, i (θn, αn) +

+ enap, i (θn, αn) +

+ e napos
diffúz, i (θn, αn) ,

ahol m a magérés utolsó napját jelöli.
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A napraforgófej hátoldala által elnyelt fényenergia

A napraforgófej hátoldala zöld (késõbb sárgászöld) a
klorofilltartalma miatt, ami fontos szerepet játszik a
fotoszintézisben. Ezért érdemes meghatározni a fejhát
által elnyelt fényenergiát a virágképzés és a teljes
magérés között. A fejhátat is ugyanaz a három sugár-
zási komponens éri, mint a virágzatot, de a fejhát és a
virágzat közti három fõ különbség a következõ:

1. A fejhát nhát normálvektora ellentétes irányú a
virágzat n normálvektorával (2. ábra): nhát = −n.

2. A fejhátat az égbolt azon részébõl származó dif-
fúz fény világítja meg, ami a virágzatot diffúzan meg-
világító égrész kiegészítõje. Ezt a

faktorral lehet figyelembe venni, ami az éggömb azon

π − 2 θn (t )

2 π

hányada, ahonnan a θn(t ) elevációszöggel bíró nor-
málvektorú fej háta diffúz sugárzást kap (2. ábra ).

3. A fejhát Ahát(λ ) elnyelési spektruma eltér a virág-
zat Avirág(λ ) elnyelési spektrumától (lásd cikkünk 2.
részét).

E különbségek figyelembe vételével, a virágképzés és
a teljes magérés közti idõszakban a napraforgófej
hátoldalának egységnyi felülete által elnyelt teljes
fényenergia:

ahol m a teljes magérés utolsó napja, és a három

(18)

eteljes, hát =
m

i = 1

e felhõs
diffúz, i, hát[θn(t ), αn] +

+ enap, i, hát[θn(t ), αn] +

+ e napos
diffúz, i, hát[θn(t ), αn] ,

energiakomponens a következõ:

e napos
diffúz, i hát [θn(t ), αn] =

=
π/2 − θn(t )

π ⌡
⌠

t i
nyugta

t i
kelte

1 − σ (t ) Dnapos(t ) sinθ i
s (t )

1 − Dnapos(t )

⌡
⌠

λmax

λmin

Ahát(λ ) Inap[λ, θ i
s (t )] dλ dt,

(19)

e felhõs
diffúz, i, hát[θn(t ), αn] =

= 0,2
π/2 − θn(t )

π ⌡
⌠

t i
nyugta

t i
kelte

σ (t ) Dfelhõs(t ) sinθ i
s (t )

1 − Dfelhõs(t )

⌡
⌠

λmax

λmin

Ahát(λ ) Inap[λ, θ i
s (t )] dλ dt,

(20)

enapi, i, hát[θn(t ), αn] =

= ⌡
⌠

t i
nyugta

t i
kelte

σ (t ) − 1 cosγ (t )

⌡
⌠

λmax

λmin

Ahát(λ ) Inap[λ, θ i
s (t )] dλ dt,

(21)

Az idõ teltével a (21)-beli csak akkorenapi, i, hát[θn(t ), αn]
nõ, ha a fejhátat direkt napfény éri, aminek feltétele:

Mivel ekkor cosγ (t }) < 0, a (21)-beli cosγ (t )-t meg

(22)

−1 < cosγ (t ) =

= cosθn sinαn cosθ i
s (t ) sinα i

s (t ) +

+ cosθn cosαn cosθ i
s (t ) cosα i

s (t ) +

+ sinθn sinθ i
s (t ) < 0.

kell szorozni −1-gyel. Számításainkban a virágképzés
utáni elsõ három hétben a fiatal (virágképzés utáni 2.
heti), majd az idõs (virágképzés utáni 4. heti) fejhát
Ahát(λ ) elnyelési spektrumát használtuk.

A Nap elevációjának és azimutjának számítása
az idõ függvényében

A Nap vízszintestõl mért θs(t ) elevációszögét és a
földrajzi déltõl mért αs(t ) azimutszögét (1. ábra ) a t
idõ függvényében a VSOP 87 (Variations Séculaires
des Orbites Planètaires ) bolygóelméleten alapuló,
kvázi-analitikus algoritmussal (analytical Kepler’s
orbits modified with astronomical perturbations ) [15]
számítottuk. E módszer az 1950–2050 közti idõszak-
ban 0,01° pontossággal adja meg a Nap égi helyét.
Elõször kiszámoltuk a Nap geocentrikus ekliptikai,
majd geocentrikus egyenlítõi és végül geocentrikus
horizontális koordinátáit, aminek eredményeként
megkaptuk a θs(t ) és αs(t ) szögeket.

A felhõvalószínûség napi menete

A 2009. január 1. és 2018. december 31. közti idõszak-
ra vonatkozó, 1 órás felbontású Total Cloud Cover
(TCC: teljes ég felhõfedettsége) felhõzöttségi idõsorok
a European Centre for Medium-Range Weather Fore-
casts ERA5 mérési eredményeibõl származtak [16]. A
földrajzi lefedettség térbeli felbontása 0,25° × 0,25° ≈
27 km × 27 km volt. A TCC klimatológiai átlagértékeit
úgy határoztuk meg, hogy a napraforgó vegetatív pe-
riódusában a szóban forgó 10 év napjainak minden
órájában képeztük a felhõvalószínûségek átlagát. Mi-
vel a TCC egy dimenzió nélküli, 0 és 1 közti szám (0:
tiszta ég, 1: borult ég), ezért az óránkénti klimatoló-
giai középérték ekvivalens a felhõzöttség idõfüggõ 0
≤ σ (t ) ≤ 1 valószínûségével. Meghatároztuk a σ (t )
napi valószínûségi függvényt júliusban, augusztusban
és szeptemberben Boone County-ban (Kentucky,
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USA, 39,0° É, −84,75° K, 4.a ábra ), Közép-Olaszor-

4. ábra. Napi átlagos σ (t ) felhõvalószínûség (fekete görbe) ± szórás (szürke sáv) (a) Boone
County-ban (Kentucky, USA, 39,0° É, 84,75° K), (b) Közép-Olaszországban (41,0° É, 15,0° K),
(c) Közép-Magyarországon (47,0° É, 19,0° K) és (d) Dél-Svédországban (58,0° É, 13,0° K) jú-
liusban, augusztusban és szeptemberben.
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szágban (41,0° É, 15,0° K, 4.b ábra ), Közép-Magyar-
országon (47,0° É, 19,0° K, 4.c ábra ) és Dél-Svédor-
szágban (58,0° É, 13,0° K, 4.d ábra ). Boone County-
ban, Közép-Olaszországban és Közép-Magyarorszá-
gon a nyári délutánok átlagosan felhõsebbek, mint a
délelõttök, vagyis σdélelõtt < σdélután, míg Dél-Svédor-

szágban a nyári délelõttök átlag-
ban felhõsebbek a délutánok-
nál, azaz σdélelõtt > σdélután.

Mérési módszerek
Napraforgófej-dõlésszög mérése
az idõ függvényében

2020. július 6. és szeptember 11.
között, egy budaörsi naprafor-
gó-ültetvény egymás melletti
100 napraforgó-virágzata nor-
málvektorának vízszintestõl
mért θn elevációszögét mértük
ugyanazon egyedeken, közelí-
tõleg hetente. A vizsgált napra-
forgókat az ültetvény egyik so-
rában választottuk ki.

Napraforgófejek elnyelési
spektrumainak mérése

A szóban forgó napraforgó-ül-
tetvényben mértük 3 fiatal (vi-
rágképzés utáni 2. heti) és 3
idõs (virágképzés utáni 4. heti)
napraforgófej virágzatának és
hátának elnyelési spektrumait
egy Ocean Optics STS-VIS
spektrométerrel (Ocean Insight,
Largo, USA). A méréseket telje-
sen borult ég alatt végeztük,
hogy a megvilágítás izotróp és
diffúz legyen. Elõször a virágzat
és a fejhát R (λ ) visszaverõdési
spektrumát mértük 3 fiatal és 3
idõs napraforgón: a spektromé-
ter fejét a célpontra irányítottuk
5 cm távolságból, majd egy
másik spektrumot regisztráltunk
úgy, hogy a spektrométerfejet a
borult ég felé fordítottuk. Felté-
telezve, hogy a nem visszaverõ-
dõ összes fényt elnyelte a nap-
raforgó, e két spektrumot el-
osztva egymással, megkaptuk az
R (λ ) visszaverési spektrumot,
amit kivontunk 1-bõl, majd átla-
goltunk a 3-3 növényre, végül
megkapva az A (λ ) = 1−R (λ )
elnyelési spektrumot.
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ANOMÁLIÁK A MAGFIZIKÁBAN
– a magasabb rendû folyamatok következményei
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tok intenzív lézerterekben és plazmakör-
nyezetben, valamint alacsonyenergiás
magfizikai folyamatok.

Kálmán Péter, Keszthelyi Tamás
BME, Fizikai Intézet

A neutron felefedezése után, az 1930-as évtized máso-
dik felében az elméleti magfizikát [1–3] és nukleáris
asztrofizikát [4] megalapozó munkák születtek. Ezt kö-
vetõen zajlott az elsõ atombombák elõállításához veze-
tõ Manhattan-terv, amelynek résztvevõi alapvetõen ha-
tározták meg a mag- és részecskefizika további fejlõdé-
sét. A hidegháború pedig olyan hatást gyakorolt a mag-

és részecskefizikára, ami a kutatást részben a fegyver-
gyártás és atomreaktor-készítés irányába vitte el.

Ilyen légkörben, Nobel-díjas fizikusok népes tábo-
rával fémjelzetten alakult ki és vált szinte megkérdõje-
lezhetetlenné – különösen az alacsony energiák tarto-
mányában –, hogy az azonos elõjelû, z1 és z2 töltés-
számú, töltött részek közötti magreakciók hatáske-
resztmetszete (σ )1 a tömegközépponti koordináta-

1A hatáskeresztmetszet (σ) egy felület dimenziójú mennyiség.
N σ Φ az idõegységenként végbemenõ magreakciók száma, a ho-
zam, ahol N a bombázott céltárgyrészek száma és Φ a bombázó ré-
szek fluxusa, vagyis a felületegységenkét egységnyi idõ alatt beesõ
részek száma.

rendszerbeli ε mozgási energiájuktól

módon függ [5], ahol S (ε ) az úgynevezett asztrofizikai

(1)σ (ε ) = S (ε )
ε

exp − 2 π η12(ε)

faktor és η12(ε ) ∝ z1 z2ε
−1/2 a Sommerfeld-paraméter.

Mivel

véges érték [5], σ (ε ) alakjából látható, hogy

lim
ε →0

S (ε ) = S (0)

vagyis ε → 0 esetén tiltottá válik a folyamat.

lim
ε →0

σ (ε ) = 0,
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Ezért is keltett nagy vihart az az 1989-ben megje-

1. ábra. A 8Be nívósémájának részlete [18].

Ex = 18,150 MeV (1+) vagy
17,640 MeV (1+)

E2 = 16,626 MeV (2+)

E1 = 11,350 MeV (4+)

Ea = 0 MeV (0+)

E2α = –0,0918 MeV (0+)

E3 = 16,922 MeV (2+)

8Be 2� α

lent közlemény [6], amelyben LiOD nehézvízes olda-
tának Pd katód és Pt anód közötti elektrolízisekor,
szobahõmérséklethez közel magfizikai folyamatoknak
tulajdonított extra hõfejlõdésrõl adtak hírt. Ez az állí-
tás ellentmondásban van (1)-gyel és ez az alapja a
fizikus társadalom „hidegfúzió”-val kapcsolatos alap-
vetõen elutasító magatartásának. Két évvel ezelõtt [7,
8] azonban sikerült a [6] által tapasztaltakat a standard
kvantumfizika alapján magyarázni.

Az elmúlt években olyan jelenségeket észleltek [9–
11], amelyek a szûkebb szakma mellett szélesebb
körben is rendkívüli figyelmet keltettek és amelyek
értelmezéséhez – amint az alább bemutatásra kerül –
szintén elegendõek hagyományos mag- és kvantumfi-
zikai ismereteink [12].

Ebben a cikkben azt kívánjuk bemutatni, hogy a
kvantumfizika és a magfizika következetes alkalmazá-
sa képes rejtélyesnek tûnõ és a szélesebb nyilvános-
ság számára is érdekes jelenségek magyarázatára.

Az anomális párkeltés

Az 1980-as évek elején-közepén az extra nagy töltésû
ionok terében végbemenõ kvantum-elektrodinamikai
folyamatok vizsgálata közben (GSI, Darmstadt) [13]
extra elektron (e −) – pozitron (e +) párkeltési esemé-
nyeket figyeltek meg [14–17]. Ezek az észlelések ins-
pirálták azon méréseket, amelyek során a 8Be és 4He
magok gerjesztett állapotainak bomlásánál anomális
párkeltést tapasztaltak. Úgy tûnt, hogy e megfigyelé-
sek egy új részecske jelenlétére és egyúttal egy új
kölcsönhatás létezésére is utalnak [9–11].

A kísérletekben a 8Be és 4He magokat jól definiált,
Ex energiájú gerjesztett állapotban, rezonáns (p, γ)
reakcióban állították elõ. (8Be esetében az Ex =
18,150 MeV, illetve 17,640 MeV energiájú állapotokat,
1. ábra [18].) Az így létrehozott gerjesztett magálla-
potok e − e + párkeltéssel is bomolhatnak az alapálla-
potba (Ea = 0 MeV). A kísérletek során tehát az volt a
feltevés, hogy két egymás utáni folyamatban játszó-
dik le a jelenség. A kísérletekben olyan eseményeket

regisztráltak, amelyekben a keletkezõ e − e + pár együt-
tes energiája

E− +E+ = ΔExa = Ex −Ea,

vagyis megegyezik a gerjesztett mag gerjesztési ener-
giájával. Itt E− és E+ a keletkezõ elektron, illetve pozit-
ron energiája. Ennek az e − e + párkeltéssel járó bom-
lásnak a szögfüggését vizsgálták. A szögfüggésben
nagyobb szögek esetén (8Be-nál 140° körül) az elmé-
letileg várttól eltérést – egy anomáliaként jelentkezõ
csúcsot – tapasztaltak. Az anomáliát egy hipotetikus
részecskének, az X17-nek elnevezett bozonnak a ke-
letkezésével és a keltett X17 párkeltéssel történõ
bomlásával magyarázták. A kétfajta (a 8Be és 4He ma-
gokon végzett) kísérletbõl meghatározott X17 nyugal-
mi tömegek szignifikánsan egyezõnek tûntek.

Az anomália lehetséges magyarázata új részecske
feltételezése nélkül

A megfigyelt anomáliát a hagyományos mag- és kvan-
tumfizikai ismereteink segítségével a következõ kép-
pen lehet magyarázni [12]. Az Eα és Eβ energiájú |α 〉
és |β 〉 magállapotok között történõ átmenetben kel-
tett e − e + pár keltését leíró kölcsönhatás mátrixeleme

alakú [19]. Itt

(2)〈α |U (2)
EM |β 〉 ∝ 1

K 2
αβ − q2

ahol ΔEαβ = Eα −Eβ, ¥ a redukált Planck-állandó és c a

Kαβ =
|Δ Eαβ |

¥c
,

fény vákuumbeli sebessége. q = k+ +k−, ahol k+ és k− a
síkhullámmal leírt pozitron és elektron hullámszám-
vektorai. A párkeltés hozama pedig |〈α| |β〉|2-telU (2)

EM

arányos. Ha ¥cKαβ = E− +E+ = ΔExa, akkor

vagyis (2) nevezõje k− és k+ fix értékeinél Θ növeked-

K 2
αβ − q2 =

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

Δ Exa

¥c

2

− k 2
− + k 2

+ + 2k− k+ cosΘ ,

tével nõ, ahol Θ a k+ és k− által bezárt szög. Ebben az
esetben (az 〈α| |β〉 egyéb szögfüggését is a figye-U (2)

EM

lembe véve) a folyamat valószínûsége Θ növekedtével
csökken. Ez a helyzet kétlépcsõs folyamat esetében,
vagyis a rezonáns (p,γ) reakciót követõ párkeltésnél.

A magasabb rendû folyamatok azonban megengedik
az |ΔEαβ| < ΔExa esetet is. Ekkor (2)-benK 2

αβ − q2 = 0
esetén

szögnél szingularitás jelentkezik. A szingularitások-

(3)Θ = arccos
⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

K 2
αβ − k 2

− + k 2
+

2 k− k+

hoz tartozó legkisebb Θm szög a k− = k+ esetben jele-
nik meg és a k− ≠ k+ esetek Θ szögeire Θ > Θm. Az ösz-
szetartozó k− és k+ értékeket a E− +E+ = ΔExa feltétel
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határozza meg. A magállapotok (élettartamukból szár-
mazó) szélességei pedig a szingularitásokat lokális
maximumokká (csúcsokká) enyhítik.

Anomália a 7Li(p, e −e +)8Be reakcióban

A 7Li(p,e−e +)8Be reakció esetében a 140° körül meg-
figyelt anomália [9–11] ilyen módon jól magyarázható
[12]. Az általunk számottevõnek gondolt harmadrendû
folyamat szempontjából fontos 8Be gerjesztett állapotok
a következõk: E1 = 11,350 MeV (4+), E2 = 16,626 MeV
(2+), és E3 = 16,922 MeV (2+). A harmadrendû folya-
matban az erõs kölcsönhatás által okozott protonbefo-
gás vezet a 2 vagy a 3 állapotba, majd a 2 → 1, illetve a
3 → 1 E2 átmenetekben keletkezik az e − e + pár, amely-
nek együttes energiája továbbra is ΔExa, hiszen a kísér-
letben az E− +E+ = ΔExa feltételnek eleget tevõ esemé-
nyeket vették figyelembe. Végül ismét az erõs köl-
csönhatás okoz az 1 állapotból a végállapotba történõ
átmenetet, amelyben két, együttesen 0,09184 MeV ki-
netikus energiájú α-rész keletkezik. Ez az energia az
alapállapotú 8Be két alfa kibocsátásával történõ bom-
lásának az energiája (1. ábra ). A ¥cK21 = 5,276 MeV
és ¥cK31 =5,572 MeV értékek k− = k+ esetén (3) segítsé-
gével Θ2,m = 146,2°-ot és Θ3,m = 144,2°-ot eredményez-
nek és ha k− ≠ k+, akkor Θj,m < Θj ≤ 180° (j = 2, 3) a
csúcs helye az e − e + párkeltés hozamának szögfüggé-
sében. A domináns 1 állapotszélesség Γ1 ≈ 3,5 MeV,
ami a csúcsok szétterülését ±12°-ban határozza meg.
(A 4He esetében tapasztaltak magyarázata kissé bo-
nyolultabb [12], ezért azt itt nem tárgyaljuk.)

Az, hogy a párkeltés mellett két, az erõs kölcsönha-
tás által okozott átmenet történik kompenzálja a fo-
lyamat harmadrendûségét. Ez teszi lehetõvé, hogy a
harmadrendû folyamat a két lépcsõben zajló folya-
mattal – amelynek elsõ lépcsõjében az elektromágne-
ses kölcsönhatás okoz (p, γ) reakciót – versenyképes
hozamot eredményezzen.

Az anomális párkeltés egyéb reakciókban

A nehézion-ütközésekben fellépõ anomáliák [14–17] a
fentiek alapján kvalitatív módon szintén magyarázha-
tók. Ezekben a kísérletekben az e−e + pár keltését szin-
tén a maggerjesztés után bekövetkezõ folyamatként ke-
zelték, vagyis a kísérletek kiértékelésénél szintén két-
lépcsõs folyamattal számoltak [20]. Az „anomáliák”
okozói itt is lehetnek [például, amikor a folyamatban
résztvevõ nehézionok egyike U, akkor az 238U 1,3552
MeV (1,2+) → 0,0449 MeV (2+), illetve 1,6432 MeV (4+)
→ 0,30721 MeV (6+) [21] átmeneteiben] magasabb rendû
folyamat részeként keletkezõ e −e + párok.

Alacsonyenergiás (tiltott) magreakciók (LENR)

Amint azt korábban már tárgyaltuk, tiltott magreakciók
esetén a perturbációszámítás magasabb (esetünkben
már másod-) rendjében kaphatunk ε → 0 esetén is
véges σ -t [7, 8]. Ennek oka az, hogy bármilyen pertur-

báció lényeges változást okozhat a kezdeti, ε = 0 ener-
giájú Coulomb-állapoton azáltal, hogy kicsi, de véges
amplitúdóval ε ≠ 0 állapotokat kever hozzá. Tehát a
perturbációszámítás magasabb rendjével leírható folya-
matok ekkor sem hagyhatók figyelmen kívül.

Amennyiben a korábban vizsgált

és
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ion-állapotban van, akkor a hatáskeresztmetszet

alakú [7, 8], ahol n1 a katalizáló 1 részecske részecs-

(6)σ (2)
23 =

n1 z 2
1 K

v23

keszám-sûrûsége, z1 pedig a rendszáma, v23 a 2 és 3
részecskék közötti relatív sebesség és K az adott
reakcióra jellemzõ állandó. (4)-ben és (5)-ben Δ a
reakcióenergia, ami a kezdeti és végállapotbeli nyu-
galmi energiák különbsége. Az 1 részecske csak ka-
talizálja a folyamatokat, nyugalmi tömege változat-
lan és csak kinetikus energiája változik (erre utal
jobb oldalon az ). Ha Δ > 0, akkor lehetséges
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részecskék viszik el mozgási energia formájában.
A térfogategységre esõ hozam (n1 n2 n3 K ) tehátz 2

1

a folyamatban résztvevõ részecskék részecskeszám-
sûrûségeinek (nj ) szorzatával (n1 n2 n3) arányos.
n1 n2 n3 = 1,86 1061 cm−9 és z1 = 54 (a katalizáló ré-
szecske Xe) esetén a hozamok már gyakorlati szem-
pontból is jelentõsek [8, 22], például ad(t, n)4

2He
reakció teljesítménysûrûségére ebben az esetben
5570 Wcm−3 adódott.

Rezgések hatása a tiltott magreakciókra

Rezgõ, Z töltésszámú szilárd testtel kölcsönhatásba
kerülõ zs töltésszámú töltött részre az alábbi

alakú új, az u0 amplitúdójú klasszikus rezgés fellépte

(7)HI (rs, t ) = 2 π
vc

Z zs e 2 u0 F (rs, t )

esetén „bekapcsolt” perturbáció hat, amely tiltott
magreakciók esetén – a szabad ionos környezet által
okozott módosításhoz hasonlóan – drasztikusan ké-
pes megnövelni a hozamot meghatározó v23 σ (2)

23

mennyiséget. Itt vc az elemi cella térfogata, e az elemi
töltés, rs a töltött rész koordinátája és t az idõ. F (rs, t )-t
a kristályos szilárdtest és a rezgés (fononmódus) para-
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méterei határozzák meg [25]. [(7)-et az elektromágne-
ses (lézer) tér esetén jól ismert tétel [23, 24] fonontérre
adaptált alkalmazásával kaphatjuk [25].]

Kiderült, hogy a PdDξ (deuterizált palládium, ξ =
nd/nPd, ahol nd és nPd a d és Pd számsûrûségek) rend-
szerekben, fõként elektrolízises LENR kísérletekben,
ξ > 0,63 esetén tapasztalt nukleáris eredetû teljesít-
ményt okozhatják rezgések [25]. Ráadásul a környe-
zetben véletlenszerûen megjelenõ rezgések okozhat-
ják a rejtélyes, hol-van-hol-nincs jelenséget.

A tiltott magreakciók asztrofizikai vonzata

Földi körülmények között az n1 n2 n3 szorzattal a 1061

cm−9-es nagyságrendet meghaladni nagy kihívás.
Asztrofizikai körülmények között (csillagokban, illet-
ve az Univerzum fejlõdésének bizonyos szakaszai-
ban) azonban ezen nagyságrend elérése és meghala-
dása könnyen megtörténhet. Tehát a (4) és (5) reak-
ciókban résztvevõ, abban keletkezõ, illetve eltûnõ
magok keletkezési és eltûnési hozamait be kell írni az
elemek elõfordulási gyakoriságát [26] meghatározó
differenciálegyenletek hálózatába [27].

A magreakciók hatáskeresztmetszetének (1) ener-
giafüggése miatt az Univerzum átlaghõmérsékletének
egy viszonylag szûk tartományában – ami egyúttal
egy viszonylag szûk idõintervallumnak felel meg –
zajlanak le azok a magreakciók, amelyek a 7Li-nál
nem nehezebb magokat, illetve 7Li-ot keltenek [28]. A
szûk intervallum oka: ha a hõmérséklet túl nagy, ak-
kor a magokat a fotonok szétbontják, ha meg túl ki-
csi, akkor nincs meg a magreakciókhoz szükséges
kinetikus energia. Az, hogy ekkor csak 7Li, illetve 7Li-
nál nem nehezebb magok alakulhatnak ki ma általá-
nosan elfogadott álláspont [28, 29].

Ionos környezetben végbemenõ tiltott magreak-
ciók esetén a hozam szempontjából lényegesv23 σ (2)

23

= vagyis energiafüggetlen és z1 töl-n1 z 2
1 K, v23 σ (2)

23

tésszámú környezet esetén ennek n1 részecskeszám-
sûrûségével arányos. Tehát a hozamra a környezet
hõmérséklete nincs hatással. Az ionos környezetnek a
(4), (5) és a p(p,e + ν)d reakciók hozamaira gyakorolt
hatása jelentõs lehet [30], ezért nem hagyható figyel-
men kívül az Univerzum kialakulásának leírásakor,
illetve a csillagfejlõdést leíró modellekben. Mivel ezek
a reakciók az átlaghõmérséklettõl és a deuteronkon-
centrációtól függetlenül teszik lehetõvé a nehezebb
elemek keletkezését, erõsen valószínûsíthetõ, hogy a
fentiek figyelembe vételével válaszolni lehet olyan
asztrofizikai problémákra is, mint amilyent például a
Big Bang után szinte azonnal keletkezõ csillag felfe-
dezése vet fel [31].

Konklúzió

Amennyiben a fentiek helytállók, úgy ezekbõl azt a
következtetést kell levonni, hogy a perturbációszámí-
tás magasabb rendjével leírható folyamatokat na-
gyobb gondossággal kell kezelni. Ez a gondolat kap-

csolja össze az anomális párkeltést az alacsonyener-
giás magreakciókkal (LENR, régebben „hidegfúzió”).
Tehát a magfizika különbözõ, látszólag egymástól
független területein fellépõ rendhagyó jelenségeket
magyaráztunk a perturbációszámítás elsõ rendjénél
magasabb rendben kezelhetõ folyamatok segítségével
úgy, hogy a kvantummechanika és a magfizika ha-
gyományos eszközrendszerét használtuk. Fontos
eredmény, hogy – az általánosan elfogadott nézettõl
eltérõen, miszerint nehéz, töltött részek hatáskereszt-
metszetét alacsony energián (1) segítségével kell
meghatározni – a környezet képes módosítani (1)-et,
ami alacsony energián a magreakciók hozamának
igen jelentõs növekedését eredményezheti. Az is ki-
derült, hogy az itt tárgyalt problémáknak van közös
gyökere. Végül, ha az itt felvetett kérdésekre adott
válaszok helyesek, akkor ez igen sok élvonalbeli,
nagy volumenû kutatást érint.
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MEGOLDOTTA-E A FIZIKA ZÉNÓN PARADOXONJAIT?

Bognár Gergely 2006-ban végzett az ELTE
TTK fizikatanári szakán, illetve 2008-ban a
PPKE BTK filozófia szakán. Jelenleg a gyõ-
ri Révai Mikós Gimnázium és Kollégium fi-
zika-filozófia szakos tanára. Érdeklõdési te-
rülete a fizika és a filozófia határterületei,
és a fizika tanításának módszertana, ame-
lyekkel kapcsolatban több publikációja je-
lent meg.

Bognár Gergely
Révai Mikós Gimnázium és Kollégium, Győr

Zénón paradoxonjai a filozófiatörténet legismertebb
problémái közé tartoznak. Vannak, akik egy logikai
fejtörõt látnak benne és vannak, akik szerint a fizika
és a matematika régen megoldotta a problémákat,
míg mások szerint a gondolatmenet nem több egy ér-
telmetlen intellektuális játéknál. A következõkben
áttekintjük, hogy a fizika több évszázadot átívelõ tör-
ténete során miként próbálta kezelni az aporiákat
(paradoxonokat), s meglátjuk, hogy van-e kielégítõ
magyarázat a mozgás problémájára.

A felezgetés és verseny a teknõssel

Az elsõ két paradoxon az ismertebbek közé tartozik,
és ez a két aporia nagyon hasonlít egymásra, ezért
együtt tárgyaljuk õket. Az elsõ felezési paradoxon
néven vált ismertté. A lényege, hogy a kilõtt nyílvesz-
szõ soha nem ér célba, mert a céltábla eléréséhez
elõször az út felét kell megtenni, majd a hátralévõ út
felét, majd az azt követõ út felét és így tovább a vég-
telenségig. Bármilyen sok lépést is veszünk, a céltábla
és a nyílvesszõ közötti távolság soha nem lesz nulla,
következésképpen a nyíl nem éri el a táblát [1]. A má-
sik paradoxon Akhilleusz és a teknõsbéka névre hall-
gat. Röviden megfogalmazva a leggyorsabb görög,
Akhilleusz elõnyt ad a leglassabb állatnak, a teknõs-
nek, és soha nem fogja utolérni. Ahhoz, hogy utolérje
és lehagyja, elõször oda kell érnie, ahonnét a teknõs
indult, a teknõsnek adott elõnyt kell megtennie, ez-
alatt a teknõs egy kicsit elõrébb megy, ezért még ma-
rad némi elõnye. Következõ lépésként szintén a ki-
sebb elõnyt kell leküzdenie Akhilleusznak, ami ki-
sebb, mint az elõbb volt, de nem nulla. Ha Akhilleusz
ezt a távolságot is megtette, akkor a teknõs ismét elõ-
rébb megy, s még mindig van elõnye. A sort folytat-
hatjuk a végtelenségig, de Akhilleusz és a teknõs kö-
zötti távolság soha nem lesz nulla, a leggyorsabb gö-
rög nem éri utol a leglassabb állatot, és arról, hogy
lehagyja, egyáltalán nem beszélhetünk [2].

A paradoxonok feloldásával elõször Arisztotelész
próbálkozott meg. Arisztotelész szerint a tér végtelen
részre osztható – ebben egyetért Zénónnal –, de a

végtelen csak potenciálisan van jelen a tér egy szaka-
szában. Gondolatban valóban végtelen sok részre
oszthatom a nyíl vagy az Akhilleusz elõtti távolságot,
megállíthatom a nyilat az út felénél, vagy Akhilleuszt
ott, ahol a teknõs korábban tartózkodott, de ezzel
nem csak az út válik végtelenné, hanem az idõ is.
Arisztotelész szerint a térben mindez potenciálisan,
lehetõség szerint van jelen, a valóságban a testek nem
állnak meg a mozgás egy-egy pillanatában, és ezzel
nem bontják fel az elõttük lévõ távolságot végtelen
részre. A tér csak lehetõség szerint végtelen, de a test
mozgása közben aktuálisan nem az [3]. Arisztotelész
felfogásában a mozgás átmenet az egyik állapotból a
másikba, már nem a kiindulási helyzet és még nem a
cél, hanem a kettõ közötti folyamat [4].

A potenciálisan és aktuálisan végtelen bevezetésé-
vel megoldódni látszik a probléma. Valójában Ariszto-
telész elegánsan félretolja a mozgás és változás meg-
értésének nehézségeit. A mozgás folyamat és nem
állóképek sokaságának összege, de állóképek nélkül
hogyan képzeljem el a mozgást? E kérdéssel a harma-
dik paradoxon külön foglalkozik. A mozgás megérté-
séhez a klasszikus fizika is állóképeket használ, és a
zénóni problémákra a határérték-számítás segítségé-
vel igyekszik válaszolni.

Newton és Leibniz a klasszikus mechanika két nagy
óriása kidolgozza a határérték-számítás elméletét. A
precíz matematikai részleteket mellõzve, lényegét a
következõképpen fogalmazhatjuk meg. Végtelen
szám összege nem feltétlenül lesz végtelen. Nézzünk
egy példát, ha egy egységnyi szakaszt elfelezek, 1/2-
et kapok, ha a maradék szakaszt elfelezem, 1/4-et, a
következõ lépésben 1/8-ot és így tovább a felezési
paradoxonhoz hasonlóan

Egyre több elemet összeadva közelítünk egy szám-
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…

hoz, amely szám az összeg véges elemével tetszõlege-
sen kicsiny távolságra megközelíthetõ, ezt a számot
határértékként a sor összegének nevezzük.

Mindezzel orvosolható az elsõ két aporia, és egy
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+ 1
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+ 1
16

… 1
∞

= 1.

olyan fizikát alkothatunk, amely segítségével felhõ-
karcolókat építünk, és embert küldünk a Holdra. Va-
lóban, a newtoni mechanika eredményei lenyûgözõk,
a két paradoxont mégsem oldják fel. A fenti határér-
ték-elméletbõl látszik, hogy a problémát nem oldjuk
meg, csupán eldugjuk egy matematikai definíció mö-
gé. Nem állítjuk azt, hogy valóban végigmennénk
végtelen sok elemen, csak kellõen sok elem után nem
foglalkozunk a kérdéssel, és kitesszük az egyenlõség-
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jelet. A sor összege tetszõlegesen megközelíthetõ, de
nem feltétlenül érhetõ el! Zénón paradoxonja tovább-
ra is fennáll, bár az kétségtelen, hogy gyakorlati szem-
pontból a mozgás egy nagyon jól használható leírásá-
hoz jutunk.

Különös megvilágításba kerül az elsõ két parado-
xon, ha a kvantumfizika szemüvegén keresztül tekin-
tünk rá. Az elsõ és rögtön a legsúlyosabb probléma,
hogy a kvantumfizikában nem értelmezhetõ a hagyo-
mányos mozgásfogalom, nem mondhatjuk azt, hogy
egy test a hagyományos értelemben vett pályáján ha-
ladna végig. Az a változás, amellyel egy test egyik
pontból a másikba kerül, például a kilõtt nyíl vagy
Akhilleusz, a kvantumfizikában egy állapotfüggvény-
nyel jellemezhetõ. Az állapotfüggvénybõl csak való-
színûségi következtetéseket vonhatunk le arra nézve,
hogy a test éppen hol tart, és sebessége mekkora.
Ebben a kontextusban nem értelmezhetõ a két para-
doxon, hiszen a hagyományos mozgásfogalmunk
megváltozik. Ha komolyan vesszük a kvantumfizikát,
és e bekezdés sorai között mi mást tehetnénk, el kell
fogadnunk, hogy az állapotfüggvény már a változás
kezdetekor bizonyos valószínûséget rendel ahhoz,
hogy a nyíl rögtön a céltáblában legyen, vagy Akhil-
leusz a teknõs mellett álljon! Igaz, hogy e valószínû-
ség a valóságban roppant csekély, de nem nulla.

A paradoxonokat a kvantumfizika szemüvegén
keresztül vizsgálva beleütközünk egy test határának
filozófiai kérdésébe is. Egy test határának nagyon
pontos megadása nem lehetséges tetszõleges pontos-
sággal. Ha a testek határa alatt szélsõ atomjaik külsõ
elektronjait értjük, akkor hamar beláthatjuk, hogy
nagyon kicsi távolságok esetén értelmetlenné válik a
test határáról beszélni. Mindebbõl az is következik,
hogy tetszõleges pontossággal nem tudhatjuk, hogy
mikor éri el a nyíl a céltáblát, vagy Akhilleusz mikor
éri utol a teknõst.

A kvantumfizika talaján maradva nemcsak a testek
közötti távolságokat kell más szemszögbõl nézni,
hanem a teret is. Jelenlegi tudásunk szerint a tér nem
bontható végtelenül parányi pontokra. Van egy na-
gyon pici távolság, a Planck-hosszúság, amelynél ki-
sebb egységekre nem osztható fel. Ha a teret nem
bonthatjuk végtelenül kicsi pontokra, az elsõ két pa-
radoxont megoldhatnánk. Az elõzõ bekezdésben leír-
tak és a következõ sorokban bemutatott harmadik
paradoxon miatt mégsem beszélhetünk a kvantumfi-
zika teljes gyõzelmérõl az aporiák felett.

Hol van, a repülõ nyíl?

Zénón harmadik és negyedik mozgásellenes parado-
xonja kevésbé ismert, mint az elsõ kettõ, sokan elsõ
ránézésre félresöprik, pedig legalább olyan súlyos
problémákat hordoznak, mint a már említettek. Sorban
haladva nézzük a harmadikat, amely a repülõ nyíl név-
re hallgat. Ha egy test egy adott helyen van, például a
két végpontja között, akkor nem mozoghat! Minden
test, mindig a két végpontja között van, következés-

képpen nincs mozgás [5]. Az aporia feloldása elsõ lá-
tásra egyszerûnek tûnik. Gondolatban egy pillanatra
állítsuk meg a repülõ nyilat, és már tudjuk is, hogy hol
van. A probléma az, hogy ilyenkor egy álló nyilat kép-
zelek el és nem egy mozgót. Mozgás közben nem tu-
dom, hol van a nyíl, csak ha képzeletben megállítom,
de ez nem egy mozgó nyíl lesz, hanem egy álló.

A repülõ nyíl paradoxonjának megoldásával Arisz-
totelész is próbálkozott. Az elsõ két aporia kapcsán
említettük, hogy Arisztotelész felfogásában a tér és az
idõ kiterjedés nélküli pontok összességébõl áll össze.
Ha az idõ végtelenül kicsiny elemekbõl, pillanatok
sokaságából épül fel, akkor azokhoz végtelenül pici
pontok tartoznak a repülõ nyíl pályája során. Két
pont között pedig értelmezhetem a nyíl hosszát, pon-
tosan meg tudom mondani, hogy hol van a test, egy
adott pillanatban. Arisztotelész gondolatmenete több
sebbõl vérzik. Elõször is milyen alapon tételezzük
fel, hogy a tér és az idõ kiterjedés nélküli pontokból
és pillanatokból áll. Például a modern fizikában meg-
jelenõ Planck-féle idõ és hosszúság ezzel pontosan
ellentéteset állít, persze Arisztotelész errõl mit sem
sejthetett. Az a kritika viszont Arisztotelész szemére
vethetõ, hogy a mozgás azon felfogása, amely szerint
a test pontok végtelen sorozatán keresztül jut el a
célig, az elsõ két aporiához vezet vissza bennünket.
Másfelõl a kiterjedés nélküli pillanat egy elméleti
hipotézis, amelyet a gyakorlatban képtelenség meg-
valósítani. Egy adott pillanatban nem tudom a testem
helyét megmondani, legfeljebb egy nagyon pici idõ-
intervallumban, és ez egy bizonytalan tartományt
eredményez a térben is.

Ha a repülõ nyíl problémáját a kvantumfizika
szemszögén keresztül vizsgáljuk, olyan érzésünk van,
mintha Zénón megsejtett volna valamit a közel két és
félezer évvel késõbbi felfedezésekbõl. Ma már tudjuk,
hogy egy test helye és impulzusa egymástól nem füg-
getlen mennyiségek, a kettõt egyszerre nem ismerhet-
jük tetszõleges pontossággal. Ha azt mondom, hogy a
repülõ nyíl pontosan a két végpontja között van, ak-
kor a mozgásáról nem mondhatok semmit. Ha a se-
bességét ismerem pontosan, akkor nem tudom, hogy
hol van. Ha Zénón most közöttünk lehetne, nem
mondana mást, mint azt, hogy a határozatlansági relá-
ció nem más, mint a kilõtt nyíl paradoxonjának egy
21. századi változata. Persze nem szeretném azt a
látszatot kelteni, mintha a kvantumfizika ellentmon-
dásokkal terhes elmélet lenne, mert ez nem igaz. A
kvantumfizika leírásában nem létezik hagyományos
értelemben vett mozgás, erre fent röviden kitértem.

Ha félretesszük a kvantumfizika hagyományos
mozgásfogalmával kapcsolatos kérdõjeleket, és a mo-
dern fizika másik nagy ága a relativitáselmélet tükré-
ben is megvizsgáljuk a problémát, ismét úgy érezzük,
hogy Zénón megsejtett valamit a 20. század felfedezé-
seibõl. A relativitáselmélet nagyon érdekes következ-
ménye a hosszúságkontrakció. Nyugvó rendszerbõl
nézve egy mozgó test mozgásirányú távolságai meg-
rövidülnek. Egy mozgó test mozgásirányú mérete
relatív, függ attól, hogy milyen koordináta-rendszer-
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bõl nézzük. Ha egy test helye maga a mérete, mint
Zénón mondja, a nyíl mindig a két végpontja között
van, akkor a nyíl helye függ attól, hogy milyen koor-
dináta-rendszerben nézem. Maga a nyíl helye és mé-
rete relatív, ettõl persze még célba érhet, ugyanakkor
a távolságot, mint abszolút fogalmat kénytelenek va-
gyunk feladni.

Ki a gyorsabb?

Zénón utolsó ismert mozgásellenes paradoxonját sokan
hibásnak tartják, pedig mélyebb gondolkodás után
egyáltalán nem az. A negyedik aporia stadion vagy
mozgó sorok néven vált ismertté a kultúrtörténetben.
Egy stadionban négy katona áll, õket jelöljük „AAAA”-
val. Balról négy katona közelít „BBBB” jobbról szintén
négy katona az elõzõvel megegyezõ csak ellentétes
irányú sebességgel „CCCC” a jelöléseket követve:

Kis idõ elteltével a következõ helyzet alakul ki:

AAAA

BBBB→

CCCC←

A következõ pillanatokban az elsõ „B” katona kettõ

AAAA

BBBB→

CCCC←

„A” mellett halad el, míg az elsõ „C” katona négy „B”
mellett.

A „B” és a „C” katonák sebessége azonos, mégis

AAAA

BBBB→

←CCCC

ugyanannyi idõ alatt egyikõjük négy, míg másikuk
kettõ katona mellett halad el [6]. Azonos sebesség-
gel, megegyezõ idõ alatt miként tehetnek meg kü-
lönbözõ utat?

A megoldás elsõ ránézésre egyszerûnek tûnik. Az
álló katonákhoz képest a sebességük azonos, de az
egymással szemben haladó katonák egymáshoz vi-
szonyított sebessége összeadódik. A sebesség relatív
fogalom, függ attól, hogy mihez képest mérjük. Mind-
ehhez persze szükség van Galilei relativitási elvére,
ami azt mondja ki, hogy az egyenletes sebességgel
mozgó rendszerek és a nyugalomban lévõ rendszerek
között nem tudunk különbséget tenni. Magyarra lefor-
dítva, a mozgás relatív, és ezzel a probléma kezelhe-
tõ. Ha a mozgások relativitásáról szóló elvet komo-
lyan vesszük, azt, hogy nézõpontunktól függ, mi mo-
zog és mi nem, egészen hasonló gondolatra jutunk,
mint Zénón. Nincs abszolút értelemben vett mozgás.

Minden csak viszonylagos, innen nézve nyugalomban
van, onnan nézve mozog. Van-e valójában mozgás,
ha az csak tõlünk, megfigyelõktõl függ? A mozgást
csak én, mint ember érzékelem, de a természet nagy
egészében, a létezõben, megfigyelõtõl függetlenül
beszélhetünk-e mozgásról?

Az einsteini általános relativitáselmélet még egyet
csavar a problémán. Az idõ és hosszúság nem csak a
megfigyelõk sebességétõl függ, hanem a körülöttük
lévõ testek tömegétõl is. Minden tömeggel rendelkezõ
test meggörbíti maga körül a téridõt, igaz a görbület
csak extrém nehéz testek közelében bír gyakorlati
jelentõséggel, az elméleti leírásoknál mégsem hagy-
hatjuk figyelmen kívül. A környezetünktõl, sõt még
saját tömegünktõl is függ, hogy a repülõ nyíl mikor ér
célba, vagy Akhilleusz mikor éri utol a teknõst.

A mozgás és mindennemû változás megfigyelõtõl
független folyamata végérvényesen szertefoszlik, ha a
kvantumfizikai méréselmélet ontológiai jelentõségét
végiggondoljuk. Maga a változás csak a megfigyelés
hatására megy végbe, a megfigyelés elõtt a rendszer
egyszerre több állapotban is tartózkodhat. A parado-
xonokra alkalmazva, amíg nem látjuk Akhilleuszt és a
teknõst, mindkettõjük egyszerre van elõl és hátul, a
mi megfigyelésünk következtében valósul meg vala-
melyik állapot. Megfigyelés elõtt nem mondhatunk
semmit, és a lehetséges kimenetelekrõl csak valószí-
nûségi kijelentéseket tehetünk.

Válasz a címben feltett kérdésre

Ha arra a kérdésre keressük a választ, hogy a fizika
megoldotta-e Zénón paradoxonjait, nem válaszolha-
tunk egyszerû igennel vagy nemmel. A klasszikus
Newton-féle mechanika a mozgás olyan elméletét
dolgozta ki, amely belsõ szerkezetét tekintve ellent-
mondásmentes úgy, hogy az aporiák felvetéseit mate-
matikai definíciók mögé bújtatja. Mindezért rendkívül
hálásak lehetünk a mechanika megalkotóinak, mert a
mozgás olyan leírását adták, amelynek gyakorlati je-
lentõsége mélyen átszövi modern, technikai társadal-
munkat. A kvantumfizika olyan világot tárt elénk,
amelyben a mozgás hagyományos fogalma értelmez-
hetetlen. A fizika ezen új ágában nem a zénóni para-
doxonok felé kell fordulnunk, hanem megérteni azt
az új szemléletet, amelyet elénk tár, és megválaszolni
az ott felmerülõ esetleges aporiákat. Végül a relativi-
táselmélet rávilágít a megfigyelõ fontosságára, arra a
régi görög bölcsességre, hogy minden dolog mértéke
az ember, a fizika nyelvén kifejezve a megfigyelõ.
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A GREEN-FÉLE RECIPROCITÁSI TÉTEL ÉS
NÉHÁNY FOLYOMÁNYA – 1. RÉSZ

A szerzõk köszönetet mondanak Vígh Máténak a kézirat gondos
átolvasásáért, hasznos észrevételeiért, továbbá Mechler Mátyásnak
a szerkesztés során nyújtott segítségéért.

1Az [1] hivatkozás 2.23 feladatában Gauss reciprocitási tétel né-
ven említik.

Pálfalvi László az MTA doktora, a Pécsi
Tudományegyetem Kísérleti Fizika Tanszé-
kének tanszékvezetõ egyetemi tanára. Leg-
jelentõsebb tudományos eredményei a
nagyenergiájú távoli infravörös (THz-es)
impulzusforrások elvi fejlesztéséhez, illetve
a THz-es impulzusokkal történõ részecske-
gyorsítási módszerek kidolgozásához kap-
csolódnak. Rendszeresen ír tudományos-
ismeretterjesztõ cikkeket is.

Kovács Vivien jelenleg harmadéves fizikus-
hallgató a Pécsi Tudományegyetemen.
Egyik érdeklõdési területe a terahertzes
spektroszkópia, azon belül szilárd és folya-
dékminták optikai tulajdonságainak vizsgá-
lata idõtartománybeli terahertzes spekro-
méterrel. Mindezek mellett számos klasszi-
kus fizikai probléma is foglalkoztatja, mint
például jelen cikk tárgya.

Pálfalvi László, Kovács Vivien
Pécsi Tudományegyetem, Fizikai Intézet

Cikkünkben az elektrosztatika szakirodalmában csak
érintõlegesen megjelenõ Green-féle reciprocitási té-
tellel1 foglalkozunk. A mély fizikai tartalmat hordozó,
szemléletes jelentéssel bíró tétel egyrészt az elektro-
sztatikus tér néhány olyan érdekes tulajdonságára ad
magyarázatot, amit más módszerekkel meglehetõsen
nehéz magyarázni, másrészt problémák megoldása
során is hasznos eszköz.

Az alábbiakban a tétel kimondása és fizikai értel-
mezése után annak alkalmazását mutatjuk be egy
átlagolási problémán keresztül, amelynek a Green-
féle reciprocitási tételen keresztül történõ megközelí-
tésére tudomásunk szerint nem volt példa semmilyen
szakirodalomban.

Reményeink szerint a gondolatmenet lényege intui-
tív módon, felsõbb matematikai ismeretek (gömbi
koordináta-rendszer használatában való jártasság,
kifejtési tételek használata, Dirac-delta függvény is-
merete) nélkül is elmagyarázható és megérthetõ. A
teljesség kedvéért azonban apró betûvel szedve bizo-
nyos egzakt levezetéseket is megadunk.

A tétel a következõt állítja: ha egy ρ (r) töltéssûrû-
séggel leírható töltéseloszlás ϕ (r) potenciált kelt, egy
tõle független, ρ ✶(r) töltéssûrûséggel jellemezhetõ
töltéseloszlás pedig ϕ ✶(r)-t, akkor teljesülnie kell a

összefüggésnek, ahol az integrálás a teljes térre terjed

(1)
⌡
⌠ ϕ (r) ρ ✶(r) d3r = ⌡

⌠ ϕ ✶(r) ρ (r) d3r

ki [2].
Néhány szakirodalom a tételt olyan esetre értelme-

zi amikor a potenciált folytonos (elkent) térfogati töl-
téssûrûség, illetve felületi töltéssûrûség együttesen
hozzák létre [1, 3]. Ekkor az (1) egyenlet mindkét ol-
dala két tagból áll. Ez esetben a bizonyítás a Poisson-
egyenlet és a Green-tétel felhasználásával történik [1].

Mindazonáltal, ha a konkrét töltéseloszlás a folytonos
(elkent) térfogati töltéssûrûség mellett pontszerû, és
felületi töltéseket is tartalmaz, használhatjuk az (1)
egyenletet, amennyiben a pontszerû és a felületi tölté-
seket is beleértjük a térfogati töltéssûrûségbe a Dirac-
delta függvény használatával, ahogy jelen cikk egyes
további apróbetûs részeiben azt tesszük. Az intuitív
magyarázatok során viszont kerülni fogjuk a Dirac-
delta explicit használatát, noha az érvelés mögött hall-
gatólagosan annak tulajdonságai állnak.

A tétel másik bizonyításának alapja az elektrosztati-
kai peremérték-problémák során használatos, Green-
függvényre épülõ potenciálképlettel való kapcsolat
megmutatása [2]. A Green-féle reciprocitási tétel leg-
egyszerûbben interpretálható fizikai tartalma az a tény,
hogy a kezdetben egymástól végtelen távol szeparált
ρ (r) és ρ ✶(r) töltéseloszlások egyesítésekor az elekt-
rosztatikus tér ellenében végzett munka független at-
tól, hogy melyik töltésrendszert tekintjük nyugvónak
és melyiket mozdítjuk el. Vegyük észre, hogy az (1)-
ben a töltéssûrûség és a térfogatelem szorzata a térfo-
gatelemben található dQ ✶, illetve dQ töltésmennyisé-
geket adja. Így egyértelmûen látszik, hogy a bal oldal a
ρ ✶(r) töltésrendszer elektrosztatikus potenciális ener-
giája a ρ (r)-beli töltések által keltett térben, míg jobb
oldala a ρ (r) töltésrendszer ρ ✶(r)-beli elektrosztatikus
potenciális energiája. A kettõ értelemszerûen egyenlõ
kell legyen, ami pedig definit módon nem más, mint a
töltésrendszerek egyesítésével járó munkavégzés.

Vizsgáljuk továbbra is a ρ (r), ρ ✶(r) töltéseloszlá-
sokból egyesített töltésrendszert. Jelölje E(r) azt a tér-
erõsséget, amelyet a ρ (r)-t alkotó töltések, E✶(r) pedig
azt, amelyet a ρ ✶(r)-beliek keltenek az adott helyen. A
hatás-ellenhatás törvénye értelmében a ρ (r) töltésrend-
szer által a ρ ✶(r)-beli töltésekre kifejtett , illetveFρ→ρ ✶

a ρ ✶(r) töltésrendszer által a ρ (r)-beli töltésekre kifej-
tett erõk közt az = − összefüggésFρ ✶→ρ Fρ→ρ ✶ Fρ ✶→ρ
kell fennálljon, azaz

(2)
⌡
⌠ E(r) ρ ✶(r) d3r = −⌡

⌠ E✶(r) ρ(r) d3r
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kell teljesüljön, ahol az integrálás a teljes térre terjed

1. ábra. A kívánt átlagoláshoz tartozó segédtöltés-eloszlás.
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ki. Ezen összefüggés formailag hasonlít az (1)-re, az-
zal a különbséggel, hogy a potenciálok helyett tér-
erõsségeket tartalmaz, illetve a fizikai értelmezés
energia helyett erõvel történik. A (2) összefüggés kü-
lön nevet ugyan nem visel, de a cikk további részé-
ben gyakran fogunk hivatkozni rá.

Az (1) és a (2) tételek mélyebb megértéséhez és
alkalmazásához egy korábban felvetett probléma [4]
inspirált bennünket, nevezetesen az, hogy vajon mi-
lyen eredményre jutunk, ha tetszõleges elektrosztati-
kus térben egy képzeletbeli gömbfelületre kiátlagol-
juk a potenciált vagy a térerõsséget. A [4] cikk több
gondolatmenet alapján is körbejárja a kérdéskört, és
megadja a választ azon esetekre, amikor valamennyi
töltés a képzeletbeli gömbön belül, illetve azon kívül
helyezkedik el. Ez négy különbözõ esetet foglal ma-
gába, amelyeket az alábbiakban az (1) és a (2) össze-
függések alapján fogunk tárgyalni, kiegészítve azzal a
további négy esettel, ahol az átlagolás nem a gömb

felületére, hanem annak térfogatára történik. Felületi,
illetve térfogati átlag alatt a

illetve

〈…〉r = R = 1

4 π R 2
… da,

kifejezéseket értjük, ahol a pontok helyére tetszõle-

〈…〉r < R = 1
V0

⌡
⌠ … d3r

ges skalár- vagy vektorfüggvényt képzelhetünk. R a
gömb sugara, V0 annak térfogata, r pedig a futópont és
a gömb középpontjának távolsága az átlagolás során. A
potenciálra és térerõsségre vonatkozó átlagmennyisé-
geket a 〈ϕK 〉r = R, 〈EK 〉r = R, 〈ϕK 〉r < R, 〈EK 〉r < R, 〈ϕB 〉r = R,
〈EB 〉r = R, 〈ϕB 〉r < R és 〈EB 〉r < R, szimbólumokkal jelöljük,
ahol a K és B indexek arra utalnak, hogy a töltések a
képzeletbeli gömbön kívül vagy azon belül helyezked-
nek el, a 〈〉-jel alsó indexében a reláció pedig azt hiva-
tott mutatni, hogy az átlagolás az R sugarú gömb felüle-
tére (r = R ) vagy annak térfogatára (r < R ) történik.

Valamennyi esetben elsõdleges és egyben kulcs-
fontosságú lépés, hogy megtaláljuk azt a megfelelõ
ρ ✶ segédtöltés-eloszlást, amelyet az (1) vagy (2) ösz-
szefüggésbe (attól függõen, hogy a potenciál vagy a
térerõsség átlagára vagyunk kíváncsiak) beírva választ
kapunk kérdésünkre.

Azon felül, hogy a tételnek ezt az érdekes és fontos
alkalmazását bemutassuk, célunk az is, hogy összefog-
lalást adjunk valamennyi esetrõl, ezért sorra vesszük
õket mind. Az áttekinthetõség kedvéért az 1. ábrán il-
lusztráljuk az adott ρ töltéseloszlás és a gömb kölcsönös
helyzetét, illetve a ρ ✶ segédtöltés-eloszlást. Az 1. táb-
lázatban pedig összegyûjtjük a kapott átlagértékeket.

A gömb felszínére, illetve térfogatára történõ
átlagolás gömbön kívüli töltések esetén

�

• 〈ϕK 〉r = R : Segédtöltés-eloszlásunk álljon egy a
gömb középpontjába helyezett Q ✶ ponttöltésbõl, és a
gömb felületén egyenletesen elosztott −Q ✶ töltésbõl.
Ez azért szerencsés választás, mert a gömbön kívüli
térrészben (ahol a ρ töltéseink vannak) a segédtölté-
sekhez tartozó potenciál zérus (ϕ ✶(r>R ) = 0), a göm-
bön belül (ahol ϕ ✶ zérustól különbözõ) viszont nin-
csenek töltéseink (ρ (r<R ) = 0). Így az (1) egyenlet
jobb oldalának zérusnak kell lennie. A ρ ✶ töltéssûrû-
ség csak r = 0-ban és r = R -ben különbözik zérustól,
következésképp az (1) egyenlet bal oldalán az integ-
rálási tartományt külön az origót, külön a gömbfel-
színt „éppen csak hogy” magába foglaló tartományok-
ra bonthatjuk. A gömbfelszínt magába foglaló tarto-
mányra vonatkozó térfogati integrál intuitíve a gömb
felületére vonatkozó felületi integrálként is felfogha-
tó, amelyben a felületi töltéssûrûség konstans
−Q ✶/(4πR 2), ami kiemelhetõ az integrál elé. Az origót
magába foglaló kis tartományban pedig a potenciált

242 FIZIKAI SZEMLE 2021 / 7–8



tekinthetjük ϕ (0) konstans értékûnek, ami kiemelhetõ

1. táblázat

Az elsô oszlop a térerôsség/potenciál felületi/térfogati átlagait
tartalmazza külsô/belsô töltések esetén,

a második oszlopban pedig a segédtöltés-sûrûség látható.

Keresett átlagmennyiség Segédtöltés sûrûség ρ ✶(r)

〈ϕK 〉r = R = ϕ (0) Q ✶

4 π r 2
δ (r ) − Q ✶

4 π R 2
δ (r − R )

〈EK 〉r = R = E(0) Q ✶

4 π r 2
δ (r ) − Q ✶

4 π R 2
δ (r − R )

〈ϕK 〉r < R = ϕ (0) Q ✶

4 π r 2
δ (r ) − Q ✶

V0

H (r ) − H (r − R )

〈EK 〉r < R = E(0) Q ✶

4 π r 2
δ (r ) − Q ✶

V0

H (r ) − H (r − R )

〈ϕB 〉r = R =
Q

4 π ε0

Q ✶

4 π R 2
δ (r − R )

〈EB 〉r = R = 0 Q ✶

4 π R 2
δ (r − R )

〈ϕB 〉r < R = 1
6 ε0 V0

⌡
⌠ ρ (r, θ, φ ) (3 R 2 − r 2) d3r Q ✶

V0

H (r ) − H (r − R )

〈EB 〉r < R = − 1
3 ε0

〈P 〉 Q ✶

V0

H (r ) − H (r − R )

az integrál elé, a ponttöltés töltéssûrûségének integ-
rálja pedig magát a töltést kell, hogy adja. Az (1)
egyenletbõl tehát a következõ adódik:

ahonnan a potenciál felületi átlagára külsõ töltések

(3)

⌡
⌠ ϕ (r) ρ ✶(r) d3r =

= − Q ✶

4 π R 2
ϕ (r) dA + ϕ (0) ⌡

⌠ ρ ✶(r) d3r =

= − Q ✶

4 π R 2
ϕ (r) dA + ϕ (0) Q ✶ = 0,

esetén adódik:

(4)〈ϕ K 〉r = R = 1

4 π R 2
ϕ (r) dA = ϕ (0).

A fenti hosszasabb magyarázatokat elkerülhetjük, ha a ρ ✶ töltés-
rendszert két Dirac-deltát tartalmazó függvény összegeként adjuk
meg. Abban a gömbi koordinátarendszerben, Amelynek közép-
pontja egybeesik a gömb középpontjával, a töltéssûrûség a

függvénnyel adható meg, amelyben az elsõ tag írja le a ponttöltést,

(5)ρ ✶(r) = Q ✶

4 π r 2
δ (r ) − Q ✶

4 π R 2
δ (r − R )

a második pedig a felületit. Belátható, hogy az egyes tagok teljes
térre vett integrálja az elvárásnak megfelelõen Q✶-ot, illetve −Q ✶-ot

ad. Az (5) egyenletbeli töltéssûrûséget behe-
lyettesítve az (1) összefüggésbe, amelynek
jobb oldaláról már beláttuk, hogy zérus:

Elvégezve az integrálásokat, kihasználva a

(6)⌡
⌠
∞

0
⌡
⌠
2π

0
⌡
⌠
1

−1

⎡
⎢
⎢
⎣

⎤
⎥
⎥
⎦

Q ✶

4 π r 2
δ (r ) − Q ✶

4 π R 2
δ (r − R )

ϕ (r, θ, φ ) r 2 d(cosθ ) dφ dr = 0.

Dirac-delta tulajdonságait és megtéve né-
hány egyszerûsítést

adódik, ahol a bal oldal nem más, mint

(7)1
4 π ⌡

⌠
2 π

0
⌡
⌠
1

−1

ϕ (R, θ, φ ) d(cosθ ) dφ = ϕ (0)

〈ϕK 〉r = R , azaz megkaptuk azt az eredményt,
amihez intuitíve eljutottunk.

• 〈EK 〉r = R : Segédtöltés-eloszlásnak
válasszuk ugyanazt, mint 〈ϕK 〉r = R
meghatározása esetén, hiszen ez
esetben a gömbön kívül a térerõs-
ség is zérus. A (2) összefüggés fel-
használásával az

〈EK 〉r = R = E(0) (8)

eredményre jutunk.

• 〈ϕK 〉r < R : Segédtöltés-eloszlásunk
álljon egy a gömb középpontjába
helyezett Q✶ ponttöltésbõl és a
gömb térfogatában egyenletesen el-
osztott −Q✶ töltésbõl. Ekkor a göm-
bön kívül (ahol a töltéssûrûség zé-
rustól különbözõ) a segédtöltések-

hez tartozó potenciál zérus (ϕ ✶(r >R ) = 0), a gömbön
belül (ahol ϕ✶ zérustól különbözõ) viszont nincsenek
töltéseink (ρ (r <R ) = 0). Így az (1) egyenlet jobb olda-
lának zérusnak kell lennie. Az egyenlet bal oldala pedig
két tagból fog állni: az egyenletes töltéssûrûséget, illet-
ve a ponttöltést tartalmazóból, amely utóbbi a (3) össze-
függés megfelelõ tagjával azonos ugyanazzal az indok-
kal. A Green-féle reciprocitási tételt alkalmazva:

amelybõl

(9)
⌡
⌠ ϕ (r) ρ ✶(r) d3r =

= − Q ✶

V0
⌡
⌠ ϕ (r) d3r + ϕ (0) Q ✶ = 0,

adódik a potenciál térfogati átlagára külsõ töltések

〈ϕ K 〉r < R = 1
V0

⌡
⌠ ϕ (r) d3r = ϕ (0)

esetén.
Természetesen a 〈ϕK 〉r = R esetén használt, a kalkulusra jobban

támaszkodó módszer is alkalmazható a

(11)ρ ✶(r) = Q ✶

4 π r 2
δ (r ) − Q ✶

V0

H (r ) − H (r − R )

töltéssûrûség figyelembevételével, ahol H (r ) a Heaviside-féle egy-
ségugrásfüggvény.

�

�

�
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• 〈EK 〉r < R : Segédtöltés-eloszlásnak válasszuk ugyan-
azt, mint 〈ϕK〉r < R meghatározása esetén, hiszen ez
esetben a gömbön kívül a térerõsség is zérus. A (2)
összefüggés felhasználásával az

〈EK 〉r < R = E(0) (12)

eredményre jutunk.

A gömb felszínére, illetve térfogatára történõ
átlagolás gömbön belüli töltések esetén

• 〈ϕB 〉r = R : Segédtöltés-eloszlásunk álljon egy, a
gömb felületén egyenletesen elosztott Q ✶ töltésbõl.
Az (1) egyenlet bal oldala egy Q ✶ szorzó erejéig a po-
tenciál felületi átlagát adja, teljesen hasonló okok
miatt, mint azt például 〈ϕK 〉r = R esetén láttuk. Az (1)
összefüggés jobb oldala pedig

Mindez azt jelenti, hogy abban az esetben, ha vala-

(13)
⌡
⌠ ϕ ✶(r) ρ (r) d3r = ⌡

⌠ Q ✶

4 π ε0 R
ρ (r) d3r =

= Q ✶

4 π ε0 R ⌡
⌠ ρ(r) d3r.

mennyi töltés a gömbön belül van a potenciál felületi
átlaga

ami szemléletesen az a potenciál, ami akkor jönne

(14)〈ϕ B 〉r = R = 1
4 π ε0 R ⌡

⌠ ρ (r) d3r =
Q

4 π ε0 R
,

létre a gömbfelületen, ha az eredõ töltés (∑Q ) a gömb
középpontjában lenne.

• 〈EB 〉r = R : Segédtöltés-eloszlásunk legyen egy, a
gömb felületén egyenletesen elosztott Q ✶ töltés. A (2)
egyenlet bal oldala egy Q ✶ szorzó erejéig a térerõsség
felületi átlagát adja korábbiakhoz hasonló megfonto-
lások alapján. A bal oldal pedig zérus, mivel a gömb-
felületen kívül ρ , azon belül pedig ϕ ✶ zérus. Így

〈EB 〉r = R = 0. (15)

• 〈ϕB 〉r < R : Segédtöltés-eloszlásunk legyen egy, a
gömb térfogatában egyenletesen elosztott Q ✶ töltés.
Ismeretes, hogy az ehhez tartozó potenciál

Az (1) egyenletet felhasználva

ϕ ✶ = ρ ✶

6 ε0

3 R 2 − r 2 .

adódik, amelynek második tagjában a másodrendû

(16)〈ϕ B 〉r < R = 1
6 ε0 V0

⌡
⌠ 3 R 2 − r 2 ρ(r, θ, φ ) d3r

nyomaték a töltéseloszlás ismeretében határozha-
tó meg.

• 〈EB 〉r < R : Segédtöltés-eloszlásunk legyen egy, a
gömb térfogatában egyenletesen elosztott Q ✶ töltés.
A Gauss-tétel értelmében

A (2) egyenlet alapján

E✶ = ρ ✶

3 ε0

r.

ahonnan

(17)
⌡
⌠ E(r) ρ ✶(r) d3r = − ⌡

⌠ ρ (r) ρ ✶

3 ε0

r d3r,

azaz a gömbön belüli töltések gömb középpontjára

(18)⌡
⌠E(r) d3r = − 1

3 ε0
⌡
⌠ ρ (r) r d3r = − p

3 ε0

,

vonatkozó eredõ dipólusnyomatékával arányos. A
térfogati átlag pedig

azaz az átlagos polarizációval arányos.

(19)〈EB 〉r < R = 1
V0

⌡
⌠ E(r) d3r = − 〈P 〉

3 ε0

,

✧
Fenti eredményeink kiemelt fontossággal bírnak a
dielektromos közegek viselkedésének, tulajdonságai-
nak leírásánál. A (19) összefüggésnek például a Clau-
sius–Mosotti-egyenlet [3] kapcsán van kiemelt jelen-
tõsége.

Megjegyezzük, hogy a (18), valamint a (19) egyen-
lethez a [3] hivatkozásban jóval hosszadalmasabban
jutottak el.

Konklúzió

Jelen cikkben bemutattuk, értelmeztük, és egy átlago-
lási problémán keresztül alkalmaztuk a Green-féle
reciprocitási tételt. A tétel egyszerû eszköznek bizo-
nyult az elektrosztatikus térben tetszõleges képzelet-
beli gömbre történõ átlagolás során. Meghatároztuk
az elektromos térerõsség, és a potenciál felületi és
térfogati átlagát azon esetekben, amikor a teret keltõ
töltések a gömbön kívül, illetve azon belül helyezked-
nek el. Az átlagolás Green-féle reciprocitási tételen
alapuló megközelítésére tudomásunk szerint a hazai
és nemzetközi szakirodalomban ezidáig nincs példa.
A cikk második részében további konkrét problémá-
kat fogunk elemezni.
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EGY KÉTTÁBLÁS SIÓFOKI NAPÓRA

1. ábra. Az I. félévi skálán decembertõl júniusig az árnyék lefelé mozog. A II. félévi skálán júniustól
decemberig az árnyék felfelé mászik. A képen az árnyékvetõ pálca végpontjának árnyéka a felirato-
zott 12 órás vonal és tõle jobbra lefelé kanyargó, de nem jelölt 12.30 vonala között van. A vonalak és
az árnyékpont egymás közti vízszintes távolságának arányából becsülhetõ, hogy a kép készítésekor
az idõ 12 óra 21 perc volt. Az árnyékpont feletti és alatti, vízszintes vonalszakaszok távolságának ará-
nyából a „pontos” dátumra következtethetünk. Az árnyékpont feletti vízszintes április 21-ét jelöli, az
alsó május 21-ét, a kettõ közötti különbség alapján a kép körülbelül május 10-én készülhetett.

III. 21.

9 10
11

12

1

2

3

4
tél

nyár

9 10
11

12

1

2

3

4tél

nyár

IX. 22.

2. ábra. Molnár János siófoki mólón elhelyezett napóráját 2014. évi
1. számunkban mutattuk be, a város könyvtárának falára készített
napórájának árnyékvetõje pedig maga az épület.

Molnár János Albert a BME-n szerzett villa-
mosmérnöki oklevelet, ismereteit késõbb
más területekkel bõvítette. 1965-tõl 2000.
évi nyugdíjazásáig az olajiparban dolgo-
zott. 1970-tõl oktat egyetemek elõadója-
ként, az UNIDO szervezésében és a Gábor
Dénes Fõiskolán. 1980-ban doktori dolgo-
zatával társul az Országos Mérésügyi Hiva-
tal Gázipari Hitelesítési Szabályzatainak
elkészítéséhez. 450 oldalas könyve a nap-
órák hagyományos és újdonság értékû
szakismereteinek monográfiája.

Molnár János Albert
mérnök, Siófok

A Siófokra tervezett napóra jel-
legét a hely sugallta alapötlet
határozta meg. A Öreg Halász
vendéglõ kertjébõl nézve az
órát, a függõleges helyzetû,
nagyjából délkelet felé forduló
kerítés síkjában lévõ skálavo-
nalak olyanok legyenek, hogy
az idõegyenleg szerinti javítás-
sal együtt könnyen értelmez-
hetõ rajzolatuk látványos le-
gyen, és egész évben ponto-
san mutassák az idõt. Azaz a
helyi idõt mutató napóra a zó-
naközép szerinti idõeltolódást
és a valódi középidõt is vegye
figyelembe, mintegy percnyi
pontossággal. Ezért az idõ-
egyenleg nyolcas alakú éves
lefutását két félévre kellett
bontani. Az elsõ félévben az
egyik skálalapon kell leolvasni
az árnyék helyzetét, a második
félévben a másikon. Az egy-
szerûbb kivitelezés érdekében
a Föld forgástengelyével pár-
huzamos árnyékvetõnek csak
egy pontja mûködik: a skálára
merõleges rudacska végpont-
jának árnyéka mutatja a zóna-
idõt és az állatövi jegyek sze-
rint görbülõ hónapvonalak
mentén a dátumot is. A táblák
közti váltásra az elsõ félévi
tábla tavaszi virága, a máso-
dikra az õszi szõlõfürt utal.

A magyarországi mintegy 800 napóra közt egyelõre
csak egy fali kétszálas óra van és igen kevés az olyan,
amely a Föld változó keringési sebességét is figyelembe
vevõ korrekció révén a valódi, kiegyenlített középidõt
mutatja. E siófoki napóra e ritka órák számát gyarapítja.
A gondos kivitelezés a balatonszabadi Tari József kõ-
szobrászmester szakértelmét dicséri.
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A FIZIKA TANÍTÁSA

A BOLYGÓK KÖRÜLI HOLDAK SZÁMÁNAK
MEGHATÁROZÁSÁRÓL

Simon Tamás 2013 óta a Budapesti Német
Iskola tanulója. 2019-ben az ELTE TTK kari
TDK-n 2. díjat kapott, 2020-ban a „Jugend
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Simon Tamás
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Eötvös Loránd Tudományegyetem TTK

Cikkünk egy, a bolygók körül keringõ holdak számát
megadó lehetséges becslést mutat be. Ehhez a vizs-
gált bolygók néhány paraméterét kell használnunk,
éppen annyit, hogy bizonyos exobolygókra is megfe-
lelõ közelítést tudjunk adni. A legfontosabb paramé-
ter minden esetben a csillag és a bolygó tömegének
aránya és a két égitest közötti átlagos távolság (illetve
a bolygó pályájának fél nagytengelye). Az itt bemuta-
tott modell kiindulási pontja mindig a bolygó körüli
anyag tömege, majd a holdak tömeg szerinti eloszlá-
sa. Megmutatjuk, hogy a holdpályák eloszlásának
köze van a bolygó tengely körüli forgásának periódu-
sához, továbbá, hogy néhány exohold megfigyelésé-
vel még több paramétert nyerhetünk az exoholdak,
illetve maga az exobolygó lakhatóságáról.

Bevezetés

2018. évi bejelentés szerint [1] megtalálták az elsõ
exoholdat, ám késõbb kiderült, hogy az észlelt jelen-
séget valószínûleg nem egy hold okozta. Mivel tehát
még nem ismerünk egyetlen exoholdat sem, érdekes-

nek tûnik az ötlet, hogy ezt a keresési folyamatot mi-
ként lehetne gyorsítani. Gondoljunk bele, hogy míg a
90-es években alig ismertünk exobolygókat, addig
2020-ban már több mint 4000-et tartunk számon. Va-
lószínûleg hasonló lehet a helyzet az exoholdakkal,
csak méretük miatt a folyamat késõbb indul el. Ezt a
folyamatot azonban egy megfelelõ „szûrõvel” (amely
kiszûri a holdak gazdabolygóit) felgyorsíthatjuk, majd
az elsõ néhány exohold felfedezése után még köny-
nyebb lesz újakat találni.

Elmélet
Holdak

A holdak számának meghatározásánál az elsõ lépés,
hogy definiáljuk a hold fogalmát. A holdak olyan égi-
testek, amelyek egy bolygó körül keringenek. A cikk-
ben csak a szabályos holdakkal foglalkozunk, amelyek
a bolygóval együtt keletkeztek, és majdnem kör alakú
pályájuk egy síkban helyezkedik el a többi holdéval.
Emiatt a Föld és a Mars holdjai nem tekinthetõk szabá-
lyos holdaknak, mert a Mars holdjai befogott aszteroi-
dák, a Föld holdja pedig egészen érdekes módon ke-
letkezett [2], ami semmiképpen sem az általános kelet-
kezési mód. Modellünk szempontjából fontos megem-
líteni, hogy a holdak számát csak egy bizonyos tömeg-
érték fölött határozhatjuk meg, tehát definiálnunk kell
egy olyan tömegértéket, amely alatt egy égitestet nem
nevezünk holdnak. Ez azért fontos, mert ahogy egyre
kisebb holdakat tekintünk, annál többet találunk belõ-
lük, és nem akarunk több millió, néhány kilogrammos
követ holdakként feljegyezni. Ezt a határt lehet variál-
ni, de nem érdemes túl magasra állítani, mert akkor
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kevés holdra tesztelhetjük az elméletet, viszont túl

1. ábra. A Lagrange-pontok által közrefogott terület, ahol a bolygó
„porszívózik” [5].
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2. ábra. Azonos sugarú körpályák találkozási pontjai.

alacsonyra sem érdemes, mivel rengeteg kis tömegû
felfedezetlen hold van a Naprendszerben, és így nem
kapnánk pontos eredményeket.

Így a minimális tömeget a következõ értéknek vá-
lasztottuk:

mmin = 1013 kg. (1)

Ez a tömeg nagyjából akkora, mint a Szaturnusz Me-
thone nevû holdjáé, ami a legkisebb pontosan ismert
tömegû hold a Szaturnusz körül, és a Jupiter körül is
hasonló a határ.

A modell alapjai

Most, hogy definiáltuk a holdak fogalmát, következõ
lépésként hasznos lenne a bolygó körül keringõ
anyagmennyiség tömegébõl kiindulni, mivel a termé-
szetes holdak ebbõl alakultak ki.1 Ahhoz, hogy meg-

1Léteznek olyan holdak is, amelyek nem természetesek, tulaj-
donképpen „befogott” aszteroidák. Az ilyen holdakat ebben a cikk-
ben nem tárgyaljuk.

kapjuk, hogy egy csillagrendszerben mekkora az
anyag tömegsûrûsége a csillagrendszer egy bizonyos
pontján, a csillag keletkezését kell vizsgálni. Ezt a fo-
lyamatot a Nice-modell [3] írja le, miszerint a Nap-
rendszer (és más csillagok bolygórendszerei) egy for-
gó gázkorongból alakultak ki, amiben nagyobb kõda-
rabok „gravitációs porszívóként” mûködtek, és így a
pályájukat kitakarították, amibõl kialakultak a boly-
gók. Azonban nem az összes „felporszívózott anyag”
lett a bolygó része, az anyagnak egy kis hányada pá-
lyára állt, és ezekbõl alakultak ki a holdak. Felada-
tunk tehát az, hogy összeszámoljuk, mennyi anyagról
van szó. Ehhez használnunk kell a gázkorong felületi
sûrûségét. Ez azért hasznos, mert így nem kell a forgó
gázkorongnak a korong síkjára merõleges struktúrájá-
val foglalkoznunk, hanem elég csak síkban gondol-
kozni. Erre a felületi sûrûségre felírhatunk egy egy-
szerû relációt a távolság szerint [4]:

(2)
σ (r ) ∼ r

− 3
2 ,

ahol σ a felületi sûrûség, és r a csillagtól vett távol-
ság. A számolások során használandó A felület az a
körgyûrûfelület, amit a két Lagrange-pont (L1 és L2)
fog közre egy keringési periódus alatt. A Lagrange-
pontok távolsága pontosan megegyezik az úgyneve-
zett Hill-szféra sugarával. Ez az a (nagyjából gömb
alakú) terület egy bolygó körül, ahol a bolygó gravi-
tációsan dominál, ezen kívül viszont a csillag domi-
nánsabb. Az L1 és L2 Lagrange-pontok is éppen a
Hill-szféra sugaránál helyezkednek el körpálya ese-
tén, ami logikus, hiszen itt egyenlítõdnek ki a csillag-
tól és a bolygótól származó gravitációs erõk. Ez a
terület azért lesz fontos nekünk, mert holdak csak itt
alakulhatnak ki. Azért lehet ezt a területet használ-
nunk, mert az ebben a bizonyos (korongként közelít-
hetõ) hengerben keringõ anyag, egyszer biztosan
érinti a Lagrange-pontok által közrefogott területet
(1. ábra ). (Egy egységnyi fél nagytengelyû objektum
különbözõ inklinációkra valójában nem egy lapos
henger alakú „területet”, hanem egy gömböt ad, de
kis inklinációkra ezt egy kellõen lapos hengernek
tekinthetjük, mivel a tömeg jelentõs része a síkban
helyezkedik el.) A 2. ábrán láthatjuk a síkban kerin-
gõ objektum és egy bizonyos inklinációjú objektum
érintkezési pontjait.

Elliptikus pálya esetén egy idõ után a precesszió
miatt ugyanígy találkozni fog a síkban keringõ objek-
tum a másik objektummal. Ezek az állítások bizonyít-
ják, hogy egy bolygó képes felszedni az összes anya-
got, amely az általa meghatározott körgyûrûn kering.
Ezért fontos, hogy a számításba vett bolygók már elég
idõsek legyenek ahhoz, hogy a számukra rendelke-
zésre álló tömeg nagy részét felszedjék (tulajdonkép-
pen ez maguknak a bolygóknak a definíciója), erre a
Naprendszer tökéletes példa.

Ezt az A felületet a következõ módon lehet megha-
tározni:

ahol a a bolygó fél nagytengelye, és

(3)A = π [a + rH ]2 − [a − rH ]2 = 4 π a rH ,

a bolygó Hill-sugara. Ezt a területet még meg kell

rH ≈ a
3 m

3 M

szorozni egy paraméterrel, amely azt jellemzi, hogy
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milyen könnyen tud egy bolygó anyagot maga köré

3. ábra. A Szaturnusz (nagy) holdjainak tömeg szerinti eloszlása
logaritmikus skálán (a vízszintes tengelyen a holdak csökkenõ tö-
meg szerint vannak sorrendbe állítva).
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4. ábra. Fölül: a Jupiter szabályos holdjainak tömeg szerinti eloszlá-
sa összehasonlítva az elméleti eloszlással logaritmikus skálán, ahol
κ = 10−4 és c = 1,5 10−6. Alul: a Szaturnusz szabályos holdjainak tö-
meg szerinti eloszlása összehasonlítva az elméleti eloszlással loga-
ritmikus skálán, ahol κ = 10−4 és c = 2,5 10−6.
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akkretálni. Ez arányos lesz a bolygó tömegével és
pályájának sugarával.

ahol μ a gyûrûn elhelyezkedõ össztömeg, m a bolygó

(4)σ = μ
A

⇒ μ = c 4 π rH m a ,

tömege és c az arányossági tényezõ a (3) egyenlethez.
Elsõ közelítésben c -t tekintsük konstansnak.

Az eddigiek alapján – a bolygó tömegének ismere-
tében – kiszámíthatjuk egy bolygó körül keringõ hol-
dak össztömegét. Nehézség, hogy a holdak nem is-
mert tömegûek, így számukat nem tudjuk megállapí-
tani. Ennek áthidalására vizsgáljunk meg egy példát a
holdak tömegének eloszlására a Szaturnusznál!

A 3. ábrán látható, hogy a holdak tömeg szerint
nagyjából exponenciális eloszlást követnek, amely a
függõleges tengely logaritmikus skálázása miatt lineá-
risnak látszik. Emögött az empirikus magyarázat a
következõ: a holdak kialakulása hasonlóan modellez-
hetõ, mint egy bolygórendszer kialakulása. A nagyjá-
ból homogén gázkorongban a bolygó körül elõször
kialakul egy kisebb csomó, ami a gázkorong egy bi-
zonyos százalékát fel tudja szedni, és ez így folytató-
dik a többi kisebb csomóval is. Emiatt a természetes
holdaknál arra számíthatunk, hogy az n -edik legna-
gyobb tömegû hold ugyanannyiszor nagyobb tömegû
az n+1-ediknél minden n -re.

Definiáljunk tehát egy olyan függvényt, amely leírja
a tömegeloszlást:

M (n ) = debn, (5)

ahol n egy adott hold csökkenõ tömeg szerinti sorszá-
ma, d és b pedig a bolygótól függõ paraméterek. Tud-
juk, ha összeadjuk az összes hold tömegét, akkor
megkapjuk a gyûrûn elhelyezkedõ tömeget. Ezt a
következõképpen írhatjuk fel:

Mivel exponenciálisan változó tagokat összegzünk,

(6)
N

n = 1

M (n ) = μ .

ezért az összeg a következõképpen közelíthetõ, figye-

lembe véve, hogy a tömeg nagyon gyorsan tart nullá-
hoz (és elméletileg végtelen számú „hold” kering az
exponenciális szabály miatt):

Ezt az összeget már egyszerû lesz kiszámolni, mivel

(7)
N

n = 1

M (n ) ≈
∞

n = 1

M (n ).

egy mértani sor. Tehát:

Megfigyelhetjük azt is, hogy ha n = 0, akkor M (0) = d,

(8)
μ ≈

∞

n = 1

d e−bn = d

e b − 1
⇒

⇒ d ≈ c 4 π rH m a e b − 1 .

ebbõl következik, hogy

Kérdés, hogy van-e M (0)-nak fizikai jelentése. Tud-

(9)M (0) ≈ c 4 π rH m a e b − 1 .

juk, hogy M (1) a legnagyobb hold tömege, aminél fel-
tételezzük, hogy arányos a bolygó tömegével. Ugyan-
ez a helyzet a kisebb holdakkal is, csak azoknál ki-
sebb az arányossági konstans. Ebbõl származik az,
hogy M (0) szintén arányos a bolygó tömegével, tehát
M (0) ∼ m. Legyen az univerzális arányossági állandó
κ. Ezt felhasználva a (9) egyenlet átírható:
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≈ (10)

5. ábra. Fölül: az Uránusz szabályos holdjainak tömeg szerinti el-
oszlása összehasonlítva az elméleti eloszlással logaritmikus skálán,
ahol κ = 10−4 és c = 2,5 10−6. Alul: A Neptunusz szabályos holdjai-
nak tömeg szerinti eloszlása összehasonlítva az elméleti eloszlással
logaritmikus skálán, ahol κ = 10−4 és c = 4 10−7.
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6. ábra. A c „konstans” (illesztésbõl származó adatpontok) a fél
nagytengely függvényében a négy gázbolygóra kiszámítva.

c
(1

0
)

–6

2,5

2,0

1,5

1,0

0,5

0,0

Szaturnusz

Jupiter

Uránusz

illesztett adatpontok
Neptunusz

5 10 15 20 25 30
a, bolygó fél nagytengelye (CSE)

7. ábra. A c (r ) paraméter a fél nagytengely függvényében a négy
gázbolygóra kiszámítva és az elméleti definícióval összehasonlítva.
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κ m c 4 π rH m a e b − 1 .

Ebbõl a b paraméter is meghatározható:

Végül meghatározhatjuk a tömegeloszlást leíró függ-

(11)

e b − 1 = κ
4 π rH c a

⇒

⇒ b = ln
⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

κ
4 π rH c a

+ 1 .

vényt a következõ módon:

Itt a konstansokat mind meg lehet határozni a Nap-

(12)
M (n ) = κ m e

− ln κ
4 π rH c ⎯a

+ 1 n

=

= κ m
⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

κ
4 π rH c a

+ 1
−n

.

rendszer holdjainak ismert adataiból. A 4. és 5. ábra
mutatja, hogy miként néz ki az eloszlás a Naprendszer
gázbolygóinak holdjaira.

Elméletünket igazolja, hogy a κ konstans tényleg
minden bolygóra állandó, viszont a c konstans az

Uránuszra és a Neptunuszra már eltérõ értéket ad
(6. ábra ). Lássuk, hogyan néz ki ez az eddig kons-
tansnak gondolt paraméter, a fél nagytengely függ-
vényében.

További kérdés, hogy miért nem állandó ez a para-
méter? Azt írtuk, hogy a felületi sûrûség egy csillag-
rendszerben arányos r−3/2-nel. Ez viszont csak bizo-
nyos intervallumokban igaz, és túl közel vagy távol a
csillagtól más lesz az eloszlás. Definiálhatunk egy
pontosabb eloszlást [4] Sanford S. Davis munkája
alapján, amely az egész rendszerben le tudja írni a
felületi sûrûséget (a távolság CSE-ben értendõ):

ahol β a csillagrendszer korával arányos paraméter és

(13)
σ = δ

exp
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

− 2 r 3/2

27 π β
r β 4/3

,

δ egy adott csillagra jellemzõ paraméter. Legyen mos-
tantól c egy r -tõl függõ paraméter:

Így mostantól elég kiszámolnunk a c paramétert egy

(14)
c (r ) = δ r 3/2

exp
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

− 2 r 3/2

27 π β
r β 4/3

.

bolygóra, és használhatjuk a korábbi tömegeloszlás-
egyenletet. Nézzük most meg, hogy a 6. ábrán lévõ c
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értékei mennyire hasonlítanak az elõbb definiált c (r ) 1. táblázat

Naprendszerbeli bolygók szabályos holdjainak száma
összehasonlítva a korábban bemutatott elmélettel

bolygó szabályos holdak
valós száma

elmélet által jósolt
N szám

Merkúr 0 1,37±0,05

Vénusz 0 2,09±0,09

Föld 0 2,36±0,11

Mars 0 2,15±0,11

Jupiter 8 12,6±2,10

Szaturnusz 22 18±40

Uránusz 18 20±40

Neptunusz 8 19±40

8. ábra. Az összes eddig ismert exobolygó pontként jelölve, amelyeknek a tömege és a csillag töme-
gének és a bolygó fél nagytengelyének aránya van összehasonlítva, ez utóbbi logaritmikus skálán.
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elméleti paraméterhez (7. ábra ).
Az eddigiekben feltételeztük, hogy a bolygók mind

– megközelítõleg – körpályán keringenek, azaz a fél
nagytengelyük egyenlõ a pálya sugarával, ezért tud-
juk a két értéket cserélgetni, a valóságban a kettõ
nem teljesen ugyanaz. Ezen kívül az eloszlás szépen
követi a bolygókra illesztett adatpontokat. A két új
bevezetett érték δ = (6,5±2,55) 10−7 és β = 1,5, ame-
lyek egy bizonyos csillagrendszerre állandók. δ a csil-
lagrendszer tömegétõl és eredeti perdületétõl függ, β
pedig a csillag korától.

Végsõ soron meghatározhatjuk a bolygók körül
keringõ holdak számát azzal a trükkel, hogy tudjuk,
hogy a legkisebb holdnak legalább mmin tömegûnek
kell lennie, és e hold sorszáma pontosan egyenlõ a
holdak számával, vagyis:

Amibõl következik:

(15)

mmin = κ m
⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

κ
4 π rH c a

+ 1
−N

⇒

⇒ ln
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

mmin

κ m
= −N ln

⎛
⎜
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⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

κ
4 π rH c a

+ 1 .

Itt fontos, hogy N -re nem kapnánk egész számot,

(16)N =

ln ⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

κ m
mmin

ln
⎛
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⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

κ
4 π rH c a

+ 1

.

ezért a korábbi érvelés alapján egész részre kell kere-
kíteni a kapott értéket. Az 1. táblázat tartalmazza,
hogy modellünk alapján milyen adatokat kapunk a
Naprendszer egyes bolygóira.

Látjuk, hogy az eredmé-
nyek ahhoz képest viszonylag
jók, hogy nagyon összetett és
kaotikus tulajdonságokkal is
jellemezhetõ rendszer egyik
tulajdonságát akarjuk megál-
lapítani kevés paraméter alap-
ján. A gázbolygóknál a valós
holdszám – legtöbb esetben –
hibahatáron belül van, és
látszik, hogy elméletünk a
kisebb bolygóknál nagyobb
holdszámot feltételez. Ez
azért van, mert kisebb boly-
góknál nem annyira reális az
a közelítés, hogy a bolygót és
a holdat kéttestproblémaként
kezeljük. Ha ugyanis egy ki-
sebb tömegû bolygóról van
szó, akkor a csillag és egyéb
nagy, közeli bolygók hatása
miatt a hold nem a megszo-

kott ellipszis alakú pályán kering, és emiatt az idõk
folyamán a szabályos holdak nem maradnak stabilak.
Ez nem jelent nagy problémát, mivel a hiba nem túl
nagy, és egyébként is a nagyobb holdrendszerekre
fókuszálunk. Ami látszik még, hogy a Neptunusznál
sokkal több holdak jelez az elmélet. Ez azért nem
mond ellent a modellünknek, mert a Neptunusz körül
lehetséges, hogy vannak még felfedezetlen, kisebb
szabályos holdak. A legkisebb ismert szabályos hold a
Neptunusz körül (Hippocamp), ezerszer nagyobb
tömegû, mint az általunk definiált alsó tömeghatár.

Lássunk akkor egy ábrát az összes ismert exoboly-
góról (amelyek releváns paraméterei is ismertek) [6],
ahol tömegüket összehasonlítjuk a csillag tömegének
és a bolygó fél nagytengelyének arányával (8. ábra )!

Ez az ábra összefoglalja minden eddigi ismeretün-
ket az exobolygókról, és a cikkben tárgyalt modellt,
ami alapján választ kapunk a kérdésre, hogy hova
érdemes néznünk. Láthatjuk, hogy az eddig felfede-
zett holdakat három nagyobb csoportra oszthatjuk.
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Ezek azért lesznek lényegesek, mert a kisebb boly-

9. ábra. Az összes eddig ismert exobolygó holdjainak legvalószínûbb száma (logaritmikus skálán)
a bolygópálya fél nagytengelye függvényében.

200

20

2

100

10

1

50

5

0

a, exobolygó fél nagytengelye (CSE)

N
, e

xo
h

o
ld

ak
sz

ám
a

kis bolygók, közel a csillagukhoz

nagy bolygók, közel a csillagukhoz

nagy bolygók, távol a csillaguktól

0,005 0,01 0,1 1 2 5 10 100 4000

góknál a Naprendszerben is nagyobb becsült értéket
kaptunk, mivel nem számoltunk az instabilitással. Ez
azt jelenti, hogy a kis exobolygóknál is valószínûleg
túl nagy számot fogunk kapni. A 9. ábra megmutatja,
hogy melyik bolygó birtokolja potenciálisan a legtöbb
holdat, és ebbõl megtudhatjuk, hogy hol érdemes
exoholdat keresni.

Látható, hogy minden exobolygóra nagyságrendi-
leg reális eredményeket kapunk, ami jelzi, hogy az
elmélet jól mûködik. Szintén megfigyelhetjük, hogy a
legtöbb holdra olyan óriásbolygók körül számítha-
tunk, amelyek körülbelül 20 CSE távolságra vannak
központi csillaguktól. A jelenleg ismert exobolygók
közül a legtöbb holdat legvalószínûbben a HR 2562 b
jelû bolygó körül találhatunk, modellünk szerint vár-
hatóan 167±56 szabályos holdja van. A probléma csak
az, hogy a bolygó olyan nagy tömegû, hogy talán már
nem is lehet bolygónak nevezni, inkább barna törpe
[7] tömegû, de ma még bolygó besorolású égitest.
Láthatjuk az ábrán azt is, hogy nagyon távoli bolygók-
nak nincsen egy holdjuk sem, ami azért van, mert itt
nagyon alacsony a felületi sûrûség, és emiatt nincs
elég tömeg a holdak kialakulására. Az ábrán szintén
megfigyelhetõ, hogy sok olyan kis bolygó van, ame-
lyik közel van a csillagához, ennek ellenére mégis van
1-2 holdja. Ez a szituáció ismerõs lehet, hiszen ugyan-
ez a probléma adódott a Naprendszernél is. Ugyan-
úgy a stabilitás figyelembevételének hiánya okozza
ezt a pontatlanságot. Ha ezzel is számolnánk, valószí-
nûleg nagyjából eggyel csökkenne a holdak száma a
csillagukhoz közeli kis bolygóknál.

Keringési idõk, pályák

Ebben a részben néhány további paramétert tárgya-
lunk, amelyek a holdak fontos tulajdonságait határoz-
zák meg. Ezenkívül megvizsgálunk egy effektív kere-

sési módszert a lakható exo-
holdakra, és általánosságban
a különbözõ hõmérsékletû/
méretû exoholdakra.

Kezdjük a holdak pályael-
oszlásával. Ha már tudjuk,
mekkora a legnagyobb hold
tömege, és hogyan oszlanak
el a holdak tömeg szerint egy
bolygó körül, akkor még to-
vábbra is ismeretlen a holdak
fél nagytengely szerinti elosz-
lása. Két alapvetõ határt meg-
határozhatunk: a holdak nem
keringhetnek közelebb a
Roche-határnál [8] és a Hill-
szférán belül kell keringe-
niük, viszont általában inkább
a Hill-sugár felével szoktak
számolni, mivel ténylegesen
ezen belül maradnak stabilak
a holdak [9]. A holdak bolygó

körüli keringésének periódusára felírható egy, a Ti-
tius–Bode-szabályhoz hasonló reláció [10]:

Tk = Tc αk, (17)

ahol Tc és α adott bolygóra jellemzõ állandók, k pedig
a holdak növekvõ pályasugár szerinti sorszáma. A
megfigyeléseken alapuló empirikus tapasztalatunk
szerint α egy kis pozitív egész szám gyöke [10]. Emel-
lett definiáljuk T0 = Tc /α -t, és a Naprendszer bolygóin
alapuló megfigyelési tapasztalat, hogy

ahol Tp a bolygó (saját tengely körüli) rotációs perió-

(18)
T0

Tp

≈ 1,077 ⇒
Tc

α Tp

≈ 1,077,

dusa. Ez a reláció kétféleképpen is hasznos lehet:
• a bolygó rotációs periódusának megállapítása

néhány hold keringési periódusának ismeretében,
• a holdak pályasugarának becslése a bolygó rotá-

ciós periódusának ismeretében.
Fontos megjegyezni, hogy az elsõ lehetõség egye-

lõre nem releváns, mivel egy exobolygó körül kerin-
gõ több exohold felfedezésétõl még elég távol állunk.
A második lehetõséget már most is használhatjuk,
például a β Pictoris b exobolygónál, amelynek rotá-
ciós periódusát [11] a következõ módon állapították
meg: a bolygót elég nagy pontossággal tudták lefotóz-
ni ahhoz, hogy a két szélsõ részén lévõ spektrumvo-
nal-eltolódás látható lett, és ebbõl a Doppler-effektus
alapján meg lehetett állapítani a rotációs periódust.
Ennek értéke körülbelül 8,1 óra. Így T0 ≈ 8,7 óra. Néz-
zük most meg, hogy ennek az exobolygónak hány
holdja lehet, amibõl a pályasugarakat állapíthatjuk
meg, ha már tudjuk, hogy α melyik kis pozitív egész
szám gyöke. Mivel a csillag még elég fiatal, ezért
holdjainak számára 0 jön ki, viszont megvizsgálhat-
juk, mi lesz a jövõben, ha megmaradnak a csillag és
bolygó paraméterei. Amikor a csillag annyi idõs lesz,
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mint jelenleg a Nap, akkor a bolygónak már 8 szabá-

10. ábra. A Jupiter és a β Pictoris b lehetséges holdrendszerének
összehasonlítása a holdpályák nagysága alapján.

b Pictoris b holdjai

Galilei-holdak

központi bolygó

lyos pályán keringõ holdja várható. Vizsgáljuk meg
általánosságban, hogy α -ra mekkora a lehetõ legna-
gyobb érték:

A β Pictoris b esetében αmax ≈ 2,8. Ez nem azt jelen-

(19)

αN
max =

TN

Tc

=
2 π

r 3
H

G m
1,077 αmax Tp

⇒

⇒ αmax =

⎛
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⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

2 π
r 3
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G m
1,077 Tp

1
N + 1

.

ti, hogy α = 2,8, ez csak egy maximális érték, hogy
holdak ne keringjenek a Hill-szférán kívül. Ha azzal
számolunk, hogy holdak nem keringhetnek a Hill-
sugár felénél nagyobb pályasugárnál [9], akkor α <
2,5. Nézzük most meg, mekkora α legkisebb értéke. A
Roche-határ értéke:

ahol rh,n az n -edik hold sugara. A kérdés most már

(20)rRoche = rh, n

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

2 m
M (n )

1
3 ,

csak az, hogy mekkora a legbelsõ hold tömege és
sugara. Egyelõre figyeljük meg, hogy ezeket nem is
kell tudnunk, mivel az elõzõ egyenletet a hold sûrûsé-
gére átírhatjuk, amit majd a következõ becsléssel szá-
molhatunk:

Számoljunk egy átlagosnak gondolható kõzethold

(21)
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sûrûségével, ρn ≈ 3000 kg/m3. Így a β Pictoris b
Roche-sugara körülbelül 1,54 108 m, tehát a legbel-
sõ hold pályájának sugara nem lehet ennél kisebb.
Tudjuk, hogy a legbelsõ hold pályájának periódusa
Tc α, tehát

Jelen esetben ez azt jelenti, hogy α > 0,56, tehát α

(22)

Tc α > 2 π
r 3

Roche

G m
⇒

⇒ α 2 > 2 π
1,077 Tp

r 3
Roche

G m
.

lehetséges értékei a következõk: 1, , , 2, ,2 3 5

. A Naprendszerben α -ra tipikus értékek és 26 2
között vannak, ezért tegyük fel, hogy a β Pictoris b-re
α = , mivel ez a lehetõségek közül egy közbensõ3
érték, ami valószínû a pályák stabilitása miatt. Emiatt
Tc ≈ 54 400 s. Nézzük akkor meg, hogyan nézhet ki a
β Pictoris b körüli holdrendszer összehasonlítva a
Jupiter Galilei-holdjaival (10. ábra ).

Exoholdak felszíni hõmérséklete

Nagy elõny a többi bolygóval szemben, hogy a β Pic-
toris b esetén becslést tudunk adni arra, hogy a szabá-
lyos holdjai hol helyezkednek el. Emlékezzünk vissza,
hogy a tömegeloszlás alapján a tömegüket is meg
tudjuk állapítani:

Nézzük meg, hogy vajon lakhatók-e ezek a holdak,

(23)M (n ) = κ m
⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

κ
4 π rH c a

+ 1
−n

.

vagyis végezzünk becslést a felszíni hõmérsékleteik-
re. Ezt az értéket egyszerûen a csillag luminozitásá-
ból számolhatjuk ki. Felhasználjuk, hogy a holdat érõ
besugárzott teljesítmény ugyanakkora, mint az abból
távozó. Ha a Stefan–Boltzmann-törvénybõl levezet-
jük az egyenletet a hõmérsékletre, akkor a követke-
zõt kapjuk:

ahol α a hold albedója, Lstar a csillag luminozitása és σ

(24)

(1 − α ) 1
4

Lstar

4 π a 2
= σ T 4 ⇒

⇒ T =

4

(1 − α )
Lstar

16 σ π a 2
,

a Stefan–Boltzmann-állandó. Nehézség, hogy a köz-
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ponti bolygó nagy hatással lehet a holdra. Két hatást
kell megemlítenünk: az elsõ (és jelentõsebb) hatás a
bolygóból származó árapályfûtés [12], ami a gravitá-
ciós energiából származik. Ezt a következõképpen
kaphatjuk meg:

ahol k2 az úgynevezett Love-szám, Q a jósági tényezõ,

(25)Ltidal = 21
2

k2

Q

G m 2 r 5
h, n n e 2

a 6
n

,

n a hold középmozgása, e a hold pályájának excentri-
citása és an a hold pályájának fél nagytengelye. Ez az
energia a hold felszínén hõként jelenik meg. A követ-
kezõ hatás a Kelvin–Helmholtz-mechanizmus [13],
ami magából a bolygóból származó luminozitás. Ezt a
Naprendszerben a Jupiternél lehet a legjobban megfi-
gyelni, és az egész abból ered, hogy a bolygó lassan
zsugorodik. Erre a következõ (empirikus) egyenletet
lehet felírni:

ahol η a bolygó degenerációjának mértéke, KR a

(26)
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J
s

,

bolygó anyagának Rosseland-opacitása, M a Nap
tömege (mint tömegegység), μe a barionok száma
elektrononként, ε az egyenletet leíró differenciál-
egyenletben szereplõ mértékegység nélküli paramé-
ter, μ a molekuláris tömeg és ψ a bolygóban lévõ gáz
degenerációjától függõ paraméter. Ezeket a paramé-
tereket kifejezhetjük egyértelmûbb paraméterek
függvényeként, de lényeges, hogy lássuk, a holdakra
két másik hatás is felléphet, tehát a lakható zóna kij-
jebb tolódik. Ez azt jelenti, hogy ott is lakható körül-
ményekre számíthatunk holdaknál, ahol eddig talán
nem gondoltuk.

Konklúzió

Láttuk, hogy egy bolygó néhány jellemzõ paraméteré-
bõl becslést lehet adni szabályos holdjainak számára.
Talán még lényegesebb, hogy az egyes holdak tömegét
és a bolygó rotációs periódusából a pályájuk sugarát is
ki tudjuk számolni, ezenkívül a hõmérsékletükre is
pontosabb becslést adhatunk. Láttuk azt is, hogy a
Naprendszerben lévõ néhány nagyobb holdrendszerre
jó eredményeket kaptunk, és megsejtettük, hogy a
Neptunusznak valószínûleg több szabályos holdja van,
mint ahányat ismerünk. Továbbá exobolygók holdjai-
nak paramétereire is tudunk becslést adni, ami effektív
keresõalgoritmus lehet exoholdak felfedezéséhez.
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ményének a 2011-es világbajnoki elõdön-
tõn betöltött másod-játékvezetõi szerepét
tekinti. Foglalkozását tekintve mûszaki
pályán, monitoring-szakértõként dolgozik
az ECO-TEC Mûszaki-Gazdasági Tanács-
adó Kft. mérnökszervezetnél.

Jaloveczki József 1983-ban végzett az ELTE
TTK fizika–kémia tanári szakán. 2015-ben
az ELTE Fizika Tanítása Doktori Iskolájá-
ban summa cum laude minõsítéssel védte
meg doktori disszertációját Nemlineáris
jelenségek vizsgálata diákköri-szakköri
munkában címmel. Jelenleg fizikát és ké-
miát tanít a bajai Szent László ÁMK közép-
iskolájában.

Renkus Tibor a magyar biliárdélet egyik
meghatározó alakja, a karambol típusú
széria biliárdjátékok többszörös országos
bajnoka. Legnagyobb eredményének a 15
országos bajnoki címét tartja. Saját épület-
gépészeti céget vezet.

1. rész: a masszé (ívelt) lökés bemutatása és annak fizikai alapjai
Jaloveczki Gábor

ECO-TEC Műszaki-Gazdasági Tanácsadó Kft., Budapest

Jaloveczki József
Szent László ÁMK, Baja

Renkus Tibor
egyéni vállalkozó, épületgépészet, Érsekcsanád

„A biliárd nem más, mint a tervezés magasiskolája.
Nemcsak játék, hanem sokat ígérõ sportmûvészet,
amelyhez egy sakkjátékos elméje és egy koncertzon-
gorista keze szükséges.”

Albert Einstein
(ismeretlen keltezés)

Magyarországon az I. világháború elõtt virágkorukat
élték a kávéházak. Meghatározásuk szerint „a kávé-
ház eredetileg kávé fogyasztására szakosodott ven-
déglátó-ipari egység volt, amely késõbb éttermi, cuk-
rászdai, társasjátéki, sõt szórakoztató funkciókat is
ellátott, és a társasági élet fontos színterévé vált”.
Sokan nem tudják, hogy egy kávémérõ hely csak
akkor hívhatta magát kávéháznak, ha volt benne
biliárdasztal. Emiatt nevezik még manapság is az
idõsebbek a kis méretû karambolasztalokat „kávé-
házi asztalnak”.

A karambol biliárd hagyománya azonban a világ-
háborúk után háttérbe szorult a pool és a snooker bi-
liárdjátékokkal szemben. Ennek egyik oka a háborúk
miatt Európában állomásozó amerikai és brit haderõk
kulturális hatása, majd késõbb a televíziókban megje-
lenõ filmek voltak. Szerepet játszott a BBC azon dön-

tése is, hogy olyan sportágat kerestek, ami meggyõzi
az embereket a színes tévé elõnyeirõl, miáltal a leg-
színesebb golyókat felvonultató biliárdjátékokat vá-
lasztották. Napjainkra Magyarországon mindössze
pár olyan település maradt, ahol a lakosság alapértel-
mezett biliárd játékneme a karambol, amelyet lyuk
nélküli asztalon, többnyire három golyóval játszanak.
Miközben az emberek többsége soha nem hallott
lyuk nélküli biliárdasztalokról, a kisebb falvakban
ténykedõ karambolpárti közösségek, idegenkedve,
csak „lyukas asztal”-nak nevezik a mások számára
egyetlen biliárdot jelentõ poolasztalokat. A biliárdfaj-
tákban járatos sportkedvelõk tudják, hogy nem csak
az asztalok, de a golyókészletek, dákófajták, sõt, a
biliárdasztalt borító posztótípusok is megkülönbözte-
tik a játéknemeket. A golyókat színük és átmérõjük
alapján különböztetik meg, alapanyaguk nagyrészt
hasonló mûanyag. Dákók tekintetében megkülön-
böztetünk pool, snooker, karambol és pyramid típu-
sokat, de a karambol, azon belül is a mûlökés (ango-
lul: artistic billiard ) igényli a legszélesebb palettát:
háromfalas, csettenõ, piké-masszé dákókat is hasz-
nálnak, mindezeket a játékos ízlésének és technikájá-
nak megfelelõ rugalmasságú spiccekkel (a kétrészes
dákó elsõ része) és keménységû bõrökkel ellátva,
egyénileg kisúlyozva.

Cikkünkben az – egyébként csak könyvterjede-
lemben tárgyalható – biliárdfizika hátterébõl csupán
a masszé lökést elemezzük. Ez ritkán része az alap-
szintû játékképnek, legfeljebb kiszorított (vagyis:
amikor a játékos a játékmenet szerint eltalálandó
golyót egy másik golyó vagy az asztal része miatt
„nem látja”, azaz egyenes lökéssel teljes egészében
közvetlenül eltalálni nem tudja) helyzetekbõl való
menekülésre szolgál, ugyanakkor a mûlökés magá-
tól értetõdõ része, számos hivatalos biliárdfigura fõ
technikai eleme.
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Megismertetésével és további cikkeink témáival a

1. ábra. A dákó közel 13 cm-es úton felgyorsulva lökte meg a piros golyót.

200 mm

670,47 mm126,6 mm

2. ábra. A golyó sebességváltozása (függõleges tengely) a lökés
ideje (vízszintes tengely) alatt.
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3. ábra. A golyó gyorsulása (függõleges tengely) ugyanúgy változik
az idõben (vízszintes tengely), mint a golyóra ható eredõ erõ.
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biliárdsportot és magát a mûlökést is kívánjuk nép-
szerûsíteni, amely annak ellenére, hogy rendre min-
den új nézõjét lenyûgözi, mai napig kevés fórumon
kap megjelenést.

Hogyan gurul a biliárdgolyó?

Ahhoz, hogy megtudjunk valamit a gördülési ellenál-
lásról, egy biliárdgolyót – annak tiszta gördülését
eredményezõ enyhe lökéssel – indítottunk el egy bi-
liárdasztalon. A golyó mozgását filmeztük, majd ele-
meztük. A felvett videofilm elemzéséhez a LabCam
szoftver kinematikamodulját használtuk. A golyó
megállásig megtett s útjára és a gyorsulására a követ-
kezõk érvényesek:

Kis kezdõsebességgel a golyó a megállásáig gördül,

(1)s =
v0 + v1

2
t, a =

v1 − v0

t
.

amikor: v1 = 0. Egyik gurításunk adatai a következõk
voltak: a megtett távolság, x = 1,466 m; a megállásig
eltelt idõ, t = 9,68 s. Ezen adatok felhasználásával az
(1)-bõl kapjuk: v0 = 0,30 m/s és a = −0,031 m/s2. Mi-
vel a gördülési ellenállás fékez, ezért a = −μg, ahon-
nan a gördülési tényezõ, μ = 0,003.

A golyó megtett útjára a videó alapján történt illesz-
téssel a következõt kaptuk:

x = −0,013 t 2 + 0,38 t − 1,23.

A golyó sebessége az x(t ) függvény
deriváltja:

gyorsulása a sebesség deriváltja:

v = −0,026 t + 0,38,

Innen kiszámítható a gördülési el-

a = −0,026 m/s 2.

lenállási tényezõ:

A golyót érõ erõlökés meghatározásához egy olyan

μ = 0,0026 ≅ 0,003.

lökést vizsgáltunk, ahol a dákó F erõvel és rövid
ideig érintkezett a meglökött golyóval (1. ábra ). Az
erõlökés:

Az eredõ erõ pedig Newton II. törvénye szerint:

F Δ t = v Δ m + m Δ v.

Elemzéseink alapján a lökés elsõ szakaszában a

Fe = m a.

sebesség (2. ábra ) és a gyorsulás (3. ábra ) rohamo-
san (nem egyenletesen) nõtt. A sebességgrafikonról
leolvasva, a sebesség 0,28 s alatt 1,657 m/s-ra nõtt,
ahonnan 0,32 s alatt csökkent 0-ra.

Az elsõ esetben

a másodikban pedig

a = Δ v
Δ t

= 1,657
0,28

= 5,92 m

s2
,

volt az átlaggyorsulás. A gyorsulás-idõ grafikonról

a = Δ v
Δ t

= −1,657
0,32

= −5,17 m

s2

leolvasható, hogy a maximális gyorsulás 10,7 m/s2

volt. Ebbõl a golyó 210 gramm tömegét is figyelem-
be véve, közel 2,5 N-nyi maximális erõhatásra volt
szükség.
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Ha valamilyen tárgyat el-

4. ábra. Négy nevezetes lökéstípus.

síber
(követõ lökés)

visszahúzás
(draw shot)

stoplökés
(stop shot)

technikai
stoplökés
(stop shot)

csúsztatunk egy felületen, az
a súrlódási erõk miatt lelas-
sul. Ha ezt valamilyen kerek/
gömbölyû tárggyal tesszük,
kezdetben csúszhat (különö-
sen, ha erõsen lökjük meg),
de hamarosan tisztán gördül-
ve forogni kezd. Könnyen
igazolható, hogy a tisztán
gördülve forgó tárgy sokkal
kevesebb mozgási energiát
veszít, mint a csúszó vagy
csúszva gördülõ tárgy, ezért
távolabbra jut. Azonban a
kerek/gömbölyû tárgy (pél-
dául egy golyó) csak a súrló-
dás következtében gördülhet.
Ahhoz, hogy forgásba jöjjön,
az impulzusmomentumának
(perdületének) meg kell vál-
toznia, ami forgatónyomaté-
kot igényel. Ezt a súrlódási
erõ fejti ki a tárgyra. Ha egy golyó tisztán gördül,
akkor a felülettel való érintkezési pontjának nulla a
sebessége. Következésképpen, ha szögsebessége ω
és a forgásközéppont haladási sebessége vr , akkor –
egy R sugarú golyó esetén – vr = R ω. Ha a golyó kö-
zéppontjának ennél nagyobb a sebessége, akkor a
golyó csúszva, azaz köszörülve gördül a felületen. A
súrlódás következtében a haladás sebessége vr -re
lassul, majd tisztán (azaz csúszásmentesen) gördül
tovább. Mindezekrõl részletesebben írunk cikkünk
folytatásában.

A biliárdgolyó mozgásának típusát az határozza
meg, hogy a dákó és a golyó érintkezési pontja a go-
lyó felületén – a golyó posztóval párhuzamos közép-
átmérõjéhez viszonyítva – hol helyezkedik el (4. áb-
ra ). A lökõ golyó korlátozott útja (vagyis a célgolyó-
val tervezett találkozásig megtehetõ út) esetén e moz-
gástípusoknak és a golyó megtett út során tanúsított
viselkedésének kiemelkedõ jelentõsége van. Ameny-
nyiben az asztal fölött pontosan

magasságban találja el a dákó a golyót, a golyó v = Rω

7
5

R

sebességgel tisztán gördül. Ez korlát nélküli út esetén
természetes megálláshoz vezet. Korlátozott út (azaz
célgolyóval való találkozás) esetén a lökõ golyó és a
célgolyó közötti érintkezés „találati vastagsága” (vagy-
is, ha a lökõ dákó szemszögébõl nézzük és a két go-
lyó teljesen takarja egymást, akkor 1, különben 0 és 1
között van) határozza meg, hogy mennyit veszít a
lökõ golyó az érintkezés pillanatában még fennálló
mozgási energiájából. Ez a veszteség teljes érintkezés
esetén (vagyis a golyók középpontját összekötõ sza-
kasz a lökõ golyó haladási irányával esik egybe) a
legnagyobb. Ennek elméletével és mérésével késõbbi
cikkünkben foglalkozunk.

A 4. ábra 1. sorában látható, síber (magyarul köve-
tõ) lökés esetén a dákó a kritikus pont felett löki meg
a golyót, az gyorsabban forog (ω > v /R ), mint ami a
tiszta gördüléséhez szükséges, csúszva forgást végez.
Korlát nélküli út esetén a súrlódás lelassítja a golyó
forgását addig, amíg tisztán gördül. Korlátozott út
esetén a célgolyóval való találkozás után a lökõ golyó
folytatja útját, a korábbi csúszás mértékétõl függõen
csúszva, köszörülve, forogva vagy tisztán gördülve.

A 4. ábra 2. sorában látható visszahúzás esetén a
dákó jelentõsen a kritikus pont alatt löki meg a go-
lyót, a lökõ golyó a haladási irányhoz képest visszafe-
lé forog, miközben csúszik. Korlát nélküli út esetén a
súrlódás lelassítja a golyó forgását addig, amíg forgási
iránya megfordul, ezt követõen tisztán gördülve halad
tovább. Korlátozott út esetén, amennyiben a célgolyó-
val még visszafelé forgás közben érintkezik a lökõgo-
lyó, úgy a rugalmas ütközést követõen lendületét át-
adva egy pillanatra megáll, majd a pillanatnyi forgásá-
nak és a súrlódásnak köszönhetõen ellentétes irányba
visszaindul.

A 4. ábra 3. sorában a stoplökés általános válto-
zata látható, aminek során a dákó enyhén a golyó
középpontja alatt talál. E lökéstípust célszerû na-
gyobb lendület átadásával végezni, ugyanis ez garan-
tálja, hogy a golyó minél hosszabb úton csússzon,
mozgása ne forduljon át gördülésbe. Csúszás közben
végig a haladási irányával ellentétes minimális for-
gást produkál, majd mindennek eredményeként kor-
látozott útján a célgolyóval való találkozást követõen
a lökõ golyó mozdulatlanul megáll az ütközés pilla-
natában felvett pozíciójában. A lökés (játékcél szem-
pontjából) sikertelen kivitelezésekor a célgolyóig
megtett úthoz képest nem elégséges lendület megvá-
lasztása nem tudja biztosítani a csúszás fenntartását,
a csúszás átfordul gördülésbe, amely mozgással tör-
ténõ érintkezés nem eredményezi a lökõgolyó meg-
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állását, az 1. pontban ismertetett jelenség miatt kez-

5. ábra. Masszé (ívelt) lökések (saját szerkesztés).

6. ábra. A masszélökés kezdõ pillanata (a). A golyó elkanyarodik (b). A golyó egyenes mentén
mozog (c).

a) b) c)

7. ábra. A meglökött biliárdgolyó irányváltozásának szöge a 6. áb-
rán látható masszélökéskor: 92,6 fok. A sárga kör – nem méretará-
nyos módon – az akadályt jelzi.
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deti lendületének megmaradt kis hányadával a lökõ-
golyó továbbgördül.

A 4. ábra 4. sorában technikailag a 2. sorban is-
mertetett visszahúzó lökést alkalmazzuk, amellyel
azonban ezúttal nem a lökõgolyó visszahúzása, ha-
nem – az elõbbi példával azonosan – megállítása a
célunk. Mint ismertettük, a visszafelé forgás közbeni
csúszás korlát nélküli (vagy korlátozott, de alábecsül-
ten hosszú) úton egy adott pillanatban átfordul hala-
dási iránnyal megegyezõ gördülésbe. Jelen lökéstípus
célja, hogy a lökést kivitelezõ játékos úgy mérje fel a
golyó felületén eszközölt találati mélységet (perdüle-
tet), és a lökés erõsségét (lendületet), hogy e kritikus
pillanat pontosan a lökõ golyó és célgolyó érintkezé-
sének pillanatával egyezzen meg.

Mûlökés

A mûlökés hivatalos 100 figurájának, versenyeken és
bemutatókon történõ kivetítés céljára készült elektro-
nikus változatainak alapját a „Carom3D” nevû, szabad

felhasználású szimulációs biliárdprogram szolgáltatta,
amit 1999-ben fejlesztettek, és 2000-es megjelenése-
kor azonnal hatalmas népszerûségre tett szert elõször
Dél-Koreában, majd több országban is.

A biliárdfigurákat leíró koordináták segítségével a
beállított golyópozíciók, a figurák gyakorlati kivitelezé-
séhez illeszkedõ dákótartási irány és lökési szög ábrá-
zolása, a lökés kivitelezése szempontjából jelentõs a
golyók útjának pontos ábrázolása (5. ábra ), és a lökés
technikai megnevezése. Masszé lökés gyakorlati kivite-
lezését szerzõtársunk (Renkus ) mutatja be a 6. ábrán.

A 7. ábrán egy masszélökés pályája látható Lab-
Cam programmal rögzítve, Excelben ábrázolva és az
irányváltozás szögét lemérve: 180°−87,4° = 92,6°.

Összefoglalás

Jelen bevezetõ cikkünket figyelemfelkeltõnek szán-
tuk, és esetleg az új NAT sportfizika témakörében is
felhasználható lesz a fizikaórákon.

A biliárd témakörén belül is nagyon sok lökést le-
hetne elemezni, azonban a mindenre kiterjedõ fizikai
elemzésük reménytelen feladatnak látszik. Azt nem
ígérhetjük, hogy biliárdos cikkeink alapján valaki
profi mûlökõ vagy poolbiliárdos lesz, de a tudato-
sabb felkészülés és sok gyakorlás már ígéretes ered-
ményekkel kecsegtet. A mûlökés témakörben is sze-
retnénk még kitérni más lökésekre, ütközésekre,
azok fizikai hátterére. Következõ cikkünkben vizs-
gálni fogjuk a dákó, a kréta, az asztal szerepét, az

asztal szélével való ütközést
és kitérünk bizonyos kenõ-
anyagok használatra is.

Irodalom

1. http://www.atomcsill.elte.hu/
letoltes/foliak/9_evf/atomcsill_9_
11_Sasvari_Laszlo.pdf

2. https://www.elte.hu/content/
biliard-otkor.e.5160

3. https://billiards.colostate.edu/
physics_articles/Hierrezuelo_
PhysEd_95_article.pdf
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MOZGÁS A FORGÓ FÖLDÖN:
A CIKLONOKTÓL AZ EÖTVÖS-MÉRLEGIG

A tanulmány elkészítését a Magyar Tudományos Akadémia Tan-
tárgy-pedagógiai Kutatási Programja támogatta.

Szeidemann Ákos kémia–fizika szakos ta-
nárként végzett az ELTE-n 1998-ban, azóta
a tatai Eötvös József Gimnázium tanára.
Kiemelt figyelmet fordít a tehetséggondo-
zásra, több mint 20 éve az Öveges József
Emlékverseny egyik szervezõje. 2014-ben
megvédett doktori értekezésében a kör-
nyezetfizika középiskolai tanítási lehetõsé-
geit tárgyalta. Részt vett az MTA–ELTE Fizi-
ka Tanítása Kutatócsoport munkájában. Je-
lenleg kutatótanár.

Gróf Andrea 1991-ben szerzett matemati-
ka–fizika tanári diplomát az ELTE-n. Azóta
a budapesti két tanítási nyelvû Karinthy
Frigyes Gimnáziumban tanítja mindkét tár-
gyat angol nyelven. Az ELTE fizikatanári
doktori programjának végzés elõtt álló
hallgatójaként azzal foglalkozik, hogy mi-
ként lehet a hagyományosan a földrajz tan-
tárgy keretében tárgyalt jelenségek fizikai
hátterét a középiskolai oktatásban bemu-
tatni.

1magyarul: http://theorphys.elte.hu/fiztan/CoriolisH
2angolul: http://theorphys.elte.hu/fiztan/Coriolis

Tél Tamás az ELTE-n szerzett fizikus diplo-
mát 1975-ben. Jelenleg ott emeritusz pro-
fesszor. Kutatási témái a nemegyensúlyi és
kaotikus rendszerektõl a klímadinamikáig
terjednek. A Kármán Laboratórium egyik
alapítója. 2007 és 2021 között a Fizika taní-
tása doktori program, 2011 és 2021 között
az MTA–ELTE Elméleti Fizikai Kutatócso-
port és a 2016 és 2021 között létezõ MTA–
ELTE Fizika Tanítása Kutatócsoport vezetõ-
je volt.

– e-tananyag középiskolásoknak
Szeidemann Ákos

Eötvös József Gimnázium és Kollégium, Tata

Gróf Andrea
Karinthy Frigyes Gimnázium, Budapest

Tél Tamás
MTA–ELTE Elméleti Fizika Kutatócsoport

Cikkünkben egy olyan elektronikus tananyagot mu-
tatunk be, amely iránymutató és hiánypótló lehet a
fizikatanítás, azon belül a környezetfizika egy fontos
fejezetének gyakorlatában. Meglehetõsen gyorsan
változó világunkban az oktatás nehezen tud lépést
tartani a diákok információszerzési stratégiáival és
igényeivel, amit az utóbbi idõszakban felerõsített a
pandémiás helyzet is. Azaz, sokkal nagyobb hang-
súlyt kellene kapnia az önálló ismeretszerzésre és
rendszerezésre ösztönzõ tanulási lehetõségeknek,
kereteknek. Praktikusan ez elsõsorban az internet
„csatornáján” keresztül mûködtethetõ, hiszen a fia-
talok elsõdleges információforrásává lépett elõ a vi-
lágháló. Sajnos azonban a diákokban nehezen alakul
ki a kritikus gondolkodás, így nagy gondot kell for-
dítani arra is, hogy fejlõdjenek az álhírek és áltudo-
mányok felismerésében. A témaválasztásnál fontos
szempontnak tartottuk azt a tényt is, hogy az új NAT
bevezetésével tovább csökkent a fizika és a földrajz
tantárgyak óraszáma, ezért még égetõbbé vált a ha-
tárterületekhez kapcsolódó jelenségek oktatásának
kidolgozása.

Napjainkban a hírek vezetõ témái között gyakran
megjelenik a klímaváltozás és az emberiség ebben
játszott szerepének elemzése. A komplex jelenségkör
megértése sok esetben egyszerûsítéseket hoz magával
a közérthetõség érdekében. A háttérben meghúzódó
fizikai törvényszerûségek azonban megfelelõ anyag
segítségével egy középiskolás számára is érthetõvé
válnak, ha kellõen motivált a témában.

A forgó Földön zajló nagyskálájú légköri és óceáni
áramlások esetében az alapvetõ hatás a Coriolis-elté-
rülés, ezért A körhintától a ciklonokig és a Golf-
áramlatig: Útikalauz meglepetésekkel címû1 e-tan-
anyag középpontjában (amely egyéni tanulásra és
tanórán is használható) ennek megértése áll. A tan-
anyag angol nyelven is elérhetõ.2

A Coriolis által fölismert hatás a középiskolai okta-
tásban is megjelenik, de Magyarországon csak a föld-
rajz tantárgy tananyagában szerepel. A középiskolai
fizika nem foglalkozik e jelenségkörrel, így az ezzel
kapcsolatos tévképzetek gyakran tovább élnek a diá-
kokban. A tananyag felépítésekor ügyeltünk arra,
hogy az elmélyülést kevésbé igénylõ, illetve a részle-
tesebb fizikai háttér megértését is megkívánó diákok
egyaránt komplex képet kapjanak a Coriolis-hatás
jelentõségérõl. Az alapvetõen lineáris felépítésû törzs-
anyag három egyszerû összefüggés köré épül, de tar-
talmaz „leágazásokat”, amelyek az adott probléma
finomságainak kibontására tesznek kísérletet. Az ol-
dalon a megértést segítõ videók is szerepelnek, to-
vábbá érdekességek és különbözõ nehézségi fokú
számítási feladatok is helyet kaptak, s igény esetén a
megoldásuk is megjelenik. Azt reméljük, hogy a diá-
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kok a tananyagon való végighaladás közben számos

1. ábra. A törzsanyag három fõ modulja címmel és rövid ismertetéssel. A címoldalakon látható az a három egyszerû összefüggés, amelyeken
a tárgyalás alapul.3

tévképzettõl (például a következõkben tárgyalt lefo-
lyó, Egyenlítõ környéki hatás) megszabadulnak, illet-
ve megértik a forgó Földön zajló áramlások egyik
alapvetõ befolyásoló tényezõjének hatását.

Az e-tananyag felépítése

Az e-tananyagban szereplõ tartalom kulcselemeinek
megismerése alapján könnyedén átlátható az összeál-
lítás logikája és célja. Gondolatmenetünk alapja a
Coriolis-hatás alapvetõ, de alig ismert tulajdonsága,
hogy a hatás „erõssége” növekszik a távolsággal és
földrajzi skálán dominánssá válik. A törzsanyagon
végighaladva az érdeklõdõ olvasó gyorsan kaphat
átfogó képet a témáról, ugyanis az itt található infor-
mációk könnyedén megérthetõk. Természetesen bí-
zunk abban, hogy ezzel már sikerül annyira felkelteni
az olvasó kíváncsiságát, hogy a mélyebb megértés
legalább elsõ rétegébe szívesen bepillantson és türel-
mesen végigvezesse magát a felkínált három egymás-
ra épülõ „modulon” (1. ábra ).

3A címoldalakon szereplõ összefüggések a Coriolis-eltérülés sík-
beli nagyságát jellemzik U átlagos sebességû mozgás L nagyságú
elmozdulása után. Ω a forgó korong sebessége, Ωv pedig a Föld for-
gási szögsebességének helyi függõleges (vertikális) komponense.
D az eltérülés nagysága, s az elsõ két kifejezés – gyenge eltérülés
esetén – nagyon jó közelítéssel érvényes becslést ad rá. A harmadik
összefüggés is becslés a Coriolis-eltérülés erõsségére, de ekkor az
erõsség S mérõszáma már nem felel meg a D/L aránynak.

Az oldal egy, az interneten most is elérhetõ, „meg-
nyerõ” kisfilmmel indul, amely – a még nem szakava-
tott olvasó számára – ismerõs magyarázat lehet a Co-
riolis-hatással kapcsolatban, tudniillik az Egyenlítõ két
oldalán, attól 20-20 méterre, mutatják be a szereplõk a
szokásos lefolyós kísérletet. A törzsanyag egyik alap-

vetõ célja, hogy a diákok maguk jöjjenek rá: a látott
„kísérlet” csaláson alapul. Ezzel felhívjuk a figyelmet
arra is, hogy az interneten található források nem min-
dig megbízhatók.

A tananyagban mindvégig hangsúlyozzuk, hogy a
megértés legfontosabb összefüggése az eltérülés mér-
tékét leíró kifejezés. Az érdeklõdõ olvasó gazdag
szemléltetõ anyagok és példák segítségével tetszõle-
ges mélységig eljuthat a fizikai háttér megértésében.

Ennek elsõ lépéseként (az I. modulban) olyan ott-
hon is elvégezhetõ, „papírlapos” kísérleteket muta-
tunk be, amelyek már alkalmasak a jelenség kvalitatív
értelmezésén túl annak kvantitatív vizsgálatára is. Az
elemzést kisfilmekkel és részletes magyarázatokkal
segítjük.

Az I. modul fontos gondolati lépése az eltérülés
mértékének becslése, illetve annak matematikai defi-
niálása (lásd késõbb), amely a további vizsgálódások,
elemzések alapja. Ezért is fontos, hogy a nagyságren-
dek összehasonlítására olyan mennyiséget vezessünk
be, amely könnyen értelmezhetõ.

A II. modul a Földön zajló, emberléptékû mozgá-
sokra fókuszál, vagyis azokra az esetekre, ahol a Co-
riolis-hatás gyenge. Bemutatjuk, hogy a forgás hatása
függ a földrajzi helytõl. Központi szerepet játszik a
fürdõszobai lefolyó mindenki számára érdekes példá-
ja, amelyet elemezve megértjük, hogy mindkét forgás-
irány elõfordulhat, hiszen a Coriolis-hatás olyan gyen-
ge, hogy az egyedül általa létrehozott, óramutatóval
ellentétes forgást más hatások elfedik. E példán túl
tárgyalja az anyag a fizikatörténet szempontjából is
érdekes Foucault-ingát és Eötvös-mérleget is. 2019 a
nemzetközi és hazai fizikatörténet szempontjából
kiemelt év volt, ugyanis Eötvös Loránd tiszteletére
centenáriumi megemlékezések zajlottak. Ennek egyik
méltó megnyilvánulása a fizika OKTV döntõjének
mérési feladata volt az I. kategóriában [1].
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A versenyzõknek az ELTE TTK által elkészített mo-

2. ábra. Modern Eötvös-mérleg, amelyet az ELTE TTK Fizikai Inté-
zet készíttetett a fizika OKTV döntõjének mérési feladatához (Szei-
demann Ákos felvétele).

3. ábra. Egy papírlapos kísérletek eredménye, amelynek elemzése
arra vezet, hogy a görbe parabolaként indul.

dern Eötvös-mérleggel (2. ábra ) kellett az Eötvös-
effektust vizsgálniuk, felidézve az eredeti mérés elvét
és gondolatmenetét. További hétköznapi jelenségeket
is találhat az olvasó ebben a részben: a folyók aszim-
metrikus partmosása és a repülõgépek Coriolis-kom-
penzálása is tárgyalásra kerül.

A tananyag utolsó része a Földön zajló nagyskálájú
áramlásokkal foglalkozik. Az elsõdleges cél a ciklo-
nok forgásának megértése. Kiderül, hogy a ciklonok
hatalmas légköri felfolyók, amelyek mozgását tény-
leg a Coriolis-hatás dominálja, s ezért bennük a szél
nálunk mindig az óramutatóval ellentétes körüljárási
irányban fúj. De kitér a fejezet a szélirány és a nyo-
máskülönbség viszonyára, az óceáni áramlásokra
[2–4] és a laboratóriumban elvégezhetõ modellkísér-
letekre is.

Minden modul végén egy kérdéssor található,
amely segítségével mindenki önállóan tudja ellen-
õrizni a megszerzett tudásának pontosságát. A 80%-
nál jobb eredményt elérõ megfejtõket az oldal smi-
ley-val jutalmazza. Ezt kiemelten fontosnak tartjuk,
hiszen a teszt kitöltésének sikeressége a tananyag
hasznosságának, illetve hatékonyságának mérõszá-
ma is egyben.

Az e-tananyag fizikai háttere

Már a papírlapos kísérlet [5, 6] eredményébõl is belát-
ható, hogy a Coriolis-gyorsulás függ a mozgó test v
sebességétõl és a forgó vonatkoztatási rendszer Ω
szögsebességétõl:

A kirajzolódó görbe 3. ábrán betûkkel is jelölt szaka-

aC = 2 v Ω.

sza jó közelítéssel parabola, így a forgó rendszerben a
mozgás irányára merõlegesen fellépõ D eltérülés be-
csülhetõ az ismert összefüggéssel:

Itt gyenge elterülést feltételezve az U átlagsebességû

D = 1
2

a t 2 = 1
2

2 Ω U
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

L
U

2

= Ω L 2

U
.

mozgásban az elmozdulásra merõleges irányú Corio-
lis-gyorsulást 2 ΩU-val, a kiindulási irányban L távol-
ság megtételéhez szükséges idõt pedig L /U -val be-
csültük.

Ebbõl a hatás erõsségét jól mérõ relatív eltérülés [7]:

Ez a dimenziótlan mennyiség alkalmas arra, hogy

D
L

= Ω L
U

.

megértsük a Coriolis-hatás jelentõségét forgó koron-
gon és a forgó Földön egyaránt. A kapott összefüggés
jelenik meg az elsõ címoldalon az 1. ábrán.

A forgó Földön a szögsebesség felületre merõleges
(vertikális) Ωv komponense játssza a papírlap Ω szög-
sebességének szerepét, és D a helyi vízszintes síkban

érvényesülõ eltérülés. A figyelmes diák már itt ész-
reveheti, hogy az Egyenlítõn a Föld szögsebessége a
helyi vízszintes síkba esik, Ωv = 0, a Coriolis-hatás
nem érvényesül. Mit mutathatnak akkor a nyitó kis-
filmben látott örvénylések?

Közepes szélességeken Ωv = 5 10−5 1/s, így az ott-
honi lefolyóban (L = 1 m, U = 1 m/s) D /L = 5 10−5, a
hatás gyenge, a víz foroghat mindkét irányba, azon-
ban ciklonok esetében (L = 1000 km, U = 10 m/s) a
hatás erõssége D /L = 5, mutatva, hogy a Coriolis-elté-
rülés nagyon nagy. Vagyis nem véletlen, hogy amit
nem találunk a lefolyóban, az erõteljesen jelen van a
ciklonok által uralt mindennapi idõjárás-elõrejelzé-
seinkben.

Az összefüggésbõl az is egyértelmûen kiolvasható,
hogy erõs Coriolis-hatás laboratóriumban is megvaló-
sítható a földinél kisebb méretskálán a Föld szögse-
bességénél nagyobb, a lemezjátszóénál valamivel ki-
sebb szögsebeséggel egy forgó asztalon (4. ábra ).
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Az e-tananyag hosszú fejlesztési folyamaton ment

4. ábra. A forgatott edényben levõ vízbe fecskendezett kék festék
hasonlóan terjed szét, mint ahogy a magas légkörben a sarki fényt
kibocsátó ionizált gázok, amelyek áramlását a Coriolis-hatás domi-
nálja (az ELTE Kármán Laboratórium felvétele [8]).

keresztül, amibe bevontunk diákokat is. Természete-
sen a továbbiakban is szeretnénk a felhasználók ész-
revételei alapján javítani a tananyag tartalmát és for-
máját, ezért fontosnak tartjuk, hogy aki hasznosnak
tartja az oldalt a fizikatanítási gyakorlat számára, építõ
kritikával forduljon a szerzõkhöz bizalommal.

Szívesen vesszük a kollégák bekapcsolódását a ki-
próbálásba, ezért aki szívesen vesz részt szakmai kon-
zultációban, kérjük, jelentkezzen a szeidiak@gmail.com
címen. Az érdeklõdõk számára létrehoztunk egy szak-
mai fórumot (kornyfiztan@googlegroups.com).

A jelenleg érvényes NAT a gimnáziumok tizen-
egyedikes tanulói számára felmenõ rendszerben heti
kettõ óra keretében természettudományok tanulását
írja elõ. Ennek kihasználására többféle lehetõség is
kínálkozik. Azt gondoljuk, hogy e tantárgy keretében
az interdiszciplináris témák körüljárása hasznos lehet
a tanulók számára. Ötletadó lehet az MTA–ELTE Fi-
zika Tanítása Kutatócsoport a fizika középiskolai
oktatásának megújításával foglalkozó munkája: az
eddig publikussá vált anyagok közül – amelyek szá-

mos környezetfizika vonatkozás mellett a modern
fizika több területét, mint például a kvantumfizika,
félvezetõk, szenzorok, csillagászat, káosz, fraktálok
is lefedik – több is alkalmas lehet e célra.4 A fizika és
földrajz határterületeinek tárgyalására egy modulként
a forgó Földön zajló jelenségek bemutatására, azok
értelmezésére alkalmasnak tartjuk a Coriolis-hatást
feldolgozó e-tananyagunkat, ezért azt gimnáziumban
tanító kollégák szíves figyelmébe ajánljuk.
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AZ ARANYMETSZÉS ÉS MÁS ARÁNYOK

1. ábra. Az ábrán szereplõ 3 szakasz aránya: a/b = b/c = λ = 2.

a b c
O

A tanulmány a Magyar Tudományos Akadémia Tantárgy-pedagógiai
Kutatási Programja támogatásával készült.

Stonawski Tamás a Nyíregyházi Egyete-
men fôiskolai adjunktus. Doktori címét
2016-ban az ELTE Fizika Tanítása doktori
program keretében szerezte. Kutatási terü-
lete a digitális média alkalmazása a tanulói
kreativitás, problémamegoldás és önálló
kísérletezés fejlesztésére általános és kö-
zépiskolában.

A tudomány és a mûvészet kölcsönhatása
Stonawski Tamás
Nyíregyházi Egyetem

A reneszánszban megjelenõ aranymetszés azon arány
elnevezése, amely Eukleidész Elemek címû mûvében
szélsõ és közbülsõ arányként szerepel. Maga a szerzõ
nem tulajdonított nagyobb jelentõséget az aránynak,
elõször az ötszög szerkesztésének egyik lépéseként
tartotta számon. Az írásunkban azzal foglalkozunk,
hogy ez az arány vajon kitüntetett-e az arányok kö-
zött, vagy csak egyik a sok közül, illetve milyen lehe-
tõséget rejt a fizika oktatásában.

Bevezetés

„Az arányosságokat nemcsak a számokban, méretek-
ben találjuk meg, de ott van mindenben, ami hat ránk,
a hangokban, mozdulatokban, tájakban, idõérzékelé-
sünkben.”

Leonardo da Vinci

Két szakasz általános értelmezésben tetszõleges
arányban lehet egymással, azaz a két szakasz hosszá-
nak aránya tetszõleges egész, racionális, de akár irra-
cionális szám is lehet, az arányszámot csakis a szaka-
szok hosszainak hányadosa határozza meg.

További vizsgálódásainkhoz alkalmazzuk a hason-
lóság fogalmát, most nem síkidomokra, hanem szaka-
szokra „kiterjesztve”! Két alakzat hasonló, ha egy na-
gyítás és egy egybevágósági transzformáció kompozí-
ciójával egymásba vihetõk. A definíció alapján elin-
dulva tehát minden szakasz hasonló a másikhoz (pél-
dául mint minden szabályos sokszög is). Ha viszont
nem két szakasz között, hanem legalább három sza-
kasz között értelmezzük a hasonlóságot, akkor cso-
porthasonlóságról beszélhetünk.

Így az 1. ábrán látható három szakaszt csoportha-
sonlónak mondhatjuk, hiszen nagyságsorrendbe ren-
dezve arányuk páronként megegyezik. Ez a csoport
természetesen kibõvíthetõ háromnál több, tetszõleges

számú szakaszra is. Ha csoporthasonlóság mellett
további feltételt szabunk az összeadás/kivonás mûve-
letével (b+c = a, azaz a két kisebb szakasz hosszának
összege megegyezik a nagyobbik szakasz hosszával),
akkor a hasonlósági arány:

Az (1) egyenlet mindkét oldalát c /b -vel megszorozva

(1)b + c
b

= b
c

.

c /b -re másodfokú egyenletet kapunk, amelynek po-
zitív gyöke irracionális szám:

Azaz a feltétel (a = b+c ) egyetlen hasonlósági arány-

(2)c
b

= 1 + 5
2

= Φ ≈ 1,618.

nál áll csak fent, ha λ = 1/Φ } ≈ 0,618.
Ha más feltételeket szabunk, például bc = a vagy

bc = a, akkor a hasonlósági arány az a, b, c paraméte-
rek valamelyikétõl függõ változó, tehát végtelen sok
hasonlósági arányt kapunk megoldásként.

A csoporthasonló szakaszok hosszainak nagyság-
sorrendbe állításával mértani sorozatokat kapunk.
Például: ha λ = 2, akkor: 1, 2, 4, …, 2n−1, az (1), (2)
egyenletek alapján, pedig:

Ha a Φ csoporthasonlósági arányt figyelmen kívül

1, 1 + 5
2

, 3 + 5
2

, 1 + 5
2

, 2 + 5 , …,

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

1 + 5
2

n − 1

.

hagyjuk és csak a kiegészítõ feltétellel foglalkozunk
(a = b+c ) és b = 1, c = 2, akkor az irracionális tagok
helyett egész számokat kapunk (a Fibonacci-számok-
hoz hasonlóan):

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, …

azaz:

an = an − 1 + an − 2, ha n ≥ 3.

262 FIZIKAI SZEMLE 2021 / 7–8



A szomszédos szakaszok arányaira itt a következõ

2. ábra. A b oldalú négyzet oldalfelezõjébõl a szemközti oldal csú-
csain áthaladó kör átmérõje 2a + b, ahol b /a = Φ.

a

b

b

a

b

b

számokat kapjuk: 2, 1,5, 1,67, 1,6, 1,61. Észrevehetõ,
hogy a hasonlósági arány nem állandó, de gyorsan
tart Φ -hez.

A Φ arány elsõ írásbeli nyoma Eukleidész Elemek
címû mûvében (körülbelül i. e. 300) szerepel, ahol a
szerzõ az ötszög szerkesztésének egyik lépéseként
említi. Azóta számtalan szerkesztés látott napvilágot, a
talán legegyszerûbb szerkesztési eljárás a 2. ábrán
látható.

Különösebb jelentõséget csak jóval késõbb nyer
az addig szélsõ és közbülsõ arányként ismert prob-
léma: a 15. század végén Luca Pacioli: Divina pro-
portione mûve alapján, amelynek ábráit maga Leo-
nardo da Vinci készítette. Teóriája alapján az egzakt
matematikai formulában általános természeti tör-
vényt láttat meg. Írásában a világ teremtett rendje és
a mûvészi szépség matematikai szabálya látszik
megfogalmazódni. Vitruvius római építész, hadmér-
nök (i. e. 80–70 körül – i. e. 15 után) korábbi írásai-
ban Pacioli, az „isteni arányt” véli már felfedezni, és
az aranymetszés hamarosan az egész olasz rene-
szánsz egyik vezérlõ eszméje lesz. Gondolatmeneté-
bõl világosan körvonalazódik: hogyha megtaláltatott
a természet legfõbb aránya, mi sem természetesebb,
hogy az „igaz” mûvészek mûalkotásai is efféle kom-
ponálás szerint készülnek, tehát az arány alapján
biztosított a lehetõség a mûalkotások és a mûvészek
objektív „osztályozására” is.

A fizika, a tudományok alappillére, a legbõvebb
természet, a Világegyetem viselkedésének szabályait
kutatja, felfedezései a tudományokra, a filozófiára mai
napig is nagy hatást gyakorolnak. A szabályosságok, a
rendezõ elvek felfedezése a természetben az esetle-
gességgel szemben egy teremtett világ szemléletét
váltotta ki több elismert fizikusban is. Számos külön-
álló képlet és elmélet egyesítése sugallta az utat a
„Mindenség mûködésének egysoros képletének”
megtalálásához.

A világ harmóniáját például Kepler is lelkesen ke-
reste, úgy hitte, hogy az akkor ismert hat bolygót
(Merkúr, Vénusz, Föld, Mars, Jupiter, Szaturnusz) hor-
dozó szférák (gömbök) közé a szabályos testek il-
leszthetõk be sorban. Kepler az aranymetszésben a
végtelen folyamatú újjánemzést látta: „Ez a mértani
arány lehetett, úgy vélem, a Teremtõ ideája a hasonló-
nak hasonlóból való nemzõdésének bevezetésére.”

Ezen elvnek felelnek meg a kristályok fejlõdésének
egyes szakaszai is, amikor az elemi kristálycellák ará-
nyai megegyeznek a makroszkopikus kristálytest ará-
nyaival. (Más kérdés, hogy ez az arány nem feltétlenül
a Φ -vel kapcsolatos.) A kristálycellát kialakító fizikai
törvényszerûségek a makroszkopikus test nemcsak
formai, de egyéb fizikai-kémiai tulajdonságait (anyagi
minõségét) is meghatározzák, míg a kristályhibák a
környezet befolyásoló hatását mutatják. A növényvi-
lágban is találunk önhasonló fajokat (például murok),
vagy a Fibonacci-sorozatnak megfelelõ levél-, szirom-
és termés-elhelyezkedést (például napraforgó, pago-
dakarfiol), de nyilvánvalóan a növényeknél még je-
lentõsebb a környezet hatása, így az ideálistól való
eltérés, a hibák száma lényegesen nagyobb, mint a
kristályoknál. Az állatvilágban leggyakrabban emlege-
tett példa az aranymetszés kapcsán a Nautilus-polip
és az ötkarú csillag. Növekedésükre jellemzõ a nem
szigorú értelemben vett aránytartás, de az állatvilág
meglehetõsen erõs környezeti befolyásoltsága sokkal
mélyebb nyomokat hagy az egyes fajok fejlõdésénél,
mint a növénypopulációkban, ami akár lehet a köny-
nyebb mozgáskoordináció kifejlõdése a sikeresebb
táplálékszerzés céljából is. A Nautilus-héjforma és
annak matematikai leírása Descartes érdeklõdését is
felkeltette: 1638-ban határozta meg azt a spiráltípust,
ahol a sugár és a megfelelõ érintõ által bezárt szög
állandó, azaz ahol a sugarak növekvõ mértani soro-
zatban követik egymást.

Az „egy törvényének” keresése Einstein „álmában” is
testet ölt, miszerint létezik az összes fundamentális
fizikai kölcsönhatásokat (erõket) magába foglaló elmé-
leti rendszer, az úgynevezett „minden dolgok elméle-
te”, de említhetnénk a Planck által (1920) varázsformu-
lának nevezett finomszerkezeti állandót is (≈1/137).

Dirac szerint a fizikai törvénynek matematikailag is
szépnek kell lennie, Leibniz szerint pedig világunk
minden világok legjobbika.

Az emberi test és téglalapok arányairól

Az emberi faj sokféleségét a genetika és a történeti
tényezõk sorozatai határozták meg napjainkig. Az
emberi test igen bonyolult felépítésû: több száz csont
és még több izom alkotja. Ebbõl következõen az ará-
nyítások lehetõségének száma is rendkívül nagy. A
testalkat sokfélesége fõként genetikai okokra vezet-
hetõk vissza. Vitatható lenne egy bizonyos testalkatot
vagy testarányt ideálisnak kikiáltani. Mégis, ha a több-
ség által szépnek ítélt emberek arányait megvizsgál-
nánk, és ezek az arányok elég nagy számú mintavétel
alapján közel megegyeznének, akkor bizonyos tör-
vényszerûséget fedeznénk fel, tudniillik a szépség
matematikai megfogalmazását.

A harmonikus testarány és a szépség fogalma már
az ókori görög szobrászoknál is összekapcsolódott,
hiszen nem valóságos modellek után, hanem bizo-
nyos képletek alapján alkották ideális férfiakat és
nõket ábrázoló szobraikat (3. ábra ). Ez a kapcsoló-
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dás napjainkig is végigkíséri számos filozófus és mû-

3. ábra. A milói Vénusz szobrának fejrészlete. Az arc az aranymet-
szés függõleges arányaiban: hajas fejbõr, szemvonal, orrhegy, áll-
csúcs, vízszintesen (itt a szimmetria is érvényesül): arcélek, belsõ
szemzug, orrcimpák.

4. ábra. Fechner következtetése: amikor tíz kártya közül választották az alanyok a számukra legtet-
szetõsebb téglalapot, a vizsgálati alanyok 34,5%-a szívesebben részesítette a kártyát aranyarány-
ban. A második legkedvezõbb választás mindössze 22% volt.
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5. ábra. A választható téglalapok arányai 1:1-tõl 1:2,5-ig. Az álta-
lunk használt téglalapok arányai egyenletesek az intervallumon,
ettõl csak az 1,618 tér el kissé.

1 1,5 2 2,5
választható téglalapok méretaránya

általunk választott téglalapok Fechner téglalapjai

vész állásfoglalását a széppel kapcsolatosan.
Aquinói Tamás szerint: „A szépség az, ami szemlé-

léskor tetszést vált ki” és „a szépség a ragyogásban és a
megfelelõ arányban áll”. Majd a reneszánszban L. B. Al-
berti harmóniaként és széparányként határozza meg: a
szépség a részek harmonikus elrendezésétõl függ.

Az arány és a szépség eme összekapcsolása egyér-
telmûen kijelöli a törekvést a „legszebb arány” meg-
határozására. Természetesen egy matematikai arány
önmagában nem lehet szép, inkább valamiféle meg-
nyilvánulása okán nevezhetjük annak. Talán oly mó-
don keresendõ, hogy az említett arány elsõbbséget
élvez más arányokkal szemben, például praktikussági
szempontok alapján mérlegelve éppen az egyszerûsé-
gébõl fakadóan: „kevesebb utasítással adható meg”,
„kevesebb kiindulási adat szükséges hozzá”.

Az aranymetszésre ez igaz, hiszen nem kell konk-
retizálni az arányt, mint például 1:2, hanem a két rész
viszonyát az egészre vonatkoztatja. A természet sok

esetben választja a kevesebb utasítással kivitelezhetõ
folyamatokat, de ez semmiképpen sem bizonyító ere-
jû arra nézve, hogy az aranymetszés lehet csak a
szépség kiemelt aránya.

Az a gondolat, hogy az aranyarány esztétikai jelen-
téssel bír, Zeisingtõl (1854) származik, Fechner pedig
az 1876-ban elvégzett kísérletében az „aranymetszés”
pszichológiai jelentõségét célozza meg. Fechner kí-
sérletében nem emberi testrészeket tanulmányozott,
hanem egyszerû síkidomokat: téglalapokat, amelyek
látványukban is hordozzák az oldalaik arányát. Fech-
ner azt vizsgálta és összegezte (4. ábra ), hogy a kí-
sérleti személyek bizonyos téglalapok közül melyiket
találják a legtetszetõsebbnek (empirikus igazolás).

Fechner kísérletében számos hibát észleltünk: az
általa választott téglalapok arányai nem egyenletesen
osztották fel az intervallumokat (5. ábra ) és tartal-
maztak „elfajzott” téglalapokat is (például négyzet és
erõsen megnyújtott csíkszerû téglalap). Az alanyok a
kártyákat sorba rendezhették, ilyen esetekben pedig
feltehetõleg a középsõket választották szívesebben,
illetve Fechner nem vette figyelembe azt a minimális
küszöböt, ami alapján érzékileg még egyértelmûen
eldönthetõ két arányról, hogy különbözõ (azaz na-
gyon közeli arányok szerepeltek a kísérletében).

Fechner módosított kísérletét 2020. április elsején
végeztük el egy internetes felületen kérdõív formájá-
ban, 7 téglalappal (5. ábra ). A kérdõív leírása a kö-
vetkezõ volt.

„Téglalap-szépségverseny

Az arányosság és a szépség összekapcsolása már az
ókorban is fellelhetõ. Vajon van-e mindenki által elfo-
gadott szépség, vagy az mindenkinek más és más

lehet? Objektív vagy szubjek-
tív? E kérdés tisztázása érde-
kében kérem töltse ki az aláb-
bi rövid kérdõívet, és vegyen
Ön is részt a téglalap-szép-
ségverseny zsûrijében!

Mit gondol, melyik a leg-
szebb, legarányosabb téglalap?
(I. helyezett) Melyik legyen a
II., melyik a III. helyezett? Ne-
me? Kora?” (A téglalapok a 6.
ábra bal felsõ részében látható
elrendezésben voltak.)

A kérdõívet 375-en töltöt-
ték ki 9 nap leforgása alatt.
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Mivel I–III. helyezést kellett adni a kérdezõknek (egy

6. ábra. A válaszadók többsége az 1,6–1,8-es arányokat részesítették elõnyben a többivel szem-
ben. A szaggatott vonal a súlyozottan összegzett választási gyakoriságot mutatja.

1,2 1,3 1,4 1,5 1,618 1,7 1,8
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ezüst × 2
bronz
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7. ábra. Julian De Silva plasztikai sebész egy, az aranymetszés szabályait alkalmazó számítógépes
program segítségével a 94,35% tökéletességi mutatójú Bella Hadidot találta a legszebb nõnek, míg
10. helyezettje Cara Delevingne lett (tökéletességi mutatója 89,99%).

téglalapot csak egyszer lehetett választani a rangso-
rolásnál) a választásokat súlyozottan vettük figyelem-
be, az adatokat pedig ennek figyelembevételével
ábrázoltuk (6. ábra ).

A Fechner grafikonjának egyértelmû kiugrása he-
lyett egy intervallum mutatta a maximumértékeket
(1,6–1,8). Az összegzett grafikon értékeire kapott át-
lag 1,606 volt.

Természetesen a téglalap-szépségversenynél sok-
kal izgalmasabb a valódi szépségverseny, ahol többta-
gú zsûri és sok esetben a közönség pontozásai alap-
ján kiáltanak ki valakit (nõ, férfi és gyermek kategó-
riában) egy adott közösség szépségének, vagy ezek
közül akár világszépének. A zsûri nem méricskéléssel,
hanem szemle alapján dönt a jelölt külseje, általános
megjelenése, mozgása alapján, újabban figyelembe
veszik a döntésnél a mûveltséget és intelligenciát,
stílust és kommunikációs képességeket is.

A több ember által, esetleg egy közösség vélemé-
nye alapján kihirdetett szépségek jó szolgálatot tesz-
nek az aranymetszés és a szépség párhuzamba voná-
sában. A legegyszerûbb, ha
egy virtuális rácshálót készí-
tünk el valamilyen szerkesz-
tõprogrammal, ahol a jobb és
bal oldali (hasonlóan a fenti
és a lenti) vonalak φ arányban
osztják a háló keretének ol-
dalhosszait. Ezt a hálót grafi-
kus szerkesztõprogrammal
ráillesztjük az alany frontáli-
san készített arcképére úgy,
hogy a téglalap oldalai a
külsõ arcélekre, az alsó állvo-
nalra és a homlok tetején a
hajas fejbõr kezdetére illesz-
kedjenek. A szépségverse-
nyek gyõzteseinél a milói
Vénusz arányai (3. ábra ) kö-
szönnek vissza.

Más kérdés, ha nem gon-
doljuk magunkat elég szép-
nek, az orvostudománynak
köszönhetõen, plasztikai mû-

tétekkel megváltoztathatjuk ar-
cunk jellegzetes arányait. De
vajon milyen arányokat válasz-
szunk, hogy elégedettek lehes-
sünk a külsõnkkel? Julian De
Silva plasztikai sebész a tudo-
mányt hívta segítségül: számí-
tógépes program alapján osz-
tályozta a páciensei vélemé-
nyei szerint szépnek tartott
hölgyeket. A program az
aranymetszést kereste az arc
objektumainak elhelyezkedése
alapján (L. B. Alberti definí-
ciója köszön vissza, lásd ko-

rábban). A kiválasztott személyek fotóin a szoftver szá-
zalékosan osztályozta, mennyire követik az arányok az
aranymetszést. A kiválasztott szépségek alapján Bella
Hadid közelítette meg legjobban az isteni arányt,
94,35%-os mutatóval (7. ábra ). A kapott eredményeket
egyszerûen ellenõrizhetjük, ha az aranyrácshálónkat
ráillesztjük Silva helyezettjeire: csakugyan majdnem
tökéletesen követik az elsõ helyezett arcobjektumai az
aranyarányokat, míg a 10. helyezett Cara Delevingne
magasabb homloka számottevõ eltérést mutat.

Konklúziók

Az aranymetszés és az azt körülszövõ misztikus állítá-
sok elég nehézkessé teszik az aranymetszés objektív
megközelítését. Túlzás lenne azt állítani, hogy a ter-
mészet egy normáját találtuk volna meg, de nem két-
séges, hogy a természet egyszerû struktúráiban szá-
mos helyen felfedezhetõ az aranymetszés és a Fibo-
nacci-sorozat. Az ember természet iránt érzett kíván-
csiságának köszönheti, hogy felfedezte, majd alkal-
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mazta ezt az arányt a mûvészetekben is dinamikus
aszimmetria néven, a mindent leíró „EGY” összefüg-
gésétõl azonban bizonyosan távol áll. Ha az arany-
metszést egydimenziós önhasonlósági arányként ér-
telmezzük, annak háromdimenziós megnyilvánulásai-
ként maguk a fraktálok feleltethetõk meg, amelyek-
ben szintén fellelhetjük a természet alapvetõ rendezõ
elvét. A fraktálok jelenlétét csak fokozatosan fedezte
fel a tudomány: hosszú út vezetett a Weierstrass-függ-
vény mellõzött rút kiskacsájától a fraktálmûvészeti
alkalmazásokig, míg mára számos természeti jelenség
leírásának kulcsa lett (például káoszelmélet).

Az aranymetszés tanórai, szakköri alkalmazása
izgalmas és sokszínû feladat, de egzaktságának meg-
felelõen csak középiskolában van helye. Jó szolgála-
tot tehet mérések kivitelezésében, a szórás és átlag-
számításban. (Az alábbiakban néhány mérési felada-
tot olvashatunk, amelyeket a tanulók az iskolai foglal-
kozásokon, de otthon is elvégezhetnek.)

A tudománytól elvárjuk az objektivitás minél maga-
sabb, a szubjektivitás minél alacsonyabb mértékét. A
6. ábrán látható grafikon szubjektív választások ered-
ményei, az adatok alapján kiszámított átlag pedig már
objektív. Az átlag nagyon közel volt a φ -hez, de a
vizsgálat konklúziójaként mégsem állíthatjuk, hogy a
bennünk lévõ szépérzék nagy mintavétel esetén min-
den esetben az aranymetszés alapján determinált len-
ne. Viszont újabb, hasonló kísérletek elvégzéséhez,
mint más nyitott kérdések esetén is, nagymértékben
ösztönzõk lehetnek a szubjektív példák vizsgálata, ezt
tudjuk kihasználni akkor is, amikor nem az osztályte-
remben lévõ padok méreteinek, hanem testméretek
(lásd alább a feladatban) átlagát és szórását számítjuk
ki (majd az átlaggal és szórással összehasonlítjuk saját
testméreteinket) egy célcsoporton, mert a tanítási-
tanulási folyamat hatékonyságát az érzelmek köztu-
dottan pozitívan befolyásolják. Az aranymetszés a
fizikában fõleg a káoszelméletben és a kvantumfiziká-
ban bukkan fel, ezen témák középiskolai tárgyalása
magasabb matematikai elõképzettséget kíván, de ét-
vágygerjesztõen hathatnak bizonyos feladatok, pél-
dák, amelyek φ -vel való egybeeséseket mutatnak
(lásd a feladatokban alább). Az ilyen jellegû feladatok
izgalmasabbnak tûnnek a tanulóknak, de vigyázni
kell, nehogy elvesszenek a misztikum útvesztõjében.
Az sem utolsó szempont, hogy a fizika társadalomban
és az alapvetõ gondolkodásunkban elfoglalt helyét is
hangsúlyozhatjuk, ha a tudományos szépségrõl, tudo-
mányos egészrõl beszélünk tanítványainknak.

Feladatok

Téglalap-szépségverseny
Vágj ki papírból olyan téglalapokat, amelyek egyik

oldala rendre 5 cm, a másik pedig 6, 6,5, 7, 7,5, 8,09 ≈
8,1, 8,5, 9! Jelöld meg ezeket A, B, C, D, E, F, G betûk-
kel! Tedd bele egy borítékba, majd a borítékot add át
a társadnak, és kérd meg, hogy vegyen részt a játék-
ban, azaz alaposan figyelje meg a téglalapokat, és

rangsorolja szépségük szerint 1., 2. és 3. helyezéssel!
Próbáld meg minél több társaddal lezsûriztetni a tég-
lalapokat! Az adatok alapján számolj átlagot és szó-
rást, illetve ábrázold grafikonon a kapott értékeket!

Köldökarány
Egy gumiszalag egyik végére olyan hurkot kötünk,

hogy a lábfejünk kényelmesen beleférjen, a másik
végére pedig egy egyenes vonalzót illesztünk. A gu-
miszalag hossza 140 centiméteres legyen. Tegyük a
lábunkat a hurokba, egyenesítsük ki a szalagot (nem
szükséges megnyújtani) és jelöljük meg filctollal a
talajtól számítva 140 cm 0,618 ≈ 86,5 cm-nél!

a) Ellenõrzõ kísérlet: nyújtsuk meg különbözõ mér-
tékben a szalagot és mérjük meg, hogy a jelöléssel
megszabott szakaszok aránya milyen értéket adnak
(10 mérés átlagolva, szórással).

b) Lépj bele a hurokba, az egyik társad húzza ki a
szalagot úgy a fejed tetejéig, hogy a vonalzó azt vízszin-
tesen érintse! Egy tollat helyezz a köldöködhöz a ha-
sadra merõlegesen, majd egy másik társad mérje meg
vonalzóval a toll és a szalag jelölésének (korábban filc-
tollal) elõjeles különbségét! (ha a vonal a toll fölött
például 2 cm-re helyezkedik el, akkor d = −2 cm) (át-
lagolva, szórással).

Téglalapplasztika
Két papírnégyzetet csúsztass el egymáson úgy,

hogy a neked legtetszetõsebb téglalapot kapd, majd
rögzítsd gemkapoccsal vagy ragasztószalaggal. Mérd
meg a téglalapod oldalainak a hosszát és számítsd ki
az oldalak arányát! Számítsátok az osztályban az
egyénileg kapott értékekbõl az átlagot és szórást!

Számold ki, hogy a Föld és a Hold sûrûségének ará-
nya hány százalékban közelíti φ -t!

Szerinted mitõl szép egy fizikai képlet? Keresd meg a
neked legjobban tetszõt!

Számold ki a Föld és a Vénusz keringési idejének ará-
nyát! Hány százalékban közelíti φ -t?

Számold ki a képen látható arányokat! Mit tapasztalsz?
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KÍSÉRLETEK NEMLINEÁRIS MÁGNESES ANYAGOKKAL

1. ábra. A mágnesezési görbe elektromágneses deriválása.

A NAGYVÁRADI ADY ENDRE LÍCEUM FIZIKUMÁBAN

Bartos-Elekes István a nagyváradi Ady
Endre Líceum nyugalmazott fizika- és in-
formatikatanára, kísérleti berendezéseket
tervezô és építô fizikus-elektronikus. A
kolozsvári Babeş–Bolyai Tudományegye-
tem Fizika Karán végzett 1968-ban. 1974–
76 között vendégtanár Marokkóban. 1987-
ben tudományok doktora címet szerzett.
Egy szabadalma alapján (1989) számító-
gép-vezérelt Fizikumot épített a Líceumban
saját fejlesztésû mérôkészülékeibôl. 1991
óta szervezi a Schwartz-versenyt.

Bartos-Elekes István
fizikatanár, Nagyvárad, Románia

Mottó: Egyes tankönyvekben a mágneses indukció
egyenesen arányos a mágneses térrel,

de ez nem jelenti azt, hogy a valóságban is így van!

Még az 1960-as évek közepén egy különleges hang-
erõsítõt terveztem és építettem magamnak. Valódi
sztereó hangforrás nemigen állt rendelkezésre, ezért
álsztereó hatást hoztam létre. A mély és a magas han-
gokat külön csatornába vezettem, így a két keske-
nyebb hangsávban jobb hangminõséget tudtam bizto-
sítani a hangszórók felé, ugyanis a kimenõ transzfor-
mátorok tervezésekor a magas és mély hangok eléggé
hû visszaadása egymásnak ellentmondó feltételek
biztosítását igényli. A hangszórókat a szimfonikus
zenekar szokásos ülésrendjének megfelelõen helyez-
tem el: bal oldalon a magas hangok, jobb oldalon a
mély hangok.

Annak idején a fellelhetõ nagyobb, mély hangú
hangszórók mágnese igen gyenge volt, ezért a szét-
szedés után, a membránt megtartva, új lengõtekercset
és egy új elektromágnest szándékoztam tenni az ere-
detiek helyébe. Felmerült a még jól hûthetõ, de a le-
hetõ legnagyobb mágneses teret biztosító elektromág-
nes megtervezése. Egy mérõkapcsolást állítottam ösz-
sze a készülõ elektromágnes vasanyaga alapvetõ
mágneses tulajdonságainak a felmérésére. A hangszó-
ró elkészült, a rendszer csodálatos, „lehelt” mély han-
gokat hozott létre.

Itt nem álltam meg, a fizikatanári pályám során a
mérõkapcsolás elve háromszor is visszaköszönt. A
romániai OKTV (Fizikai Olimpia ) 1997-es döntõjét
Nagyváradon rendezték meg, a XI. és a XII. osztály
kísérleti feladatainak megszerkesztését, valamint a
készülékek elkészítését is rám bízták. A XI. osztály az
említett mérõkapcsoláshoz hasonló kísérletet, a XII.
osztály az elektron fajlagos töltése kísérleti meghatá-
rozását kapta (lásd Fizikai Szemle 2010/7–8). Az ere-
deti hangszórós mérõkapcsolás kísérlete a XVI.
Schwartz Emlékverseny adatfeldolgozási versenyének
is feladata lett. A két kísérletet az teszi érdekessé,
hogy a jelenséget okozó áram növekedése a felülete-

sen megfigyelt következmény mértékét alig változtat-
ja, gyengén, majd erõsen csökken, sõt az e /m eseté-
ben elvileg meg is szûnhet. Mindkét kísérleti feladat
lényege a látszólagos ellentmondás feloldása és ma-
gyarázata volt. A verseny után mindkét kísérlet 14-14
mérõhellyel bekerült a Fizikum szokásos laborgyakor-
latai közé. A továbbiakban ezt a két kísérletet szeret-
ném bemutatni a Fizikai Szemle olvasóinak.

A romániai 1997-es fizikai olimpia döntõjének
kísérleti feladata

Az 1970-es évek végén egy ügyetlen egyszerûsítési
folyamatban a romániai fizikatankönyvekbõl kivették
a mágneses tér (H ) fogalmát, ami nem lenne nagyon
nagy baj, de összekeverték a mágneses indukció (B )
fogalmával. A középiskolai fizikában megszûnt a
mágneses térben levõ anyag tulajdonságaiból szárma-
zó telítõdés, csak egyenes arányosságról volt szó.
Ebben a laboratóriumi gyakorlatban egy lényegében
hiszterézismentes transzformátorlemez mûszakilag
nagyon fontos, kezdõdõ telítõdését szerettem volna
észrevetetni és kiméretni a diákokkal.
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A kísérlet rövid elve

2. ábra. A mérési összeállítás tömbvázlata.

3. ábra. A vasmag elõmágnesezõt kézi indítással mûködésbe hozható elektronikus áramkör.

A változó elõmágnesezésre helyezett gyenge váltó-
árammal (50 Hz, 20 ms) valójában végigderiváljuk a
transzformátor vasanyagának B = f (I1) mágnesezési
görbéjét (1. ábra ). A mágnesezési görbe változó me-
redeksége okozta csökkenõ ΔB által indukált feszült-
ségben benne van a mágneses indukció változási se-
bessége is. Az elõmágnesezéstõl függõ fluxusváltozás
sebességének integrálja éppen a keresett mágnesezési
görbe elsõ szakasza. Egy kis fizikai-matematikai bra-
vúrral, a deriválás és integrálás szavakat ki sem ejtve
könnyen megszerkeszthetõ a mágnesezési görbe ele-
je. Két pontban (IA és IB ) „mértük” a mágnesezési
görbe meredekségét az egyenáramú mágneses térre
szuperponált ±50 mA szinuszos áramváltozásra. A
valóságban sokkal kisebb áramokat használunk, a
±50 mA-re csak a jól érthetõ rajz miatt volt szükség. A
t3 tekercsben (2. ábra ) indukált feszültség a két eset-
ben (IA és IB ) lényegesen különbözik egymástól, az IB
elõmágnesezõ áramnál majdnem a fele az IA áramnál
mértnél. Ez egyértelmû következménye a telítõdési
folyamat megkezdésének, a
mágneses indukció lassúbb
növekedésének. A pp az osz-
cilloszkópos méréseknél
használatos peak-peak, azaz a
csúcstól-csúcsig mért görbe-
értéket jelenti, ugyanis az
oszcilloszkópok esetében
nehéz pontosan mérni az
amplitúdót (a nullvonal el-
vándorol ). Ráadásul az egyre
erõsödõ telítõdés miatt a po-
zitív és a negatív irányba vett
amplitúdók nem is egyenlõk,

ez enyhe torzítást is okoz. A ΔI1 áram az IA
vagy az IB egyenáram körül változva hozza
létre a ΔB indukcióváltozást, ami a mágne-
ses fluxusváltozás sebessége által okozza a
mérhetõ következményt, azaz az U3 indu-
kált feszültséget. Összefoglalva: az elõmág-
nesezés függvényében a t3 tekercsben (2.
ábra ) mért indukált feszültség nagysága
egyértelmû kapcsolatban áll a mágnesezési
görbe formájával, vagyis bizonyára kimu-
tatható a mágneses indukció telítõdése.

A mérési összeállítás

A mérési összeállítás tömbvázlata a 2.
ábrán látható. Egy U alakú, szétszedhetõ
transzformátor t2 primer tekercse a t3 sze-
kunder tekercsben jól mérhetõ U3 feszült-
séget indukál. A vasmagot a t1 tekercs
egyenáramával létrehozott mágneses térrel
elõmágnesezzük. A szükséges egyenáram
jóval 1 A felett van, ehhez 20 W feletti telje-
sítmény szükséges, ami perceken belül

leégetné a tekercset. A vezérelt stabilizátor külsõ,
érintésre mûködõ indítása után tíz másodpercig szol-
gáltatja a beállított feszültséget, majd automatikusan
kikapcsol, és csak egy percnyi várakozás után szabad
újraindítani. Ezalatt a kísérletezõ lejegyezheti a mért
U3 indukált feszültséget, és beállíthatja az újabb U1
feszültséget. A feszültség nagysága a fluxusváltozás
sebességétõl függ. Ha a t1 tekercsben folyó egyen-
áram mágneses terével elõmágnesezzük a vasmagot,
az indukált feszültség erõsen függ az elõmágnesezõ
áram nagyságától, ugyanis a mágneses doméneket
már „megfogta” az erõs egyenáram által keltett mág-
neses tér, így a t2-ben az Um által létrehozott gyenge
váltóáramú mágneses tér kevésbé tudja megmozgatni
õket.

A vasmag elõmágnesezõ áramköre (vezérelt stabilizátor)

Az iskolai egyedi diákkísérleteknél egy egyszerû (eset-
leg áramkorlátozós), változtatható tápegységet is hasz-
nálhatunk, elégséges a tekercs hõmérsékletének kézi
ellenõrzése, de a tömeges kísérleteknél nem volt ennyi
ilyen tápegység, és azok biztos ütemû be- és kikapcso-
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lását nem bízhattam az ország minden részérõl idese-

4. ábra. Feszültségválasztó potenciométer.

5. ábra. A potenciométer skálájának kalibrálási görbéje.

6. ábra. A transzformátor mágnesezési görbéjének felvétele. Az ablakok mellett nyolc, a
másik oldalon hat mérõhely van. A mérések alatt halk háttérzene szólt.

reglett idegen diákokra. Egy automatikusan kikapcso-
lódó tápegységet kellett építenem (a két évfolyam
számára valójában vagy százötvenet). A szinte teljesen
automatikus tápegység kapcsolási rajza a 3. ábrán
látható. A kiindulópont a Bihar-megye iskoláiból ösz-
szegyûjtött, a „Didactica” cég által gyártott robusztus
tápegység volt, az 5 A-ig terhelhetõ kimeneteivel, ame-
lyek az általános átvizsgálás és a sok „szegbiztosíték”
kigyomlálása után kitûnõen megfeleltek a célnak. A
kapcsolás lelke az LM317 áramkorlátozott (1,5 A), el-
lenállással vagy feszültséggel szabályozható feszültsé-
gû integrált áramkör. A feszültséggel való szabályozást
választottam, mert nagy mennyiségû 100 kΩ-os tolós
és egyben lineáris potenciométerhez jutottam (4. áb-
ra ), azzal szabályoztam a kimeneti feszültséget (T2
tranzisztor emitterkövetõ kapcsolásban). A T6 és T7
tranzisztorok egy Schmitt-triggert alkotnak, a T6 vezérli
a T1 indító tranzisztort. Alapértelmezésben a T6 vezet,
így T1 is vezet, tehát kikapcsolja a T2 emitterkövetõt és
az IC kimenõfeszültségét alacsony szintre (körülbelül
2 V) állítja. A Schmitt-trigger alapállapotát a feltöltött
C1 kondenzátor biztosítja, ekkor a T7 nem vezet, ez
garantálja a T6 vezetési állapotát. Ha legalább 250 ms-
ig megérintjük a zöld LED alatti kézi indítás két ezüstö-
zött érintkezõjét, akkor a T8 tranzisztor vezetésbe vált,
ennyi idõ alatt kisüti a C1 kondenzátort, de a Schmitt-
trigger már jóval elõtte átváltott és az ismert úton ki-
kapcsolódik a T1 tranzisztor, majd átadja a vezérlést a
P potenciométerrel már beállított T2 emitterkövetõnek.
Közben a C1 kondenzátor az R18 ellenálláson keresztül
töltõdni kezd, és körülbelül tíz másodperc alatt eléri a
Schmitt-trigger visszabillenési szintjét, ekkor a rend-
szer alapállapotba vált, és úgy marad. A kapcsolás
összeállításakor (a t1 tekercs nélkül)
a kimeneti C2 kondenzátor feszültség
alatt maradhatna, de az idõzített T3
és T4, az R06 ellenállással (22 Ω) kisüti
a kondenzátort. A t1 tekercs jelenlé-
tében a C2 kondenzátorral egy rezgõ-
kört alkot, a tápegység kikapcsolása-
kor rezgések keletkeznének, de az
„élõ” R06 ellenállás meggátolja a rez-
gések kialakulását. Oszcilloszkópon
is megvizsgálva a jelenséget, csendes
kikapcsolódás történik. Ezután fel-
jegyezzük a mért U3 feszültséget,
majd a P potenciométer skáláján le-
het beállítani a kívánt új U1 feszültsé-
get. Újabb indítást csak egy perc
múlva ajánlunk, különben a tekercs

leégne. A Fizikumban végzett egyedi mérésekhez egy
M-838-as digitális mérõmûszer is rendelkezésre áll, de
az U1 feszültség értékét csak „vakon” állíthatjuk be,
mert az csak az indítás után jelenik meg. Elvetettem az
automatikus tiltó-idõzítõ beépítését, ugyanis az 50-60
másodperc várakozási idõt az adatlejegyzések és az
újabb beállítás miatt alig lehet lerövidíteni. Az 5.
ábrán a potenciométer skálájának megrajzolásához
szükséges feszültségkalibrálás látható a tolóka köze-
pének a bal oldali szélsõ helyzetéhez mért x (mm)
távolság függvényében. A skála megrajzolása után a
tolóka rése közepéhez rendeltük a kimeneti feszültség
értékét, a 4. ábrán ez 3,0 V.

Mérési adatok

A Fizikumban ez a kísérlet évekig 14 mérõhelyes volt
(6. ábra ). A méréseknél két szempontból is vigyázni
kell a t1 tekercs túlmelegedésére. Itt a melegedés
miatti ellenállás-növekedésre és az esetleges leégésre
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gondolok. Árammérõ mû- 1. táblázat

A t3 tekercsben indukált U3 feszültség függése az I1 előmágnesezési áramtól.

n R1 (Ω)
0. járom nélkül 1. járom és légrés 2. járommal lezárva

U10 (V) I10 (A) U30 (V) U11 (V) I11 (A) U31 (V) U12 (V) I12 (A) U32 (V)

1 16,5 2,12 0,128 0,78 2,12 0,128 0,76 2,12 0,129 0,73

2 16,5 2,85 0,173 0,78 2,78 0,168 0,75 2,85 0,173 0,72

3 16,5 3,99 0,242 0,78 4,18 0,253 0,74 3,96 0,240 0,71

4 16,5 5,15 0,312 0,78 5,13 0,311 0,74 5,10 0,309 0,69

5 16,5 6,21 0,376 0,78 6,15 0,373 0,73 6,15 0,373 0,68

6 16,5 7,13 0,432 0,78 7,25 0,439 0,72 7,13 0,432 0,66

7 16,5 8,22 0,498 0,78 8,23 0,499 0,71 8,16 0,495 0,65

8 16,5 9,43 0,572 0,78 9,32 0,565 0,70 9,37 0,568 0,63

9 16,5 10,30 0,624 0,78 10,47 0,635 0,69 10,30 0,624 0,61

10 16,5 11,37 0,689 0,78 11,36 0,688 0,69 11,22 0,680 0,60

11 16,5 12,22 0,741 0,78 12,30 0,745 0,68 12,15 0,736 0,58

12 16,5 13,33 0,808 0,78 13,28 0,805 0,67 13,21 0,801 0,57

13 16,5 14,25 0,864 0,78 14,14 0,857 0,67 13,99 0,848 0,56

14 16,5 15,19 0,921 0,78 14,99 0,908 0,66 15,15 0,918 0,54

15 16,5 16,20 0,982 0,78 16,00 0,970 0,65 15,87 0,962 0,53

16 16,5 16,89 1,024 0,78 16,75 1,015 0,64 16,76 1,016 0,52

17 16,5 17,70 1,073 0,78 17,53 1,062 0,64 17,72 1,074 0,51

18 16,5 18,48 1,120 0,78 18,54 1,124 0,63 18,34 1,112 0,50

19 16,5 19,20 1,164 0,78 19,10 1,158 0,62 19,14 1,160 0,49

A járomnak fontos szerepe van a mágneses fluxus létrehozásában, ezért három esetet vizsgáltunk.

7. ábra. Indul a mérés, tíz másodperc áll rendelkezésre.

szerre nem számíthattunk,
ezért az I1 áramot a tekercs
R1 ellenállása értékébõl, és a
beállított (esetleg mért) U1
feszültségbõl számítottuk ki.
A tekercs rézvezetéke ellen-
állása αCu = 3,93 10−3/°C
hõmérsékleti együtthatójú. A
kézmeleg külsõ felület eseté-
ben a belsõ rétegek hõmér-
séklete 40 °C felett van, ez
mintegy húsz fokos melege-
dést jelent. A 20 °C-on mért
R1 = 16,5 Ω-os tekercs ellen-
állása 17,8 Ω lesz, ez 7,86%-
os hibát jelent, amit csak a
percenkénti vagy annál rit-
kább mérésekkel kerülhe-
tünk el. A t3 tekercsben in-
dukált feszültség mérését a
diákok három transzformá-
torszerkezettel végezték el.
A levehetõ járom az egyetlen
lehetõség a tekerccsel ellá-
tott vasmag lezárásának,
ezért elõször járom nélkül
(0), azután a felhelyezett já-
rommal, de egy vékony lég-
réssel (1), majd a síkköszö-
rûvel felületcsiszolt járom-
mal (2) végezték el ugyanazt
a kísérletsort, az I1 elõmág-
nesezési áramtól függõ U3 indukált feszültség méré-
sét. A 7. ábrán levõ csoport mérési eredményeit az
1. táblázatban foglaltam össze. A Fizikumban a diá-
kok a 2. ábra szerinti mérési összeállításban a fe-
szültségmérésre egy M-838 típusú digitális mûszert is
kaptak. Ez nagyon megkönnyítette a mérést, mert a
potenciométerrel csak egy körülbelüli feszültséget
kellett beállítaniuk, a pontos értékét errõl a mûszer-

rõl olvasták le. A versenyen nem jutott volna min-
denkinek analóg mûszer, ezért a versenyzõk az U3
mérésére digitális mûszereket kaptak.

A továbbiakban feltételezzük, hogy a kísérletezõk
betartották az ajánlott mérési ritmust, ezért nem vesz-
szük figyelembe a t1 tekercs melegedésébõl származó
ellenállás-változást. A nyitott mágneskör esetében az
U3 feszültség gyakorlatilag állandó, egyáltalán nem

tapasztalható a telítõdés kezdete. A beve-
zetõben említett kimenõtranszformátor1

1A kimenõtranszformátor az elektroncsöves erõsí-
tõk végfokozatát illeszti a hangszóró néhány ohmos
ellenállásához. A primer oldalon a hangszóró ellen-
állása a transzformátor áttételének négyzetével beszo-
rozva látszik. A hatásfok is beleszól ebbe az összefüg-
gésbe, de a 90% körüli értéke nem sokat zavar. Külön
gondot jelent az elektroncsõ nyugalmi árama által lét-
rehozott elõmágnesezés, mert eltolja a nullapont kö-
rüli szimmetriát, torzítani fog az erõsítõ, ezért légrést
alkalmaznak, amely lényegesen lecsökkenti az elõ-
mágnesezés mértékét, szinte teljesen visszaáll az ere-
deti szimmetria. Ebben a kísérletben ezt a több évtize-
des tapasztalatomat használtam fel.

tervezésénél kísérletileg úgy határozzák
meg a légrés vastagságát, hogy az kompen-
zálja a végerõsítõ nyugalmi anódáramának
elõmágnesezõ hatását, ilyenkor a telítõdés
miatti „S” formájú B = f (Ianód) karakteriszti-
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ka nyugalmi munkapontja valahol a szimmetria-kö-

8. ábra. Az U3 indukált feszültség függése az elõmágnesezési áramtól a nyitott
vasmag, a légréssel ellátott járom és a teljesen zárt mágneskör esetében.

zéppont környékére kerül, ettõl lényegesen lecsök-
ken a torzítás. Az ellenütemû végfokozat nyugalmi
anódáramai ellentétes irányú mágneses indukciókat
keltenek, ezek kioltják egymást, így teljes szimmetria
áll elõ. A nagyáramú tranzisztorok képesek vezérelni
a néhány ohmos hangszórókat, ezért a tranzisztoros
erõsítõknél már nem használnak kimenõtranszformá-
torokat. Manapság a nagy nyugati cégek visszatértek
az elektroncsöves végfokozatokhoz, mert a tranzisz-
toros erõsítõk kis kimeneti belsõ impedanciája leter-
heli a hangszórót, az nem képes szabadon mozogni,
ezért nem tud lágy mélyhangokat kiadni.

A mérési adatok értékelése

A számszerû mérési adatok önmagukban általában
nem sokat mondanak fizikusnak, ezért ábrázolni
szokta õket. A 8. ábrán az 1. táblázatból kiolvasható
mérési adatok grafikus képe látható. Elsõ értékelés-
ként vizsgáljuk meg az illesztõgörbék pontosságát.
Mindhárom esetben kiszámítottuk a mérési pontok
távolságát a j -vel jelzett illesztõgörbétõl (j a járom
helyzetéhez rendelt 0, 1, 2 index), majd az illesztõ-
függvényre normált értéket hj (n ) hibafüggvénynek
neveztük el, az n a mérési index:

A legkisebb négyzetek elve segítségével az n = 19

(1)hj (n ) =
U3 jn − aj I1 jn + bj

aj I1 jn + bj

.

pontra kiszámítottuk a légréssel és légrés nélküli já-

rommal felvett relatív hibafüggvény σj standard eltéré-
sét, majd a 68,27% biztonságú

varianciát. A járom nélkül az illesztõgörbe irányté-

σk j =
σ j

n

nyezõje 10−15 nagyságrendû, a szabad tag pedig ál-
landó, így e számításnak nem volt értelme, annyira
kicsi a kiszámított hiba, míg az adatok pontossága
jobb is lehetne.2 Az illesztõgörbe pontosságára azért

2Hibaszámítással kapcsolatban Gránásy László írá-
sát (http://fizikaiszemle.hu/extra/hibaszamitas.pdf és
W. H. Press és társai Numerical Recipes könyvét ajánlom
(kis keresgéléssel a pdf szabadon letölthetõ, 20,4 MB).

van szükség, mert annak egyenletébõl fogjuk megha-
tározni a mágnesezési görbe egyenletét. A h1 hiba-
függvény standard eltérése, a σ1 = ±3,45‰, a 68,27%-
os biztonságú értéksáv pedig σk 1 = ±0,79‰. Ugyan-
ezek az értékek a h2 hibafüggvényre: σ2 = ±5,62‰,
σk 2 = ±1,29‰.

A mágnesezési görbe adatainak meghatározása

A telítõdés mértéke a teljesen zárt vasmagban a legna-
gyobb, ezért az U32 illesztõgörbét fogjuk feldolgozni.
Jelölje E az U32 mindenkori amplitúdóját, E0 pedig az
elõmágnesezési áram nélküli értéket. Az elõmágnese-
zési áram növekedésével az E a következõ összefüg-
gés szerint fog csökkenni:

A (2) egyenletet összehasonlítjuk az U32 tapasztalati

(2)E = E0 − k I1.

egyenletével:

Valamint

E0 = 0,7626 Veff 2 = 1,0785 V. (3)

Az elektromágneses indukció törvénye

(4)
k = 0,2383 Veff 2 / ADC =

= 0,3370 V/ADC .

alapján felírhatjuk az indukált feszültség
amplitúdójának értékét:

Az amplitúdó csökkenése egyértelmûen a

(5)E = N3
dΦ
dt

.

telítõdésnek tulajdonítható, ezt a μ abszo-
lút mágneses permeabilitás csökkenésének
fogjuk fel:

ahol a μ0 az abszolút mágneses permeabili-

(6)μ = μ0 − m I1,

tás elõmágnesezés nélküli értéke, az m az
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egyenes iránytényezõje, a mértékegysége H/(A m).
A mágneses fluxus a meghatározás szerint Φ = B S,
ahol S a mágneses indukcióra merõleges vasmagfelü-
let a B = B0 + Bm . A B0 az egyenáramú elõmágnesezés
által létrehozott mágneses indukció, a Bm a mágneses
indukció váltóáramú komponense, vagyis a B0-t mo-
duláló mágneses indukció. A tekercsek formája na-
gyon távol áll a középiskolában egyetlen létezõnek
elfogadott szolenoidétól, így nem tudjuk kiszámítani
az általuk keltett mágneses indukciót. A mágneses
indukció kiszámításánál feltételezünk egy ismeretlen
értékû G formafaktort (dimenziója 1/m), amely azo-
nos a transzformátor két tekercse esetében, vagyis
mágneses indukció általános képlete így alakul: B =
μ N G I. Ezek szerint az I1 egyenáram és az Im
amplitúdójú váltóáram által keltett mágneses induk-
ciót a következõ módon számíthatjuk ki:

Az N3 menetes t3 tekercsben indukált feszültség pilla-

(7)B = μ0 − m I1 G I1 N1 + N2 Im sinω t .

natnyi értékének modulusát az elektromágneses in-
dukció törvénye alapján írhatjuk fel, de figyelembe
kell vennünk a transzformátor η hatásfokát is:

A román középiskolákban a matematikából tanítják a

(8)e = N3 η S dB
dt

.

differenciál- és integrálszámítást, ezért ott könnyen
elvégezzük a dB /dt deriválást. A fizikában már elõbb
felmerül a mágneses térben forgó keretben indukált
feszültség kiszámítása. Ilyenkor a szinuszfüggvény
növekedését viszonyítjuk az argumentum növekedé-
séhez, és a trigonometriai képletek alapján megkap-
juk a szinuszfüggvény változási sebességét, azaz deri-
váltját.

A pillanatnyi érték amplitúdója felírásakor a (9) kép-

(9)e = N3 η S μ0 − m I1 G ω N2 Im cosω t .

letben elhagyjuk a cosωt függvényt:

Felbontjuk a zárójelet:

(10)E = N2 N3 η S G ω Im μ0 − m I1 .

Összevetjük a (2) és a (11) képletet, ebbõl megkapjuk

(11)E = μ0 N2 N3 η S G ω Im − m N2 N3 η S G ω Im I1 .

az indukált feszültség elõmágnesezés nélküli amplitú-
dóját:

és az amplitúdócsökkenés iránytényezõjét:

(12)E0 = μ0 N2 N3 η S G ω Im

A (7) egyenletbõl kiszámítjuk az elõmágnesezésbõl

(13)k = m N2 N3 η S G ω Im .

eredõ mágneses indukciót:

A B0 függvénye az I1 szerint másodfokú. A másodfokú

(14)
B0 = μ0 − m I1 G N1 I1 =

= μ0 G N1 I1 − m G N1 I 2
1 .

tag negatív elõjele egy maximum létét jelzi, ez lenne a
telítõdés befejezésének pontja. A (12) egyenletbõl
kifejezzük μ0 G -t, a (13) egyenletbõl az mG -t és behe-
lyettesítjük a (14) egyenletbe. Megszabadultunk az
ismeretlenektõl, és megkaptuk a B0 indukció képletét:

A B0 = f (I1) mágnesezési görbe megrajzolásához szük-

(15)B0 =
N1 E0 I1 − k I 2

1

η N2 N3 Sω Im

.

séges egy adattáblázat, de ennek nagyon sok sora
lenne. Ezért a (15) egyenletet tagokba bontjuk, a táb-
lázatban csak a tagok kiszámított értékei szerepelnek.
A következõ jelöléseket vezetjük be:

azaz Q a B0-t kifejezõ (15) képlet nevezõje. Másrészt:

(16)Q = η N2 N3 S ω Im = η N2 N3 S 2 π ν Im ,

ami a (15) tört számlálója.

(17)P (I1) = N1 E0 I1 − k I 2
1 ,

A tekercsadatokat a 2. ábráról olvassuk le, a háló-
zati frekvencia, ν = 50 Hz, a vasmag keresztmetszete,
S = 2 cm2, a transzformátor hatásfoka, η = 91%. A t2
tekercsbe vezetett 6 Veff váltófeszültség által keltett Im
moduláló áram értéke 19 mAeff. Ennek mérése igen
körülményes volt, mert a t1 egyenáramú tekercs is
„látja” ezt az indukáló áramot, ráadásul egy konden-
zátorban végzõdõ tápegységre van kötve (3. ábra ),
ezen kívül a stabilizátorkapcsolás leszabályozza az
általa zavarónak látszó 50 Hz-es változásokat is, ez
növeli az Im áramot. Míg minden mást egyenként ha-
tároztunk meg, addig ezt az áramot csakis mûködés
közben mérhettük meg. Itt is az amplitúdót kell meg-
adnunk, így az értéke Im = 19 mAeff = 26,87 mAAC2
lett. Az „A” mértékegység melletti DC vagy AC index
az egyen- vagy a váltóáramot jelenti. Ezekkel az ada-
tokkal a Q = 921,81 Am2/s. B0 maximuma az eddig
ismert adatok alapján az

pontban lenne, a (17) szerint a B0max = 936 mT. Az

I1max =
E0

2 k
= 1,6 A

elõmágnesezõ tápegység 1,5 A felett áramgenerátoros
módba vált, így biztosan nem érhetjük el a telítési
maximumot.

A mágnesezési görbe megrajzolása

Az eddigi grafikonjainkat lényegében a közvetlen
mérések alapján rajzoltuk meg. A mágnesezési görbe
egy hosszabb adatértelmezés eredményeként került
megrajzolásra. A (2) … (17) képletekben láthattuk az
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adatértelmezést, a 2. táblázatban pedig elõkészítet-

2. táblázat

A transzformátor mágnesezési görbéjének megszerkesztéséhez
szükséges adatok összesítése.

n I12
(A)

Q
(Am2/s)

E0
(V)

k
(V/A)

N1 P
(VA)

P/Q
(T)

B0
(mT)

1 0,128 921,81 1,0785 0,3370 1000 133,01 0,1443 144,3

2 0,173 921,81 1,0785 0,3370 1000 176,23 0,1912 191,2

3 0,240 921,81 1,0785 0,3370 1000 239,43 0,2597 259,7

4 0,309 921,81 1,0785 0,3370 1000 301,16 0,3267 326,7

5 0,373 921,81 1,0785 0,3370 1000 355,17 0,3853 385,3

6 0,432 921,81 1,0785 0,3370 1000 403,12 0,4373 437,3

7 0,495 921,81 1,0785 0,3370 1000 450,95 0,4892 489,2

8 0,568 921,81 1,0785 0,3370 1000 503,78 0,5465 546,5

9 0,624 921,81 1,0785 0,3370 1000 541,92 0,5879 587,9

10 0,680 921,81 1,0785 0,3370 1000 577,55 0,6265 626,5

11 0,736 921,81 1,0785 0,3370 1000 611,44 0,6633 663,3

12 0,801 921,81 1,0785 0,3370 1000 647,45 0,7024 702,4

13 0,848 921,81 1,0785 0,3370 1000 672,17 0,7292 729,2

14 0,918 921,81 1,0785 0,3370 1000 706,15 0,7660 766,0

15 0,962 921,81 1,0785 0,3370 1000 725,56 0,7871 787,1

16 1,016 921,81 1,0785 0,3370 1000 747,79 0,8112 811,2

17 1,074 921,81 1,0785 0,3370 1000 769,57 0,8348 834,8

18 1,112 921,81 1,0785 0,3370 1000 782,42 0,8488 848,8

19 1,160 921,81 1,0785 0,3370 1000 797,59 0,8652 865,2

Az I12 (A) oszlop az elõmágnesezési áramot, az utolsó oszlop ezen áramnak megfelelõ
B0 (mT) mágneses indukció értékét tartalmazza. A köztes oszlopok a (2) … (17) képle-
tek alapján végzett számítások részértékeit tartalmazzák.

9. ábra. A vasmag kimért mágnesezési görbéjének egy része.

tük a mágneses indukció komplex képletének ábrá-
zolásához szükséges részkalkulációkat. A biztonság
kedvéért mindenütt kiszámoltuk a mértékegységeket
is, a számítások így könnyen ellenõrizhetõk. Mivel a
részszámításokat számítógépes programocskával vé-
geztem el, megtörténhet, hogy a kerekített részered-
mények már nem pontosan a táblázatbeli végeredmé-
nyeket adják. Nagy szerencsénk volt a (16) képletben
meghatározott Q függvénnyel, mert benne áramfüg-
getlen tagok vannak, így elég volt egyszer kiszámolni,
és késõbb készülékállandóként kezelni.

A 9. ábrán a vasmag kísérletileg meghatározott mág-
nesezési görbéjének egy része látható. Az elõmágnese-
zési tápegység (3. ábra ) nem képes 2 V alatti feszültsé-
gek elõállítására, mert az LM317-es stabilizáló áramkör-
nek ehhez egy kicsi negatív referenciafeszültségre
lenne szüksége, ezért hiányzik a mágnesezési görbe
„eleje”. Az U1 feszültség mérésére a diákok az M-838
digitális mûszert használták a 20 V-os skálán. A mérés
közben nem ajánlott a méréshatár váltása, mert a kö-
vetkezõ, 200 V-os méréshatár elején már csak három
számjegyes kijelzés van, így a mûszer alacsony pontos-
ságát is beleszámítva 20 V felett „szakadás” jöhet létre a
feszültségmérésben. Már a (14) képlet értelmezésekor

látszott a „tiszta” másodfokú görbe
(nincs szabad tag), ezért rögtön ki is
számítottuk a maximum helyét és érté-
két. Mivel ez egy matematikai leírás,
egy mérési sor extrapolálása, ezért
szaggatott vonallal jelöltük a meghosz-
szabbítást. A telítõdés kezdetébõl nem
következtethetünk a jóval késõbb befe-
jezõdõ lényegében ismeretlen fizikai
folyamat végére.

Hibaforrások, problémák, értékelések

Elõször egy pozitív tartalmú megjegy-
zés: az összes mérést áttételesen
összegzõ mágnesezési görbe egyen-
letének szabad tagja (9. ábra) mint-
egy tíz nagyságrenddel kisebb a B0(I1)
origó körüli értékeinél, vagyis nagyon
jól eltaláltuk az origót. A bemérések
és a számtalan készülék tesztelése
felszínre hozta a tervezéskor figyel-
men kívül hagyott, vagy elõre nem
látható megoldásokat.

• A laboratóriumi gyakorlat fõ ho-
zadéka, hogy makroszkopikus esz-
közökkel mértünk és határoztunk meg
az anyag belsejében történt, a közép-
iskolában már nem tanult fizikai jelen-
séget. A kísérlet sokat segít az elektro-
mágneses indukció mélyebb megérté-
sében. Mi megkerestük azt a jelensé-
get, amelynek csökkenõ változási
sebessége csökkenõ feszültséget kel-
tett egy transzformátor szekunder te-

kercsében. Külön érdekesség, hogy a növekvõ inten-
zitású ok hozta létre a csökkenõ okozatot.
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• A síkköszörült járom és nyitott transz-

10. ábra. Finoman szabályozható ellenállásdekád 1,2 MΩ-ig.

formátor nem igazán volt helyes mûvelet a
transzformátor szempontjából. Az igaz,
hogy a mágneskör szinte tökéletesen zárt
lett, de elrontottuk a lemezelés lényegét,
mert az „összeérõ” lemezekben sokkal na-
gyobb örvényáramok keletkeztek, a transz-
formátor veszteségesebb lett.

• Matematikai szempontból fontos lehet
a fizikai jelenséget leíró deriváltból megkap-
ni a primitív függvényt, vagyis az elektro-
mágneses indukció okát. Ez egy igazi ka-
pocs a fizika és a matematika között.

• Bár a moduláló áram értéke állandó, de mérése
nagyon körülményes, kiszámítani pedig szinte lehe-
tetlen. A transzformátor egyik szekundere, az elõmág-
nesezõ t1 tekercs nehezen meghatározható terhelést
jelent. A terhelés nagyon komplex módon jelentkezik,
mert a tápegység C2 kondenzátora egy váltóáramú
terhelés, az LM317 csak a feszültségcsökkenéseket
kompenzálja, a feszültségnövekedést, nem képes ke-
zelni (nem az LM317 feladata), ezért aszimmetria ke-
letkezik, tehát a mért érték nem lenne helyes.

• A kis sorozatú gyártásnál kiderült, hogy a más
célra készült 100 kΩ-os potenciométerek valódi ellen-
állása nagyon is különbözõ lehet, ezért vagy egyedi
skálát, vagy pótellenállásokat kellett volna elhelyez-
nünk. A potenciométerek linearitása megmaradt,
ezért a névérték alattiaknál az elõmágnesezõ áramkör
(3. ábra ) R05 ellenállását „megrövidítettem” egy né-
hány tíz kΩ nagyságrendû párhuzamos ellenállással, a
nagyobbaknál pedig egy MΩ nagyságrendû ellenállást
kötöttem párhuzamosan a potenciométerrel. A ki-
sebb-nagyobb-megfelelõ típusú osztályozás után a
10. ábrán látható ellenállásdekáddal mértem be a
szükséges ellenállásokat, majd az E24-es szabványú
ellenállás-sorozatból kiválasztottam a megfelelõ ellen-
állást.

• Egyedi méréseknél az ipari eredetû tápot a szük-
ségesnél jóval nagyobb feszültségen, áramgeneráto-
ros módba helyezzük, és az áramgenerátor állítgatásá-
val rögzítjük a szükséges áramot. A t1 tekercs melege-
dése már nem probléma, mert a mágneses teret nem
az U1 feszültség, hanem az áramgenerátor áramstabili-
zált I1 árama adja. Az Um moduláló feszültség „nyitott”
szekunder tekercsnek látja az eddig kondenzátorral és
feszültségstabilizátorral terhelt elõmágnesezõ t1 teker-
cset. Az igazán jó megoldás egy házilag erre a célra
készült áramgenerátoros tápegység lenne, amelynek
kimenetén nincs kondenzátor.

• Tovább ragozva ezt a témát, felhívom a tisztelt
kísérletezõ kollégák figyelmét a gyári készülékek
áramgenerátoros módja árambeállításának problémái-
ra. Az áramgenerátoros mód egy olyan tökéletes rö-
vidzárbiztos rendszer, amely a kimenõ feszültség ter-
helés miatti néhány mV-os csökkenéskor automatiku-
san áramgenerátoros módba vált, itt csak az esetleges
belsõ melegedések okozhatnak problémát, de azt
termisztoros kapcsolásokkal kivédik. „Papíron” még
azt a hibát is elbírják, hogy a kimeneti feszültség he-

lyett a kimeneti áramot mérjük (Úristen!). A tápegysé-
gek bírják, de a mûszer biztosítéka nem. A kiolvadó
biztosítékokat nagyon nehéz lenne 2000 μA-re készí-
teni, ezért egy áramfigyelõ rendszer a méréshatáron
megengedett legnagyobb áram néhány százalékos
túllépésekor kiégeti a jóval erõsebb, minden áram- és
feszültséghatárra érvényes egyetlen biztosítékot. Min-
den tápegység kimenetén van egy kondenzátor, ami a
kimeneti feszültségen megjelenõ zajfeszültségeket
szûri. Ha kimeneti áramot mérünk, akkor a rövidzár
keltésekor a kondenzátorban levõ energia bõségesen
elég ahhoz, hogy a mûszerünk áramtúllépést érzékel-
jen, áramot nem mér, de túllépést mutat, és kiolvaszt-
ja a biztosítékot. A megoldás igen egyszerû: egy hu-
zallal (esetleg csipesszel) elõször rövidre zárjuk a
kimenetet, és a rövidzár megtartása mellett bekötjük a
mérõmûszert, ekkor „nincs” kondenzátor, nem olvad
ki a biztosíték. Hiába van önmûködõ méréshatárvál-
tónk, a néhány Ω-os söntellenállás (Rs ) a kondenzá-
tort UC/Rs kezdõárammal süti ki. Az elektronikus biz-
tosíték reakcióideje néhány μs, de a kisütés néhány
száz μs-ig tart. A mûszerünk csak biztosítékcsere után
tud áramot mérni.

Kísérleti feladat
a XVI. Schwartz Emlékversenyen

Amint a felvezetõben írtam, ez egy nagyon régi fel-
adatom, egy saját célra készült kísérlet. Azt szerettem
volna meghatározni, hogy meddig érdemes növelni
egy elektrodinamikus hangszóró gerjesztõáramát, ha
minél nagyobb hangerõt szeretnénk kihozni belõle. A
kiindulópont a fentebb tárgyalt jelenség volt, féltem a
telítõdéstõl, ahol már nem lenne értelme a gerjesztõ-
áram további lényeges növelésének. Amint látni fog-
juk, csak egy mérõkísérlet döntheti el egy ilyen súlyú
konstrukció sorsát.

Az elektrodinamikus (gerjesztett) hangszóró felépítése

A 11. ábrán a kísérlethez elõkészített elektrodinami-
kus hangszóró keresztmetszete látható. Az egyenára-
mú gerjesztõtekercs erõs mágneses teret kelt a lég-
résben. Az erõsítõben ezt a tekercset az egyenirányí-
tó két kondenzátora közé kapcsolták, ezért átment
rajta a készülék által felvett egyenáram, és 10-20 V-ot
csökkent. A kétütemû egyenirányító 100 Hz-es zajjele
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szempontjából ez az induktivitás igen nagy reaktan-

11. ábra. Elektrodinamikus hangszóró a kísérlethez szükséges
póttekerccsel.

12. ábra. A kísérleti berendezés tömbvázlata – XVI. Schwartz Emlékverseny.

ciát képviselt, így egy kitûnõ szûrés is létrejött. A
légrésben egy 100 Hz-cel modulált mágneses tér ke-
letkezett, de a nagy reaktancia miatt a legyengült
váltóáramnak alig volt hatása. A lengõtekercs a né-
hány voltos hangjelet kapja, rezgéseit átadja a
membránnak. Egy 30 menetes póttekercs kizárólag a
kísérlet elvégzéséhez szükséges, és késõbb került a
mágnesházra.

Még a ’60-as évek közepén ezt az elektrodinamikus
hangszórót a fenti dolgozathoz hasonló transzformá-
tornak képzeltem el. A primer tekercs a 40-60 mene-
tes lengõtekercs, a póttekercs a szekunder tekercs, az
egyenáramú gerjesztõtekercs pedig az elõmágnese-
zést valósítja meg. A lengõtekercs egy eléggé homo-
gén mágneses térben van a mágnesház és a mágnes-
mag között. A lengõtekercsben folyó váltóáramú
hangjel indukált áramot kelt a póttekercsben és a sze-

kunderként felfogott gerjesztõtekercsben is. Az indu-
kált jel nagyságának csökkenése a mágneses indukció
csökkenõ növekedését jelzi. Várható volt a mágneses
telítõdés megjelenése, amibõl az érdemesnek tartott,
legnagyobb gerjesztõáramot kívántam meghatározni.

A kísérleti berendezés bemutatása

Az eredeti kapcsolás megszerkesztése idején szó sem
lehetett változtatható kisfeszültségû tápegységekrõl,
ráadásul nullától induló, változtatható tápforrás sem
létezett, talán még nem jöttek rá az ehhez szükséges
negatív feszültségû referenciára. A kolozsvári egye-
tem fizikakarán mindent a pincétõl a második eme-
letig laboratóriumonként leágazó, 120 voltos, nagy-
áramú akkumulátorhálózattal és helyi egyedi akku-
mulátorokkal oldottak meg. Az igényes kísérletekhez
LC szûrõk csökkentették a töltési zajfeszültséget, vagy
kikapcsolták a töltést.

A kísérleti berendezés tömbvázlata a 12. ábrán
látható. Klasszikus mûszerekkel állítottam össze, de a
versenyfeladat esetében már digitális mûszerek és
modern oszcilloszkópok is rendelkezésre álltak. Mai
szemmel nézve a gerjesztés megoldása nagyon komp-
likált, talán elég lett volna egy tápegység is, de nullá-
tól indulót nem találtam. Maradt a rendelkezésre álló
két EMG-1832C típusú, robusztus elektroncsöves táp-
egység, amelyek a maximális 100 mA-es terhelés mel-
lett 150 és 300 V között szolgáltatnak stabilizált
egyenfeszültséget. Meg kellett oldanom a gerjesztõte-
kercs „szabadságát”, hogy a tápegység ne terhelje le a
tekercsben indukált feszültséget. Legegyszerûbbnek
egy soros ellenállás kínálkozott (RBOX), ezzel egyúttal
finomabban szabályozhatóvá tettem a gerjesztõára-
mot. A két elektroncsöves tápegység differenciálkap-
csolásban van, az E1 mindig 150 V-ot ad, az E2 150 és
300 V között szabályozható. Az elektroncsöves táp-
egységek még nem ismerték a nagyáramú sorba kötés
lehetõségét, ugyanis az alsó tápegység kimenetét a
felsõ felfele húzza, amit a csökkenésre tervezett sza-
bályozórendszer nem tud kompenzálni. A várható
legnagyobb, 49 mA-es áramot egy 50 mA-es elõterhe-
léssel kompenzáltam. Ilyenkor a felsõ tápegység 49
mA-t szolgáltat, az alsó 99 mA-t. Hiába növelnénk a

felsõ tápegység feszültségét, az alsó kikap-
csol, és „elengedi” a saját kimenetét. Marad
a 3 kΩ-os elõterhelés sorba kötve az RBOX
(10. ábra ) 1,1 kΩ-os (11× 100 Ω) ellenállá-
sával. A kisebb áramokat az ellenállásszek-
rény 5 kΩ-os (5 ×1 kΩ) ellenállásával oldot-
tam meg. Mindkét esetben figyelembe kel-
lett vennem az ellenállásszekrény 30 mA-es
(1 kΩ-osok) és 100 mA-es (100 Ω-osok)
terhelhetõségét. A H1 hangszóró a jelge-
nerátortól kap egy jelet, a H2 hangszóró ezt
mikrofonként felfogja, és az RFT mV-mérõ
megméri a lengõtekercs „mikrofonjelét”, és
az oszcilloszkóp számára tízszeresen fel is
erõsíti. A gerjesztõáram függvényében
meghatározható a H1 hangszóró hangerejé-
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nek változása. Az elõzetes elképzelésem szerint a

13. ábra. A kísérleti berendezés a XVI. Schwartz Emlékversenyen (2006). 14. ábra. A lengõtekercs.

15. ábra. A H2 hangszóró rezonanciagörbéje.

hangerõ telítõdését kellene detektálnunk.
A kísérlet másik ágában az elõmágnesezési áramtól

függõ indukált feszültséget vizsgáltam a transzformá-
tornak felfogott lengõtekercs → vasmag → póttekercs
struktúrában. Ez lényegében azonos az elõbbi kísér-
lettel. Az alsó oszcilloszkóp eredetileg a jelgenerátor
jelét mutatta, de a fénykép készítésekor már nem volt
bekapcsolva. Valójában arra hívtam fel a verseny
résztvevõinek figyelmét, ahogyan a Wien-hidas jelge-
nerátor egy izzószálas kiségõ segítségével beszabá-
lyozza a pozitív visszacsatolás mértékét, és a meg-
adott szinten tartja a kimenõfeszültséget. A diákok
elõször arra kérdeztek rá, hogy a frekvencia változta-
tásakor miért „lebeg” a felsõ oszcilloszkóp jele. Azért,
mert ilyenkor felbomlik a rezgés Barkhausen által
meghatározott feltétele, és az égõ ellenállásától (hõ-
mérsékletétõl ) függõ negatív-pozitív visszacsatolás
egyensúlya néhány „tapogatódzó” felvillanás után
beállítja a normál kimeneti feszültséget. A felsõ oszcil-
loszkóp a H2 „mikrofon” felerõsített jelét mutatja, sze-
repe a mérõrendszer mûködésének jelzése.

Mérési eredmények

A H2 hangszóró egy szabadon lengõ rendszer, amely
bizonyos frekvenciájú hangokra rezonálhat, és így be-
folyásolhatja méréseinket, ezért meghatároztam a re-
zonanciafrekvenciáját. A látszólag egyszerû mérést az
bonyolította, hogy a H1 hangszórónak is van rezonan-
ciapontja, nehogy azt mérjem meg. Ezért 20 mA ger-
jesztõáram mellett (a 12. ábra 1. mérési módja, R = 5
kΩ) nem a hangerõt, hanem a lengõtekercs (14. ábra )
által felvett áram értékét mértem, illetve egyszerûen az
oszcilloszkópon figyeltem az áramfelvétel minimumát,
ugyanis az oszcilloszkóp gyakorlatilag frekvenciafüg-
getlen egészen az egyenáramig. Egyszerû volt megál-

lapítanom, hogy az áramminimum 47 Hz körül jött
létre, vagyis biztosan nem fogja zavarni a kis hangszó-
ró mûködését, amelynek rezonanciafrekvenciáját száz
Hz fölé saccoltam, de megmérve (15. ábra ), ν0 = 120
Hz-nek adódott. A kis mikrofon-hangszóró (H2) rezo-
nanciagörbéjének mérési adatait a 3. táblázatban fog-
laltam össze. A hangerõvel arányos, három számjegyes
pontosságú U2 (mVeff) feszültséget a tükörskálás RFT
millivoltmérõrõl könnyedén leolvastam. További lé-
nyeges rezonanciapontokat 2 kHz-ig nem találtam,
ezért a nagy hangszóró (H1) mágneses tulajdonságait 1
kHz-nél fogom tanulmányozni, itt majd kevésbé fog-
nak zavarni az 50 Hz-es hálózati zajok.

A mérések érdemi részét a mágnesezési görbével
kapcsolatban végeztem el. A jelenségeket és így a mé-
réseket is két részre osztottam:

• egyrészt az indukált feszültség függése a gerjesz-
tési áramtól,

• másrészt a hangerõ függése a gerjesztési áramtól.
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Az összefüggéseket keresendõ, szimultán mértem a

3. táblázat

A mikrofonként mûködõ H2 hangszóró rezonanciagörbe-
felvételének 38 adatpárja.

index ν
(Hz)

u2
(mVeff)

index ν
(Hz)

u2
(mVeff)

1 60 124 20 120 590

2 67 125 21 121 587

3 72 127 22 122 574

4 76 132 23 124 535

5 80 139 24 126 490

6 85 151 25 128 445

7 89 165 26 131 384

8 92 181 27 134 338

9 96 213 28 137 300

10 99 243 29 140 269

11 101 270 30 143 240

12 104 313 31 148 201

13 107 357 32 152 178

14 110 412 33 157 155

15 112 456 34 161 140

16 114 500 35 165 130

17 116 537 36 170 118

18 118 575 37 174 110

19 119 586 38 180 100

4. táblázat

Mérési adatok és a grafikonok megrajzolásához szükséges
kiszámított értékek.

index IG
(mA)

U1
(mVeff)

U2
(mVeff)

U2max
(mVeff)

U2/U2max ∫U1 dIG

1 0,45 4,50 2,03 33,37 0,061 –

2 1,97 4,68 3,21 33,37 0,096 –

3 3,55 4,85 4,50 33,37 0,135 –

4 5,38 4,97 6,00 33,37 0,18 –

5 6,32 4,92 6,92 33,37 0,207 34,44

6 7,54 4,77 8,05 33,37 0,241 40,39

7 8,76 4,62 9,30 33,37 0,279 46,12

8 10,19 4,43 10,6 33,37 0,318 52,57

9 11,17 4,31 11,6 33,37 0,346 56,82

10 12,15 4,17 12,5 33,37 0,375 60,95

11 13,80 3,96 13,8 33,37 0,414 67,62

12 15,37 3,75 15,2 33,37 0,454 73,64

13 16,90 3,56 16,4 33,37 0,492 79,22

14 18,44 3,37 17,8 33,37 0,533 84,55

15 19,97 3,18 18,9 33,37 0,566 89,58

16 21,54 3,00 20,2 33,37 0,605 94,48

17 23,27 2,82 21,4 33,37 0,641 99,57

18 24,99 2,68 22,6 33,37 0,677 104,3

19 26,77 2,52 23,8 33,37 0,713 109,0

20 28,21 2,40 24,8 33,37 0,743 112,5

21 30,4 2,22 26,0 33,37 0,778 117,4

22 32,5 2,05 27,1 33,37 0,812 122,0

23 34,6 1,91 28,2 33,37 0,845 126,2

24 36,9 1,76 29,2 33,37 0,875 130,4

25 39,3 1,63 30,3 33,37 0,907 134,4

26 42,0 1,47 31,3 33,37 0,938 138,5

27 44,7 1,35 32,2 33,37 0,965 142,3

28 46,8 1,25 32,7 33,37 0,98 145,1

28 különbözõ gerjesztési áramhoz tartozó indukált
jelet és a mikrofon-hangszóróban keletkezett hang-
erõjelet is. Mindkét kísérletcsoport az elektrodinami-
kus hangszóró gerjesztõárama megfelelõ értékének
kiválasztásáról szólt.

Az indukált feszültség függése
a gerjesztési áramtól

Ez a kísérlet lényegében a cikk elsõ részében tárgyalt
jelenséghez hasonló, azzal a nem kis különbséggel,
hogy a gerjesztés kikapcsolásakor a gerjesztõtekercs
önindukált árama ellentétes polaritással átmágnesezi
a H1 hangszóró gerjesztõtekercsének vaskeretét, ez
értelmezési gondokat okozott. A probléma abból
származott, hogy az elvárt lineáris jelcsökkenés he-
lyett egy gyengén másodfokú, de erõsen „púpos” mé-
rési sor keletkezett.

A hangszórós kísérlettel kapcsolatos mérési ered-
ményeket a 4. táblázat tartalmazza 28 sorban. A szo-
kásos oszlopok mellett van néhány magyarázatra szo-
ruló is, a többihez érdemes megnézni a kísérleti be-
rendezés tömbvázlatát (12. ábra ). Elõször az IG ger-
jesztõáram által meghatározott hangerõsségbõl szár-
mazó H2 mikrofon-hangszóró jeleit ábrázoltam. Az

ötödfokú illesztõfüggvény jól mutatta a telítõdési ten-
denciát, ezért egy Pascal-programmal megkerestem a
maximum helyét (52,15 mA) és értékét, ez U2max =
33,37 mV. Létrejött a várt telítõdés. Elõkészítettem az
ábrázoláshoz szükséges U2/U2max arányokat is.

A fizikusnak sokkal többet mondanak a táblázat
alapján készült grafikonok! Az U1 indukált feszültség
egy igen érdekes formát mutat, ezért az ábrázoláskor
a méréseket a negyedik mérõpont után kettévágtam,
ugyanis itt fejezõdik be a már említett, a kikapcsolás-
kor keletkezett átmágnesezés legyõzése. Az elsõ négy
mérõpontot kék körben piros pont jelzi, a többit a fel-
cserélt színezésû. Megtartottam a kék összekötõvona-
lakat, ezek a mérõpontok alá kerültek. Az indukált fe-
szültség jól láthatóan csökken egy gyenge másodfokú
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görbe szerint (16. ábra ). A piros színû illesztõgörbe

16. ábra. Az indukált feszültség változása a gerjesztõáram függvé-
nyében a remanencia kompenzálása elõtt és után.

17. ábra. A másodfokú illesztõgörbe jól kimutatja a telítõdést.

egy másodfokú polinomfüggvény, alatta pedig itt-ott
a méréseket összekötõ kék vonal látszik. Az „itt-ott”
az illesztés pontosságát mutatja. Az illesztõgörbe
csökkenõ tendenciája a mágnesezési görbe telítõdésé-
re utal, de elsõfokúra számítottam, annak másodfokú
primitívfüggvénye jobban kifejezné a telítõdés végki-
fejletét. E másodfokú görbének van egy minimum-
pontja az IG = 59,04 mA áramnál, ez a szülõgörbe, a
mágneses indukció telítõdésére utal (a minimumpont
könnyen meghatározható az illesztõgörbe egyenleté-
bõl ). Még játszottam egy kicsit: az indukált feszültség
csökkenése jellegzetesen lineáris kellene, hogy le-
gyen, ezért meghatároztam az elsõfokú, nagyon
„nem-illesztõ”, a mérõpontokat csúnyán keresztülsze-
lõ görbe egyenletét. Ez nem illesztés, csak a tenden-
ciát mutatja:

majd ebbõl a mérõpontokra kiszámított primitívfügg-

(18)U1 = −9,3349 10−2 IG + 5,2310 (mVeff, mA),

vényének maximumhelyét: IG = 56,04 mA. Ez kísérte-
tiesen hasonlít a másodfokú illesztõgörbe fent kiszá-
mított minimumhelyéhez. Továbblépve, ha a mérõ-
pontokon kiszámítjuk a másodfokú illesztõgörbe in-
tegrálját (az egy harmadfokú polinomfüggvény lesz),
akkor az elektromágneses indukció törvénye alapján
a mágneses fluxus változási görbéjének pontjait kap-
juk meg (lásd a 4. táblázatot ). Ezek az ordinátatenge-
lyi mérõpontok közvetlen kapcsolatban vannak a
vasmagban keletkezett mágneses indukció értékével.
A kapcsolat néhány állandó fizikai mennyiség szorza-
tából áll, ami lehetõvé teszi az ismeretlen fizikai tartal-
mú y ábrázolása helyett a telítési indukcióra normált
indukció, a B /Bmax függvény számszerû ábrázolását
is, hiszen a szorzók leegyszerûsödnek. A 17. ábrán

ez valósult meg. A különleges formájú mérõpontok
arra utalnak, hogy azok nem valódi mérésbõl szár-
maznak, a mérõpontokat a másodfokú illesztõgörbe
integrálja értékeinek alapján számítottam ki, ezért
senkit se tévesszen meg azok tökéletesnek tûnõ érté-
ke. (Méréseim pontosak, de azért ennyire mégse!) A
rajzolóprogram μm pontossággal helyezte el a har-
madfokú szülõgörbe függvényértékeibõl kiszámított
mérõpontokat, innen van a látszólagos pontosság.

Nagyon bíztam a harmadfokú görbe „igazában”, de
nagyot csalódtam. A görbe telítéskeresésre való hasz-
nálhatatlansága már B /Bmax harmadfokú függvénynél
is látható volt, ugyanis a szabad tag szinte tökéletesen
zérus, mintegy tizenhárom-tizennégy nagyságrenddel
kisebb a függvény origó körüli értékeinél. A kimért
remanencia léte ellentmond ennek, ugyanis a H2
hangszóró gerjesztés nélkül is szólt, a H1 mikrofon-
hangszóró pedig mérte ezt a hangerõt (lásd a követ-
kezõ kísérletet!). Keresendõ a grafikus maximumot
(az illesztõgörbe egyenlete szerintit), kétszeresére
hosszabbítottam a görbét, de az az egekbe szökött.
Ezután „tudományosan” próbáltam megkeresni a szél-
sõértéket, de a deriváltból származó szélsõérték-kere-
sõ másodfokú egyenletnek negatív lett a diszkrimi-
nánsa, vagyis nincs szélsõérték! Ezután a piros színû
másodfokú illesztõgörbe megrajzolása következett,
ennek van némi remanenciára utaló szabad tagja, de
igen fontos az eddigi értékek közelében található
szélsõértéke. A 17. ábrán látható a telítõdés kezdõ
áramértéke, az IG = 55,51 mA.

A hangerõ függése a gerjesztési áramtól

A kísérlet eredeti célja, hogy meghatározzam azt a
gerjesztõáramot, aminél a hangszóró már leadja a
várható hangteljesítményt p%-át, de az elektromágnes
melegedése még nem lazítja fel a lengõtekercs ragasz-
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tását. Az adatok feldolgozása elõtt nemigen láttam

18. ábra. A H2 mikrofon-hangszóró jele az IG függvényében.

számszerû kapcsolatot a mikrofon-hangszóróban kel-
tett hangjel és a mágnesezési görbe meghatározó ele-
mei között. Amint látni fogjuk, a mágnesezési görbe
és a mikrofon-hangszóróban keltett hangjel közötti
logikai út szinte közvetlen, mert az elsõ mérési sor
már rögtön a mágnesezési görbéhez hasonló görbét
adott. A H1 gerjesztett hangszóró az 1 kHz-es szinu-
szos jelet hanggá alakítja, amelyet a H2 mikrofon-
hangszóró elektromos jellé alakít át. A H1 hangszóró
légrésében levõ mágneses indukció és lengõtekercs-
ben folyó áram között elektromágneses kölcsönhatás
lép fel. Ez a mágneses indukció a vasmagban keletke-
zett mágneses indukció „meghosszabbítása”. A hang-
erõben benne van a vasmag mágneses indukciója is.
A hangkapcsolat behoz egy szorzót, erre rátevõdik a
mikrofon-hangszóró hang → jel átalakítási tényezõje
is. Végül az U2-ben, a fõhelyen a vasmagban keletke-
zett mágneses indukció szerepel, amit egy sor isme-
retlen, de állandó értékû szorzó alakít mérhetõ fe-
szültséggé. Ezt a közvetlenséget az is igazolja, hogy
az ötödfokú illesztõgörbe szinte tökéletesen illeszke-
dik a mérõpontokra. Az illesztés pontosságához az is
hozzájárult, hogy a mikrofon-hangszóró jelét az RFT
millivoltmérõ tükrös skálájáról sikerült három szám-
jeggyel leolvasnom.

A mérések mérõpontjai gyenge S-forma mentén
helyezkednek el, ezért a görbeillesztéskor csak párat-
lan fokú polinomfüggvények jöhettek szóba. Próbál-
koztam egy harmadfokú illesztõfüggvénnyel is. Az
illesztés kevésbé volt pontos, a remanencia miatti
mért feszültség csak 1,23 mVeff, de a telítõdés az elõb-
biekhez hasonló értékeknél jött létre (55,55 mA, 33,08
mVeff). Ebben a kísérletsorozatban is sikerült kimutat-
nom a mágnesezési görbe telítõdését, és meghatároz-
nom az elfogadható melegedést produkáló gerjesztõ-
áramot.

Összefoglalás

Két kísérlet leírását láttuk, mindegyiket számos kitérõ-
vel, valójában megpróbáltam körbejárni a felvetõdött
közös problémát, a mágneses indukció telítõdése
kezdetének kimutatását. A megoldás makroszkopikus
eszközökkel próbálta feltárni a mikroszkopikus jelen-
séget. Ez a megfogalmazás azt is jelentheti, hogy eze-
ket a kísérleteket gimnáziumi szinten is elvégezhetjük
(én számtalanszor elvégeztem), a diákokkal megfej-
tethetjük a mélyebb tartalmú kísérleteket. Az elsõ
kísérlet problémáiról már szóltam a bemutatás végén,
most a másodikkal kapcsolatos szubjektív véleménye-
met próbálom összefoglalni, megpróbálok rámutatni
a kísérlet eredményeire, buktatóira és hibáira.

• Rögtön az elején, a 12. ábra szerinti kísérleti
berendezés korszerûtlenségét szeretném megokolni.
Ez egy régi kísérletem nosztalgiázó megismétlése,
egyúttal az „ez van, ezzel dolgozunk” lehetõségének
bemutatása is. Ma már végtelenül egyszerûen, egy
áramgenerátoros üzemmódú tápegységgel oldanám

meg ugyanezt, de a mágneses indukció telítõdését
legegyszerûbben egy Hall-szondával lehetne megha-
tározni. Ekkor kimaradna a fizika, az ok megértése
és magyarázata, ez nem az én asztalom. (Ugyanaz,
mint a számtalan 9,81-es feladat, aminek semmilyen
fizikai értelme nincs addig, amíg nem szembesültél a
nehézségi gyorsulás meghatározásának gyötrelmei-
vel!) Ismerek olyan filozófust, aki a számológép nél-
küli idõkbõl rámaradt kerekítésekbõl (g = 10 m/s2,
π2 = 10) a g és a π közötti valósi kapcsolatra követ-
keztetett (ez nem vicc!). Hosszú vita után, csak a
holdjáró kerekével tudtam megértetni vele a hibás
premisszáját.

• Félretéve az eszközök korszerûtlenségét, ki-
emelném a jelenségek értelmezésének fontosságát. A
kezdeti cél a telítõdési tendencia kimutatása volt, an-
nak idején csak a görbevonalzó segített megtalálni a
telítõdést létrehozó áramot. Ennek értékére nem is
volt szükség, hiszen azt akartam elkerülni. A mágne-
ses indukció értékének meghatározására két párhuza-
mos kísérlet született: az indukált feszültség és a
hangerõ függése a gerjesztõáramtól.

• Az impulzusüzemû tápegységek és a tranziszto-
ros hangerõsítõk korában már nem használnak klasz-
szikus transzformátorokat, de a ma divatos retró
elektroncsöves erõsítõk kimenõ transzformátorának
igényes tervezésekor elkerülhetetlen az elsõ kísérlet
módszereinek alkalmazása. Szerintem a jól megterve-
zett triódás végerõsítõ hangminõsége sokkal jobb a
tranzisztoros végfokozatok hangminõségénél (na-
gyon hosszú a magyarázat). Bernben egy elektroni-
kai világkiállításon a gyönyörû, szuperlapos, világ-
márkás erõsítõk között több olyat is láttam, amelyek
tetejébõl kiálltak az EL34-es végfokozat csövei. Az
árukat nem értettem, hiszen sokszorosa volt az elõb-
bieknek, de felvilágosítottak, hogy minõsége miatt
még mindig ez a „trendi”.
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• Az indukált feszültség függése a gerjesztõáram-
tól. Az indukált áram értéke egyértelmû kapcsolatban
áll a mágnesezési görbe lokális hajlásszögével (lásd
az 1. ábrát ), de a mágneses indukcióhoz csak az in-
dukált feszültség illesztõgörbéje függvényének integ-
rálása árán jutunk el. Fizikailag ez egy szép feladat,
de mérésekre nemigen alkalmas a kettõs függvény-
kapcsolat elkerülhetetlen hibái miatt. Ebben én csak
az áttételes fizikai jelenségeket értékeltem.

• A hangerõ függése a gerjesztõáramtól olyan,
mint egy Hall-szondás indukciómérõ eszköz, hiszen a
hangerõ egyenes kapcsolatban áll a mágneses induk-
cióval, a H1 mikrofon-hangszóró által mért hangjel
pedig lineáris kapcsolatban áll a hangerõvel. Ezt a
közvetlen kapcsolatot jól illusztrálja a 18. ábra, ahol a
hangjel áttételes függése a gerjesztõáramtól megté-
vesztõen hasonlít a mágnesezési görbéhez.

• A megengedhetõ legnagyobb gerjesztõáram.
Valamikor egy ilyen görbe segített a helyes értékû
gerjesztõáram meghatározásában. Ha megengedünk
egy 10%-os hangerõcsökkenést (B /Bmax = 0,9), akkor
a gerjesztõáramot 52,15 mA értékrõl 38,80 mA-re
csökkenthetjük (lásd a 18. ábrát ), ez a telítési áram
0,744-szeresének felel meg. A termikus teljesítmény

ekkor a 0,7442 = 0,554-re csökken, azaz az eredeti-
nek 55,4%-a lesz. Egyszerûbben: ha elfogadunk egy
körülbelül 10%-os hangerõcsökkenést, akkor a ger-
jesztõáram 25%-os csökkenése eredményeként a fel-
vett hõenergia szinte a felére csökken. Bármennyire
nehéz volt a sok mérés-számítás, ez az eredmény bõ-
ven megérte!

• Itt még nem álltam meg! Azt már elõre tudtam,
hogy teljesen reménytelen lenne energetikailag leír-
nom a lengõtekercs hõmérsékletének függését a ger-
jesztõáramtól, ezért kísérletileg határoztam meg a
még elfogadható gerjesztési hõ maximumát. Egy erre
a célra készült mérõhidat szerkesztettem, az egyik
ágba az összeszerelt hangszóró lengõtekercse, a má-
sikba az etalon pót-lengõtekercs került. A 6000 mene-
tes gerjesztõtekercs már készen volt, a tápfeszültséget
változtattam. A híd kiegyensúlyozása után lemértem
az órákon át a 75%-os gerjesztõáram által létrehozott
melegedést. A saccolt Δt = 10 °C helyett elfogadtam a
picivel magasabb hõmérséklet-emelkedést. A mûkö-
dés közben fellépõ tíz amperes áramokat az elmozdu-
lás miatti ellenindukált áram a rézben szinte kioltja,
csak a fázistolások miatt keletkezett egyenlõtlenségek
melegítik a lengõtekercset.

ÜVEG MEGFÚJÁSÁVAL KELTETT HANG FREKVENCIÁJÁNAK
VIZSGÁLATA AUDACITY PROGRAMMAL

Köszönöm témavezetõmnek, Juhász Andrásnak, hogy kritikai ész-
revételeivel és kísérleti ötleteivel segítette a cikk megírását. A tanul-
mány elkészítését a Magyar Tudományos Akadémia Tantárgy-peda-
gógiai Kutatási Programja támogatta.

Tóthné Juhász Tünde matematika–fizika
szakos tanár a budapesti Karinthy Frigyes
Gimnáziumban. Az ELTE Fizika Tanítása
Doktori Iskola hallgatójaként 2019-ben
szerzett doktori fokozatot, kutatási területe
a számítógéppel segített középiskolai kí-
sérletek volt. Ennek keretében elsõsorban
egyszerû, ingyenesen letölthetõ programok
segítségével igyekezett mindenki számára
elérhetõvé tenni a számítógépes kísérlete-
zést. 2016 óta az ELTE–MTA Fizika Tanítá-
sa Kutatócsoport tagja.

Tóthné Juhász Tünde
Karinthy Frigyes Gimnázium, Budapest
és ELTE Fizika Tanítása Doktori Iskola

Amikor elfújunk egy üres, vagy részben vízzel teli
palack fölött, az hangot ad. Az üveg által kiadott hang
magassága (frekvenciája) függ az üvegben lévõ víz
mennyiségétõl: minél több a víz (kevesebb a levegõ)
az üvegben, annál magasabb a hang.

Ezt a jelenséget mindenki ismeri, az egyszerû
„hangszer” fizikaórán vagy -szakkörön való használa-

tát mások is ajánlják [1], mégsem elterjedt és közis-
mert (és nem is magától értetõdõ) annak magyaráza-
ta, hogy pontosan mivel is van összefüggésben a lét-
rejövõ hang frekvenciája. Elsõ ránézésre könnyû a
jelenséget ahhoz az emelt szintû érettségi kísérlethez
hasonlítani, ahol egy hangvilla adott frekvenciájú
hangját egy vízbe süllyesztett üvegcsõben lévõ leve-
gõoszlop felerõsíti, és megmutatható, hogy ekkor az
üvegcsõ hossza körülbelül a hullámhossz negyede [2].

Ha azonban egy borosüveg által kiadott hang elmé-
leti hátterét részletesebben megvizsgáljuk, egy, a diá-
kok által is érthetõ egyszerû modell segítségével leve-
zethetjük, hogy a létrejövõ hang hullámhossza nem az
üvegben levõ levegõ magasságával, hanem a levegõ
térfogatának négyzetgyökével arányos. Az ingyene-
sen letölthetõ Audacity program [3] segítségével pedig
az általános egyszerû kvalitatív megfigyelésnél jóval
érdekesebb mérõkísérletet is végrehajthatunk, amely-
nek eredménye – a kísérlet egyszerûsége ellenére –
jól egyezik az elméleti modell által megjósolt össze-
függéssel, ezért a mérés kifejezetten alkalmas iskolai
laborgyakorlatnak is.
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Elméleti háttér

1. ábra. Borosüveg megszólaltatása szívószálon keresztül kifújt le-
vegõvel. Az üveg megszólaltatásához a szánkból kiáramló levegõ
neki kell ütközzön az üvegnyak belsõ peremének.

2. ábra. Üres üveg nyakában lévõ levegõ nyugalmi állapotban (bal
oldalon) és az üveg felett való elfújáskor (jobb oldalon).

p0

V0

p p0+D

V V0–D

3. ábra. Az egyensú-
lyi helyzettõl x tá-
volságra lefelé el-
mozdult levegõosz-
lop miatt az üveg
testében összenyo-
módik a levegõ.

p p0+D

V V0–D

Ax

Amikor az üveg felett elfújunk, az üveg nyakában
lévõ levegõ kezd rezegni. Ennek kiváltó oka, hogy
amikor megfújjuk az üveget, kissé lefelé fújunk, úgy,
hogy a szánkat elhagyó levegõ nekiütközzön a nyak
szánktól távolabbi végének. (Azt, hogy valóban ilyen
irányban kell fújnunk az üveg megszólaltatásához,
ellenõrizhetjük, ha egy szívószálon keresztül áramol-
tatjuk ki a levegõt. Az üveg akkor ad hangot, ha az 1.
ábrán lévõ pozícióban áll a szívószál.)

A jelenség értelmezéséhez válasszuk külön a nyak-
ban és az üveg testében lévõ levegõt! Az általunk ki-
fújt levegõ az üveg nyakának ütközve az ott lévõ leve-
gõt hirtelen lefelé nyomja, és ezáltal ezt a kis levegõ-
adagot rezgésbe hozza, hasonlóan ahhoz, mint ahogy
egy rugóra függesztett test a nyugalmi állapotából
való kitérítéssel rezgésbe hozható [4]. A 2. ábra ezt a
folyamatot mutatja.

Mivel a folyamat gyors, feltételezhetjük, hogy adia-
batikus, így

pVκ = állandó, (1)

ahol p és V az üveg belsejében lévõ nyomás és térfogat,
κ pedig az adiabatikus kitevõ vagy fajhõviszony, értéke
levegõ esetén körülbelül 1,4.

Ha a nyomás és a térfogat kis megváltozásait vizs-
gáljuk, implicit deriválással kapjuk, hogy:

ΔpVκ +pκVκ−1 ΔV = 0, (2)

azaz

ahol V0 az üveg testében lévõ levegõ mennyisége, p0

(3)Δ p = −κ Δ V
V0

p0 ,

pedig a légnyomás.
Nézzük meg, hogy az üveg nyakában lévõ leve-

gõre mekkora erõvel hat az üvegben lévõ adiabati-
kusan összenyomott levegõ, amikor a levegõoszlop
lefelé mozdul el (3. ábra )!

Ha az üveg nyakának hossza L,
keresztmetszete A, a levegõ sûrû-
sége pedig ρ, akkor a rezgõ leve-
gõoszlop tömege:

m = ρAL. (4)

Newton II. törvénye szerint a leve-
gõoszlop gyorsulása:

Tételezzük föl, hogy az üveg nya-

(5)a = F
m

= A Δ p
ρ A L

= Δ p
ρ L

.

kában rezgõ levegõoszlop az
egyensúlyi helyzettõl x távolságot
mozdult el lefelé. Beírva Δp helyé-
be az (3) egyenletet, és kihasznál-
va, hogy ΔV = Ax, kapjuk, hogy:

Azaz a levegõoszlop gyorsulása

(6)
a = 1

ρ L
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

−κ Δ V
V

p =

= −κ p
ρ L V

A x.

ellentétes irányú és egyenesen ará-
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nyos az egyensúlyi helyzetébõl való kitérésével, tehát

4. ábra. A borosüveg által kiadott hang felvétele és spektrumelemzése az Audacity programmal
(V = 157 cm3, f = 255 Hz).

5. ábra. Az üveg megszólaltatásakor hallható frekvencia a boros-
üvegben található levegõ térfogatának függvényében.
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harmonikus rezgõmozgást végez. A (6) egyenletet ösz-
szehasonlítva a harmonikus rezgõmozgás feltételével
(a = −ω 2 x ), kapjuk, hogy a rezgés körfrekvenciája:

Mivel ω = 2π f, a levegõoszlop rezgésének – és egyben

(7)ω = κ p
ρ L V

A .

a létrejövõ hang – frekvenciája:

Kihasználva, hogy a hang terjedési sebessége

(8)f = 1
2 π

κ p
ρ L V

A .

a frekvenciára kapott képlet az alábbi végsõ formába

(9)c = κ p
ρ

,

egyszerûsödik:

Az elméleti levezetéssel kapott képletbõl látható,

(10)f = c
2 π

A
L V

.

hogy a frekvencia több, az üveg nyakára jellemzõ
állandó mellett egyedül az üvegben lévõ levegõ térfo-
gatától függ. Így szerencsésebb, ha az üvegben lévõ
víz mennyisége helyett az üvegben maradt levegõ
térfogatára fogalmazzuk át kvantitatív tapasztalatun-
kat is: ha az üvegben lévõ levegõ térfogata kisebb,
magasabb lesz a kialakuló hang frekvenciája.

Kihasználva, hogy λ = c/ f, azt is megmutathatjuk,
hogy a bevezetõben említett érettségi kísérlettõl elté-
rõen itt a hullámhossz valóban nem a magassággal
arányos. Ennek ellenõrzésére – ha az idõ engedi – ér-
demes elvégezni az alábbi egyszerû kísérletet. Vegyünk
két mûanyag ásványvizes PET-palackot, az egyik le-
gyen fél, a másik másfél literes. Az ásványvizes palac-
kok nyaka egyforma, így a bennük kialakuló hang frek-
venciáját a nyak különbsége nem befolyásolhatja. Tölt-
sük tele a nagyobbik palackot vízzel, majd töltsünk át
belõle a kisebbikbe pontosan annyit, hogy az tele le-
gyen, végül ürítsük ki a kisebbik palackot. Ezzel a

módszerrel kaptunk két olyan
palackot, amelyekben ugyan-
akkora a levegõ térfogata, de a
levegõoszlop magassága jelen-
tõsen különbözik, mivel a
másfél literes palack jóval szé-
lesebb. A két palackot megfúj-
va hallható (és mérhetõ), hogy
a kialakuló hangok elfogad-
ható hibán belül egyformák,
így belátható, hogy az üveg-
ben kialakuló hang valóban a
térfogattól, és nem a levegõ-
oszlop magasságától függ.

Tanulói mérõkísérlet

Az elméleti levezetéssel kapott eredmény ellenõriz-
hetõ egy egyszerûen végrehajtható tanulói méréssel.
Egy borosüveget töltsünk föl a nyakáig vízzel, majd
mérjük meg a tömegét. Ezután öntsünk ki belõle va-
lamennyi vizet, és újra mérjük meg a tömegét. Így az
üveg testében lévõ levegõ térfogata meghatározható
a hiányzó víz tömegének segítségével. Ezek után in-
dítsuk el az Audacity programban a felvételt és szó-
laltassuk meg az üveget. A hangfelvételt kielemezve
(spektrumelemzés) határozzuk meg a létrejövõ hang
frekvenciáját. A 4. ábra egy ilyen felvételt és a hozzá
tartozó spektrumot mutatja.

Apránként kitöltögetve az üvegben lévõ vizet, ismé-
teljük meg a mérést legalább 10-15 alkalommal. Így egy
térfogat-frekvencia adatsort kapunk (5. ábra ).

Errõl az ábráról még nehéz eldönteni, hogy milyen
kapcsolat van a térfogat és a frekvencia között, ezért
valamilyen adatkezelõ programmal (például Excel)
tovább kell elemeznünk.

Ha feltételezzük, hogy a frekvencia a térfogat vala-
milyen hatványával arányos, azaz

ahol a és b konstans, és szeretnénk kideríteni, hogy

(11)f = a V b,

mi lehet V kitevõjének az értéke, akkor a frekvencia
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logaritmusát a térfogat logaritmusának függvényében

6. ábra. Az f = Va összefüggésben lévõ a értékének meghatározása.
Az ábrázolt egyenes meredeksége a térfogat kitevõjét adja.
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–11
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f x x( ) = –0,49 + 1,21

7. ábra. Az f = Va összefüggésben lévõ a hibájának meghatározása.
Az ábrán a hibasávok által megengedett legnagyobb és legkisebb
meredekségû egyenest ábrázoltuk.
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f x x( ) = –0,473 + 1,386

8. ábra. Borosüveg által kiadott hang frekvenciája V−1/2 függvényé-
ben. (V az üveg testében lévõ levegõ térfogata). Az illesztett egye-
nes meredeksége, m2 = 3,1.
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(ln f – lnV kapcsolat) érdemes ábrázolnunk (6. ábra ),
mert a logaritmus azonosságai miatt

ln f = b lnV+ lna, (12)

azaz ilyenkor a kapott grafikon meredeksége megadja
a keresett hatványkitevõt.

Az egyenes meredeksége −0,5 körüli érték, azonban
az elmélettel való egyezés igazolásához meg kell vizs-
gálnunk a meredekség hibáját is. Ehhez megrajzoltuk a
hibákkal ábrázolt adatoknak megfelelõ legnagyobb és
legkisebb meredekségû egyeneseket (7. ábra ), és ezek
segítségével megbecsültük a meredekség hibáját. A kí-
sérletben a legnagyobb hibát a frekvencia mérése adja,
ezt több megismételt mérés alapján 8 Hz-re becsültük,
ez adja a függõleges hibasávok alapját.

A 6. és 7. ábra alapján megállapíthatjuk, hogy az
illesztett egyenes meredeksége m1 = −0,49±0,02, így
az elméletileg várt −0,5 érték benne van a mérés által
kapott intervallumban, azaz az elméleti modellel össz-
hangban a kísérleti eredményeink is azt mutatják,
hogy a frekvencia a térfogat reciprokának négyzet-
gyökével arányos. Most már készíthetünk egy olyan
grafikont (8. ábra ), ahol a frekvenciát V −1/2 függvé-
nyében ábrázoljuk.

A mérõkísérlet tehát igazolta a modell segítségével le-
vezetett összefüggés azon részét, hogy f = konst. V−1/2.

Az illesztett egyenest tovább vizsgálhatjuk: meg-
próbálhatjuk meredekségének értékének helyességét
is ellenõrizni. A (10) egyenlet alapján a meredekség
elméletileg várt értéke:

Behelyettesítve a hangsebességet (c ≈ 340 m/s) és a

(13)m2 = c
2 π

A
L

.

vizsgált borosüveg adatait (nyak hossza, L = 9±0,5 cm,
nyak sugara pedig r = 1±0,05 cm), azt kapjuk, hogy az
elméletileg várt meredekség:

hibája pedig

(14)
m2 =

340 m
s

2 π
0,012 π m2

0,09 m
= 3,2 m1,5

s
,

δm2 = δr+0,5δL = 0,078, (15)

amibõl m2,elméleti = 3,2±0,25 m1,5s−1 adódik. A kísérleti-
leg kapott meredekség tehát benne van az elméletileg
várt intervallumban, ami tovább erõsíti az elméleti
levezetés és a kísérleti eredmények egyezését.

Összefoglalás

A borosüveggel végzett mérés jó példa arra, hogy egy
középiskolás szinten viszonylag bonyolult hátterû je-
lenség hogyan mérhetõ egyszerûen az Audacity prog-
rammal. Az eredmények kielemzése (akár az elméleti
levezetés nélkül is) tanulságos a diákok számára, jó
alkalmat ad a grafikonelemzés, linearizálás és a mé-
réskiértékelés gyakorlására, ezáltal hasznos részévé
válhat az iskolai laboratóriumi gyakorlatoknak.
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ULTRAHANGHULLÁMOK INTERFERENCIÁJÁNAK

1. ábra. Kísérleti elrendezés az ultrahangszkennerrel végzett alap-
mérés esetén.

szkenner

Arduino

UH vevõ

UH adó
(40 kHz)

DEMONSTRÁLÁSA ARDUINÓVAL

A tanulmány elkészítésében nyújtott támogatásért szeretnénk kö-
szönetet mondani a Magyar Tudományos Akadémia Tantárgy-peda-
gógiai Kutatási Programjának, valamint az MTA–SZTE Mûszaki In-
formatika Szakmódszertani Kutatócsoportnak.

Vitkóczi Fanni az ELTE Fizika Tanítása
Doktori iskola PhD-hallgatója, valamint
2015 óta az ELTE Trefort Ágoston Gyakorló
Gimnázium fizika és matematika tanára.
Fontosnak tartja, hogy diákjai nyitottak
legyenek a tudományos ismeretekre, és
betekintést nyerjenek a modern, számító-
géppel vezérelt mérések világába, az MTA–
ELTE Fizika Tanítása Kutatócsoport Szen-
zorok munkaközösségének tagja.

Piláth Károly kutatótanár 1979-ben végzett
az ELTE fizika–kémia szakán. Ezt 2005-ben
informatikatanári végzettséggel egészítette
ki a Veszprémi Egyetem Informatika Ka-
rán. Korábban a Balassi Bálint Nyolcévfo-
lyamos Gimnáziumban tanított, majd 2005
óta a Trefort Ágoston Gyakorló Gimnázium
tanára, vezetõtanára. 2013-tól 2018-ig a
Trefort fizika–informatika munkaközössé-
gének vezetõje. 2017-tõl nyugdíjas óraadó
az ELTE Trefort Ágoston Gyakorló Gimná-
ziumban.

Kopasz Katalin az SZTE Optikai és Kvan-
tumelektronikai Tanszékének adjunktusa,
az SZTE Gyakorló Gimnázium és Általános
Iskola matematika–fizika szakos tanára.
Szakmódszertani órákat tart fizikaszakos
hallgatók számára. Kutatómunkája a számí-
tógéppel segített kísérletezés és mérés té-
maköréhez kapcsolódik, az MTA–SZTE
Mûszaki Informatika Szakmódszertani Ku-
tatócsoport tagja.

– egy automatizált ultrahangszkenner alkalmazása fizikaórán
Vitkóczi Fanni,1,2 Piláth Károly,1 Kopasz Katalin3

1ELTE Trefort Ágoston Gyakorló Gimnázium
2Eötvös Loránd Tudományegyetem, Budapest
3Szegedi Tudományegyetem, Szeged

Írásunkban egy saját fejlesztésû és alacsony költség-
vetésû ultrahangszkenner elnevezésû eszköz alkal-
mazási lehetõségeit mutatjuk be egy középiskolai
fizikaóra keretei között. A kísérleti eszköz alkalmas
több ismert interferenciakísérlet demonstrálására ult-
rahangok segítségével. Az osztálytermi alkalmazáson
túl röviden beszámolunk a kísérletsorozathoz kap-
csolódó kiscsoportos felmérés eredményeirõl, amely
az eszköz hatékonyságát vizsgálta az attitûdformálás
és az ismeretátadás terén.

✧
Kísérleti eszközünk megtervezésekor olyan automati-
kus mérõrendszert igyekeztünk fejleszteni, amellyel
érzékletesen bemutathatjuk, hogy az ultrahanghullá-
mok is mutatnak interferenciajelenségeket. Ultrahang-
forrásként egy UH távolságmérõbõl származó adót
használtunk. E piezoelektromos elven mûködõ hang-
források rezonanciafrekvenciája 40 kHz, így az eszköz
által keltett hullámok hullámhossza levegõben 8,5
mm. Ez a hullámhossz lehetõvé teszi, hogy a keletke-
zõ hullámtér intenzitását akár mm-es felbontásban is
letapogassuk egy vonal mentén mozgatott detektorral

(mikrofonnal). A mozgatott mikrofon jelét mérve a
hanghullámok intenzitásáról kapunk képet a hely
függvényében. A hullámtér letapogatásához egy lese-
lejtezett síkágyas szkenner mechanikáját használtuk
fel. A berendezés egy Arduino mikrokontroller segít-
ségével vezérelhetõ. A mérés közben a COM-portra
küldött adatokat egy Excel adattáblában gyûjtjük a
Microsoft Data Streamer bõvítmény segítségével, majd
egy x-y változós pontdiagramon ábrázoljuk.

Az eszköz megépítéséhez szükséges részletes leírás
és az Arduino kód megtalálható egy korábbi publiká-
cióban [1].

Az ultrahangszkenner mûködése

A kísérleti összeállítás az 1. ábrán látható. Az alapkí-
sérlet során az ultrahangadó pozíciója igény szerint
változtatható, a szkenner mechanikája pedig a mikro-
font mozgatja a mintavételezõ szakasz mentén. Az
elrendezés a különbözõ interferenciakísérletek bemu-
tatásához szükséges módon átalakítható.
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A program az Arduino-kód futtatásakor

2. ábra. A mért hangintenzitás a hely függvényében akadály nélkül
(zöld görbe) és két különbözõ átmérõjû hengeres akadály esetén
(piros és kék görbe).
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3. ábra. Intenzitásgörbék az ultrahang hullámhosszá-
val különbözõ mértékben összemérhetõ szélességû
akadályok esetén.

inicializálja a mûködéséhez fontos válto-
zókat, majd megkezdi a hardver mûködte-
tését. Egy új mérés kezdetén fontos rögzí-
teni a nulla hangintenzitáshoz tartozó
egyenfeszültség szintjét, ezért a szkenne-
lés kezdete elõtt, amikor a mikrofon még a
0 mm koordinátájú helyen áll, kikapcsol-
juk a hanggenerátor kimenetére adott je-
let, majd megmérjük és eltároljuk a csend-
hez tartozó jelszintet, és a mikrofont kez-
dõ pozícióba állítjuk vissza. Miután eltá-
roltuk ezt az értéket, bekapcsoljuk a hul-
lámforrás hangját. Ezt követõen megkezd-
jük a mikrofon mozgatását a hullámtér-
ben. Mozgatás közben adott lépésközön-
ként (5 lépésenként végezzük a mérést)
megmérjük a hang intenzitását, majd a
mért értékbõl levonva a csendhez tartozót
kiküldjük az így számított intenzitást, vala-
mint az intenzitáshoz tartozó lépésszámér-
téket arra a COM-portra, amelyen keresz-
tül az Arduino kommunikál a vele kapcso-
latban lévõ PC-vel. Amikor a mikrofon el-
érkezett pályájának legszélsõ pontjához –
ez a lépésszámból kiszámítható – az elõre-
léptetés megáll, és a mikrofon a lehetõ
legnagyobb sebesség mellett visszatér a

kiindulási helyére. A mikrofon ebben a pozícióban
várja a parancsot egy újabb szkennelési folyamat
végrehajtására.

Az Excelben az intenzitásértékeket a függõleges
tengelyen, a helykoordinátákká konvertált lépésszá-
mokat pedig a vízszintes tengelyen vesszük fel. Mivel
a léptetõmotor lépésszáma 20 cm-en 1000, így 1 lépés
0,02 cm távolságnak felel meg. Ezért az 5 lépésenként
végzett mérés pontossága éppen 1 mm.

Interferenciakísérletek az ultrahangszkennerrel

Az elsõ próbaméréseink egyikében elõször egy hang-
sugárzó ( f = 40 kHz) iránykarakterisztikáját vettük fel
úgy, hogy az ultrahangforrás a mikrofon pályájától 10
cm távolságra, a pálya középpontjára merõlegesen
helyezkedett el. Ezt követõen a hullámtérbe helyez-
tünk egy 8 mm, majd egy 19 mm átmérõjû hengeres
akadályt. A három mérés eredményét egy diagramon
ábrázoltuk, amely a 2. ábrán látható. A kapott kvali-
tatív eredmény könnyedén meggyõzhet bárkit mérõ-
rendszerünk használhatóságáról.

A mérést különbözõ átmérõjû akadályokkal elvé-
gezve (3. ábra ) szemléletesen meggyõzõdhetünk a
hullámhossz és az akadály méretének összemérhetõ-
ségének fontosságáról az interferencia esetén.
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Precíz beállítás mellett a mérés kvantitatív módon

4. ábra. Az intenzitásgörbe a hely függvényében 14,1 mm széles
hengeres akadály esetén, 67 mm távolságban a detektor egyenesétõl.
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1. táblázat

A mérési pontatlanság becslésének részeredményei

x L tgα = x/L α sinα λ d = λ/sinα

mért 46 mm 67 mm 8,5 mm

hiba ±4 mm ±1 mm ±0,1 mm±

min. 42 mm 66 mm 0,6176 31,701° 0,5255 8,4 mm 13,91

max. 50 mm 68 mm 0,7576 37,147° 0,6039 8,6 mm 16,36

is alátámasztja az interferenciáról tanult ismereteket.
Ebben az esetben egy körülbelül 16 cm magas és

14,1±1 mm széles hengeres akadályt helyeztünk a
vevõ útvonalának középpontjától L = 67±1 mm-re, az
ultrahangforrás hullámterébe. A mérés során kapott
görbe a 4. ábrán látható. Az intenzitásgörbén két
szomszédos csúcs távolsága x = 46±4 mm, az ultra-
hang hullámhossza pedig λ = 8,5±1 mm. A hengeres
akadály átmérõje a jól ismert módon [2] a

összefüggés segítségével meghatározható, ahol α ki-

d = λ
sinα

számítható a csúcsok távolsága, valamint a detektor-
akadály távolság ismeretében:

Ügyelnünk kell azonban arra, hogy ebben az esetben

tgα = x
L

.

az akadály és a detektor távolsága nem kellõen nagy,
így a megszokott tgα = sinα közelítés most nem alkal-
mazható!

A mérési eredmények alapján az akadály átmérõje
15 mm-nek adódik, ami megbízható eredménynek
tekinthetõ, ha megvizsgáljuk a mérés pontosságát.

A hibaterjedés szabályai a középiskolai fizikaórán
még kevéssé ismertek a diákok körében, de a mérési
pontosság lényeges eleme a mérõkísérleteknek, így –
a tanulók számára is érthetõ módon – mindenképpen
ajánlatos kitérni rá néhány mondat erejéig. Ehhez
érdemes végiggondolni, milyen eredményre jutunk,
ha a mért adatok abszolút hibájából származó szélsõ-
séges értékekkel végezzük el a számítást. Természe-
tesen ügyelni kell rá, hogy a felsõ
határ becsléséhez a mûvelettõl füg-
gõen a megfelelõ értékkel számol-
junk tovább. Például szorzás esetén
a maximális értékeket szorozzuk
össze, osztásnál pedig a maximális
értéket osszuk a minimális értékkel.
A számítás részeredményei az 1.
táblázat tartalmazza.

Látható, hogy a mérõeszköz pon-
tatlanságainak figyelembevételével

az akadály átmérõjének 13,9 mm és 16,4 mm közé
kell esnie, azaz a 15 mm-es mért érték és hibája össz-
hangban van a ténylegesnek tekinthetõ 14,1 mm-es
értékkel.

A kísérleti berendezés további interferenciakísérle-
tek demonstrálására is alkalmas. Mint az az 5. ábrán
is jól látható, az akadályt megfelelõ szélességû résre
vagy kettõsrésre (például d = 0,8 mm) cserélve az
optikából ismert interferenciamintához nagyon ha-
sonló intenzitásgörbét kaphatunk.

A kísérlethez használt rések 2 mm vastag sörkar-
tonból készültek. Ez az anyag már kellõen szilárd, de
nem túl vastag, így külsõ tartóeszköz nélkül, saját
lábazattal is stabilan elhelyezhetõ vagy befogható a
legtöbb iskolában megtalálható, fából készült optikai
tartóelemekbe. Vastagsága miatt a réseket lézergraví-
rozással vágattuk a lemezbe, de megfelelõ rés szilár-
dabb kartonpapírból házilag is elkészíthetõ.

A kísérleti összeállítás gyorsan és könnyedén át-
alakítható, hogy alkalmas legyen a Lloyd-féle interfe-
renciakísérlet bemutatására is. A mozgó mikrofon
egyetlen csavar segítségével leszerelhetõ a szkenner
mozgatómechanikájáról. Helyére egy vastagabb kar-
tonlapból kivágott táblát erõsítünk, amely a mozgó
tükör szerepét játssza majd a kísérlet során. A lesze-
relt mikrofont az adóval egy vonalban, a szkenner
túloldalán helyezzük el úgy, hogy a mozgó tükör az
adó-vevõ pár között félúton helyezkedjen el. A szim-
metrikus elrendezés megkönnyíti a kísérlet kvantita-
tív értelmezését, demonstrációs kísérlet esetén azon-
ban eltekinthetünk tõle. Az adó és a vevõ stabil, de
igény szerint átalakítható, méretezhetõ talapzata né-
hány duplo kocka és mágnesek segítségével egysze-
rûen kivitelezhetõ.

A kísérleti elrendezés és az intenzitásgörbe a 6.
ábrán látható. Az intenzitásgörbérõl a maximális erõ-
sítéseket jelzõ szélsõértékhelyek könnyen leolvasha-
tók, így jó becslést készíthetünk az ultrahangforrás
hullámhosszára.

Osztálytermi tapasztalatok, avagy a szkenner
bevetésen

A kísérleti eszköz tanórai alkalmazására is sor került.
Elsõ alkalommal 11. évfolyamon mutattuk be az esz-
közt és a fent említett interferenciakísérletek közül
néhányat olyan fizikacsoportoknak, ahol alapóra-
számban tanulták a fizikát. Tapasztalataink alapján az
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eszköz jól kezelhetõ, a diákok számára jól látható, a

5. ábra. Intenzitásgörbe a hely függvényében rés és kettõsrés esetén.
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6. ábra. A Lloyd-féle interferenciakísérlet elrendezése és a kapott
intenzitásgörbe a hely függvényében.

UH adó

UH vevõ

tükör

in
te

n
zi

tá
s

(r
el

. e
gy

s.
)

0 20 40 60 80 100 120 140 160
pozíció (mm)

7. ábra. A 11. osztályos tanulók körében készített felmérés során,
általában a fizika és az ultrahangszkenner iránt mutatott érdeklõdés-
re vonatkozó kérdésre kapott válaszok (1: egyáltalán nem, 6: teljes
mértékben) eloszlása.
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kísérletek bemutatása sikeresen megtörtént. A bemu-
tatóhoz kapcsolódóan kérdõíves felmérést végeztünk
a diákok körében. A felmérés során elsõsorban azt

vizsgáltuk, mennyire sikerült felkel-
teni a tanulók érdeklõdését, és azt,
hogyan korrelált az eszközhöz és a
kísérletekhez való viszony a csoport
általános attitûdjével a fizika tan-
tárgy iránt. A kérdõívet összesen 30
tanuló töltötte ki, a válaszokat 1-tõl
6-ig terjedõ skálán kellett megjelölni
(1: egyáltalán nem, 6: teljes mérték-
ben). A válaszok elemzését köve-
tõen az alábbi fõbb következteté-
sekre jutottunk. Bár a csoport általá-
nos érdeklõdése a fizika iránt nem
túl magas (átlagosan 3,4), a kísérleti
eszközt érdekesnek találták, átlago-
san 4,7 pontot kapott. A válaszok
megoszlása a 7. ábrán látható.
Szembetûnõ eredmény volt, hogy a
tanulók több mint 86%-a találta ér-
dekesebbnek az eszközt, mint általá-
ban a fizikát. Érdemes megjegyezni,
hogy a diákok saját véleményük
alapján átlagosan 3,1 pontot adtak
arra, a fizikai jelenségek számukra

általában mennyire érthetõk, az eszközzel bemutatott
interferenciakísérletek és az eszköz mûködésének
érthetõségét azonban 4,7 pontra értékelték.

A 2019/2020-as tanév végén a digitális munkarend
mellett lehetõségünk nyílt egy átfogóbb felmérésre. Két
11. osztályban, összesen 55 tanuló bevonásával végez-
tünk attitûdre és ismeretátadásra fókuszáló felmérést.
Az optika témakör befejezését követõen a teljes mo-
dern fizika anyagrész a digitális oktatás keretei között
zajlott. A két osztály tanulói teljesen azonos digitális
tananyagot kaptak a témakör elsajátítása során, elsõsor-
ban magyarázattal ellátott prezentációk formájában.
Azonos volt a feladatok ütemezése és a számonkérések
módja is. A témakör kezdetén a tanulók kitöltöttek egy
elõzetes kérdõívet, amely az általános kérdéseken túl
attitûdre, elõzetes ismeretekre és hipotézisekre vonat-
kozó kérdéseket is tartalmazott az optika és a modern
fizika témakörébõl egyaránt. A tanegység végén a kí-
sérleti csoport (25 fõ) kiegészítésként kapott egy körül-
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belül 25 perces kiegészítõ prezentációt, amely az ultra-
hangszkennerrel végzett kísérletsorozatról készült vi-
deókat és a mérési eredmények bemutatását és elemzé-
sét tartalmazta, a kontrollcsoport (30 fõ) azonban nem.
A témakör végén mindkét csoport tanulói kitöltöttek
egy utólagos kérdõívet is.

A kiegészítõ anyag a fent említett interferenciakí-
sérletek közül majdnem az összes variációt tartalmaz-
ta. Megvizsgáltuk az interferenciamintázatot helyette-
sítõ intenzitásgörbét résen és különbözõ átmérõjû
hengeres akadályokon történõ diffrakció esetén, vala-
mint az ismert Young-féle kettõsréskísérletet ultra-
hang segítségével.

Az elõzetes kérdõívre beérkezett válaszok alapján a
kísérleti csoport fizika iránti általános érdeklõdése kis
mértékben, de nem szignifikánsan alacsonyabb, 5
fokozatú skálán mérve 3,42 pont, míg a kontrollcso-
port esetén az átlagos pontszám 3,63 pont, 0,63 és
0,88 pontos szórás mellett. Hasonló, nem szignifikáns
eltérés tapasztalható az elõzõ tanév végi érdemjegyek
átlagát vizsgálva a kontrollcsoport javára (az érdemje-
gyek átlaga 4,13 és 4,82, a szórás pedig 0,95 és 0,48
pont). Az elõzetes tudásra vonatkozó kérdések során
a kísérleti csoport által elért átlagos pontszám nem
mutatott szignifikáns eltérést (9,88 ± 2,59 pont) a
kontrollcsoport pontjaihoz képest (9,67 ± 2,40 pont).
A tanegység végén kitöltött utólagos kérdõív során a
kontrollcsoport átlagos pontszáma 9,70 ± 2,49 pont
lett, míg a kísérleti csoport tanulói 10,33 ± 2,11 pontot
értek el. Az elektronrészecske és hullámtermészetére
vonatkozó kérdések azt mutatják, hogy a kísérleti
csoport pontszáma majdnem kétszeres növekedést
mutat a kontrollcsoport pontszámához képest.

A fizikával és az új kísérletsorozattal kapcsolatos,
attitûdformálásra irányuló kérdések során jelentõs vál-
tozást tapasztaltunk a kísérleti csoport válaszainak átte-
kintésekor. Az eszközre és a megtekintett kísérletekre
vonatkozó kérdésekre kapott átlagos értékeket minden

esetben a fizika iránt mutatott általános attitûdvizsgálat
során elért pontszámokhoz viszonyítottuk. Az ultra-
hangszkennert, mint kísérleti eszközt 14,53%-kal talál-
ták érdekesebbnek, és 18,66%-kal érthetõbbnek, a kí-
sérleteket pedig 10,98%-kal érdekesebbnek és 21,34%-
kal érthetõbbnek a tanulók. A válaszokból az is kide-
rült, hogy a tanulók általában kevéssé érdeklõdnek a
számításos feladatok iránt a fizikaórán, az eszközzel
végzett kísérletek kvantitatív elemzése azonban
16,67%-kal érdekesebb lenne számukra a megszokott
számítási feladatokhoz képest. Bár látható, hogy az
eszköz a digitális oktatás során is alkalmazható és a
kontrollcsoport tanulóinak 29,1%-a szerint nem veszí-
tett az érdekességébõl az online bemutatás miatt, 58,3%
úgy gondolta, számára még érdekesebb lett volna a
bemutató a hagyományos oktatás keretei között. To-
vább árnyalja azonban a képet, hogy a tanulók keve-
sebb, mint fele (46,3%) gondolta úgy, hogy élõ bemuta-
tó esetén jobban érthetõ lett volna számára a kísérletso-
rozat, míg az elõzõ kérdéshez hasonlóan 29,1% számá-
ra nem csökkent a bemutatott kísérletek érthetõsége a
digitális munkaforma következtében.

Összefoglalva a felmérés eredményeit, a feldolgo-
zott adatok azt mutatják, hogy az ultrahangszkenner-
rel végzett kísérletek segítettek a tanulóknak a hul-
lámoptikai és geometriai optikai szemlélet közötti
különbségek megértésében, az interferenciajelensé-
gek értelmezésében, az elektronnal kapcsolatos isme-
retek megújításában és az anyaghullám-szemlélet el-
fogadásában. Ezen túl árnyalta és formálta a tanulók-
ban kialakult képet a fizika, mint tudományterület
hatásáról a mindennapjainkra és a tudományos fejlõ-
désre más tudományágak esetében is.

Irodalom

1. Vitkóczi F., Piláth K.: Measuring interference with ultrasound
and Arduino, IJIER 8/7 (2020) 60–75.

2. http://fft.szie.hu/fizika/Turkalo/labor/lezer/lezer.pdf

ÚJRA LENGETT A KESZTHELYI FÕ TÉRI TEMPLOMBAN
KUNC ADOLF FOUCAULT-INGÁJA

Farkas László
Keszthelyi Vajda János Gimnázium

A Foucault-féle ingakísérletet Magyarországon elõ-
ször 1880-ban Kunc Adolf (1841. december 18. –
1905. szeptember 12.), gimnáziumunk volt premont-
rei diákja, majd fizikatanára végezte el a szombathe-
lyi székesegyházban. E szoros kötõdés miatt is köte-
lességünknek éreztük, hogy az ifj. Zátonyi Sándor
tanár úr által meghirdetett országos rendezvényhez
csatlakozzunk. Az évforduló kapcsán Foucault 200
elnevezéssel az egész iskolát megmozgató progra-

mokat szerveztünk, amelyeken megemlékeztünk
Léon Foucault (1819. szeptember 18. – 1868. február
11.) és Kunc életérõl, munkásságáról és bemutattuk
tudományos tevékenységüket. Külön öröm volt,
hogy a fizikatanárokon kívül a magyar és francia
szakos tanárkollégák és diákjaik is csatlakoztak a
meghirdetett kétnapos programjainkhoz. A poszter-,
fotó- és eszközkiállítás egy hétig volt megtekinthetõ
a gimnázium folyosóján.
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Farkas László közel 30 éve tanít matemati-
kát és fizikát a keszthelyi Vajda János Gim-
náziumban. Munkaközösség-vezetõ, szak-
tanácsadó, mesterpedagógus. A bõ ne-
gyedszázada minden évben megrendezés-
re kerülõ keszthelyi Newton Kupa komp-
lex természettudományi verseny elindítója.
16 éven át volt az ELFT Középiskolai Ta-
nári Szakcsoport vezetõségi tagja. Kitünte-
tései: 2002 Ericsson-díj, 2007 Mikola-díj,
2013 Bonis Bona – A Nemzet Tehetségei-
ért-díj, 2020 Rátz Tanár Úr Életmûdíj.

A két nap programja

2019. szeptember 17., kedd. Tizenöt diákunk igé-
nyes, kreatív plakátot készített Foucault munkásságá-
ról, amelyeket poszterbemutató keretében tártak a
látogatók elé. Fotókiállításon mutattuk be hét tanu-
lónk Foucault-féle módszerrel készített Nap-fényké-
pét. Az eszközkiállításon hat darab, „újragondolt”
Foucault-inga modellje és egy „örvényáramos fék”
szerepelt.

A második napon, szeptember 18-án rendhagyó fi-
zikaórákat tartottunk – 7-et magyarul és 4-et franciául
– Foucault életérõl, munkásságáról. Vetélkedõt szer-
veztünk, a 13+1 kérdéses, Foucault munkásságával
és annak keszthelyi kapcsolódásával foglalkozó totó-
tesztet 78, míg francia nyelvû változatát 50 diák töl-
tötte ki.

Bátran mondhatjuk, hogy e két nap fénypontja a
Foucault-féle ingakísérlet felelevenítése volt a Fõ téri
templomban Kunc Adolf eredeti, 1880-as ingájával. Az
ELTE Gothard Asztrofizikai Obszervatóriumban
(Szombathely) õrzik azt a 30 kg tömegû, vasból esz-
tergált fémgömböt, amellyel a tudós tanár Magyaror-
szágon elõször igazolta a Föld forgását. Ezt a gömböt
hoztuk el a keszthelyi templomba, és akasztottuk fel a
16 méter hosszú acélsodronyra, míg a huzal másik
végét a templom kupolájában elhelyezett felfüggesz-
téshez rögzítettük. A kupola tetején lévõ csillárnyílás-
ba még 2005-ben a Fizika Éve és Kunc Adolf halálá-
nak 100. évfordulója alkalmából tartott ingakísérlet
során helyeztük be a speciális felfüggesztõ szerkeze-

tet. Azóta felújították a templomot, a teljes tetõt lecse-
rélték, de szerencsénkre e szerkezet a régi helyén, a
kupola felett maradt.

Az Foucault-évforduló napján gimnáziumunkban
rövidített órák voltak, hogy a tanítás végén az egész
iskola, 400-nál több diák és felnõtt átvonuljon a szom-
szédba, a Fõ téri templomba, és szemtanúja lehessen
az immár második alkalommal elvégzett tudomány-
történeti eseménynek. A kísérlet elõtt Farkas László
tanár úr vetítéssel egybekötött elõadás keretében mél-
tatta Foucault és Kunc munkásságát.

A kitérített inga gömbjének rögzítõ fonalát a házi-
gazda, Tál Zoltán plébános úr égette el, és ezzel 8
másodperces periódusidõvel elkezdett lengeni a Fou-
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cault-, illetve Kunc-féle inga. A gömb alján lévõ 6 cm
hosszú tüske körülbelül 5 perc múlva döntötte fel az
elsõ bábut a közönség óriási ovációja közepette.

Ez a két nap a Vajda János Gimnáziumban nem-
csak Foucault-ról és Kuncról való megemlékezésrõl
szólt, hanem egyben a fizika ünnepe is volt!

A Foucault 200 pályázat díjazottjai

A Foucault 200 eseménysorozat magánkezdeménye-
zés volt, az egyes eseményeket önként csatlakozó
magánszemélyek, illetve intézmények szervezték. A
rendezvénysorozathoz való csatlakozás ösztönzésére
ifj. Zátonyi Sándor pályázatot hirdetett a kollégák szá-
mára. Eredendõen három díj kiosztását tervezte, de
végül két-két második és harmadik díjat osztottak ki
az alábbi pályázóknak.

1. díjat nyert Farkas László, a Keszthelyi Vajda Já-
nos Gimnázium tanára az elõbb leírt események elis-
meréseként. Jutalma egy SkyWatcher BK709 EQ1 táv-
csõ és állvány.

Megosztott 2. díjat kapott Csorba Imre, a Bibó Ist-
ván Gimnázium tanára. Kiskunhalason a következõ
eseményeket tartották: 1. a Föld forog – ingakísérlet
bemutatása; 2. a Foucault-inga mozgásának bemutatá-
sa modellingával; 3. ingamozgás „alulról” – filmkészí-
tés mobiltelefonnal az ingamodell mozgásáról; 4. Fou-
cault munkássága – plakátokkal, prezentációval; 5. a
Napfelszín tanulmányozása veszélyek nélkül.

A másik 2. díjazott Tepliczky István, a Herman Ottó
Gimnázium (Miskolc) tanára volt. Õk Foucault 200.
születésnapján bemutatták a gimnázium Foucault-
ingáját, rendhagyó órákat tartottak az inga mellett,

poszterbemutatót készítettek, kísérleti bemutatót tar-
tottak az örvényáramokról, az ingáról és sok más ér-
dekességrõl, vendégül látták más iskolák tanulóit is.

A második helyezettek jutalma egy-egy LuxTools
lézeres távolságmérõ volt.

Megosztott 3. helyezést ért el Sinkó Andrea, a Ka-
nizsai Dorottya Gimnázium (Szombathely) tanára.
Náluk, a Csodák Folyosóján a két híres inga (Fou-
cault- és Eötvös-inga) történetérõl, hasznáról, mûkö-
désük magyarázatáról kaphattak betekintést a látoga-
tók magyarázó tablók és makettek, modellek, kísérleti
eszközök segítségével.

A másik 3. díjat Csatári László, Kratochvil Károly
Honvéd Középiskola (Debrecen) tanára kapta. Ott több
módszerrel megmérték a fény sebességét, ingát lenget-
tek, giroszkópot készítettek, örvényáramos bemutatót
tartottak, megfigyelték és fényképezték a Napot.

A harmadik helyezettek jutalma egy-egy, az ör-
vényáram kimutatására szolgáló eszköz volt.

Tesztvetélkedõ Léon Foucault-ról

A résztvevõk be kellett karikázzák az általuk helyes-
nek gondolt állítás betûjelét, minden kérdésnek csak
egy helyes megoldása volt.
1. Foucault a középiskola után milyen irányban kez-

dett el tanulni az egyetemen?
A) mérnöki B) orvosi C) tanári

2. Kivel készítette el közösen Foucault a Nap felszí-
nérõl elsõ dagerrotípiákat?
A) Kunccal B) Gay-Lussac-kal C) Fizeau-val

3. Elsõként Foucault mérte meg a fény sebességét
vízben. Körülbelül mekkora értéket kapott?
A) 500 000 km/s B) 300 000 km/s C) 225 000 km/s

4. Foucault-féle áramot hogyan hívjuk másképp?
A) örvényáram B) kóboráram C) váltóáram

5. A Foucault vagy Kunc ingájának gömbje volt ne-
hezebb?
A) Kuncé B) Foucault-é C) azonos súlyú
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6. Magyarországon hol végezték el elsõként a Fou-
cault-féle ingakísérletet?
A) Budapest B) Keszthely C) Szombathely

7. Hol fordul el legnagyobb szöggel egy nap alatt a
Foucault-inga lengési síkja?
A) Párizs B) Budapest C) Keszthely

8. Mekkora szöggel fordul el egy óra alatt a Focault-
inga lengési síkja az Egyenlítõn?
A) 0° B) 90° C) 180°

9. Foucault az ingakísérleten kívül milyen más esz-
közzel mutatta ki a Föld forgását?
A) giroszkóp B) periszkóp C) teleszkóp

10. Hol található Foucault-kráter?
A) Franciaországban B) Marson C) Holdon

11. Foucault alkalmazott elõször a csillagászati táv-
csövekben fémréteggel bevont …
A) lencsét B) üvegtükröt C) prizmát

12. Mi forgatta a tükröt annál a mérésnél, amellyel
Foucault meghatározta a fény sebességét vízben?
A) villanymotor B) dízelmotor C) gõzturbina

13. Foucault fedezte fel, hogy forgó fémkorongban a
mágneses mezõ áramot indukál. Ezt napjaink egyes
jármûveinek mely részében használják fel?
A) fékberendezés B) motor C) lámpa

+1. A keszthelyi Fõ téri templom kupolájának teteje
16 méter magasan van. Az ide felfüggesztett, len-
gõ Kunc-féle inga milyen gyakran fog megállni?
A) 2 s B) 4 s C) 8 s

SZÓRAKOZTATÓ FIZIKA

HUMOR A TUDOMÁNYBAN, TUDOMÁNY A HUMORBAN

Horváth Dezsõ Széchenyi-díjas kísérleti ré-
szecskefizikus. 1970-ben végzett az ELTE-n,
vizsgálatait Dubnában és Leningrádban
kezdte, a kanadai TRIUMF-ban, az amerikai
BNL-ben, a svájci Paul-Scherrer Intézetben,
az olasz INFN-ben, majd a CERN-ben foly-
tatta. Budapest–Debrecen kutatócsoporto-
kat szervezett CERN-kísérletekre. 2006 óta
koordinálja a magyar fizikatanárok részecs-
kefizikai oktatását a CERN-ben. Emeritus
professzor, magántanárként részecskefizikát
oktat a Debreceni Egyetemen.

Horváth Dezső
Wigner FK

Mottó: Általános szabály, hogy az okos ember hülyés-
kedik, a hülye meg okoskodik. Okoskodást olvasunk
eleget, nézzük meg a másik oldalt, mit hülyéskednek
tudós kollégáink.

Az ötletet kedvenc olvasmányaim, a Vagabund kiadó
viccgyûjteményei adták: Hallók Ákos 16 kötetnyi vic-
cet gyûjtött, kötetenként 1000-nél több viccel. Ha van
is némi átfedés a viccek között, akkor is legalább
15 000 viccrõl van szó. Találtam közöttük jó néhány
tudományos tartalmút, azután a világhálón is kutat-
tam, íme egy válogatás. (Lesz még folytatás!)

Matematika és természettudományok
Matematika felsõ fokon

Rejtvény: hogyan tévesztheti össze egy amerikai mate-
matikus Mindenszenteket Karácsonnyal?

Megoldás: Oct 31 = Dec 25 (nyolcas és tízes szám-
rendszerben).

Két matematikus a vendéglõben vitatkozik, mennyire
jártasak az egyszerû emberek a matematikában. Az
egyik félrehúz egy pincérnõt és megkéri: Sétáljon el
az asztalunk mellett. Én megállítom és kérdezek va-
lami, maga nem fogja érteni, de mondja azt, hogy
„x-köb per három”.

A pincérnõ odasétál, és az elsõ matematikus meg-
kérdezi: Mondja kedves, tudja, mennyi x-négyzet
integrálja?

– Persze – mondja a pincérnõ –, x-köb per három.
– Na ugye! – mondja az elsõ matematikus.
Mire a pincérnõ, a válla felett, már elmenõben:

Plusz konstans!

Mit mond a nulla a nyolcasnak? Klassz az öved!

A fûrésztelep vezetõje és a római polgár két ujját
fenntartva kér 5 sört.

Egy matematikaprofesszor észrevette, hogy eltört a
csõ a konyhai lefolyójában, kihívta hát a vízvezeték-
szerelõt. A mester rendesen megcsinálta a lefolyót, a
matematikus is elégedett volt, amíg kézhez nem kapta
a számlát, amely a havi fizetésének harmada lett. Pa-
naszkodott hát a szerelõnek, aki elmondta, hogy saj-
nálja, meg megérti, de hát ez van, jöjjön el õ is a cég-
hez dolgozni, ott sokkal jobban fog keresni, csak ta-
gadja le a végzettségét, mert a fõnökei nem szeretik a
túlképzett embereket.

A matematikus jelentkezett a vízvezetékes céghez,
és fel is vették, mivel azt hazudta, hogy csak 7 általá-
nosa van. Ezek után mint szerelõ dolgozott, és egyre
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többet keresett. Egy nap a cég vezetése kitalálta, hogy A technikusok szerint a probléma

a billentyûzet és a székem

között van.
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elküldik esti iskolába azokat a munkásokat, akiknek
nincs meg a 8 általánosa. Így a professzort is elküld-
ték. Az elsõ ilyen órán, amely történetesen matemati-
ka volt, a tanár, hogy tisztába jöjjön az osztály tudásá-
val, megkérdezte tõlük, ki tudná megmondani, mi a
kör területének a képlete. Épp a professzort kérdezte
meg, aki ki is ment a táblához, de azt vette észre,
hogy hirtelenjében nem jut eszébe a képlet. Elkezdte
hát levezetni és azt kapta, hogy −r 2 π. Nem tetszett
neki az a mínusz, idegesen körbetekintett az osztá-
lyon és hallotta, ahogy a többi szerelõ ezt suttogja: –
„Cseréld fel az integrálási határokat!”

Fizika

Az elmeotthon vezetõje felülvizsgálja fizikus ápoltjukat.
– Mondja meg nekem – kezdi –, ha elengedjük,

mit akar kezdeni az életével?
A páciens azt mondja:
– Csodálatos lenne visszamenni a valós életbe.

Magfizikus voltam, és ha újra kezdhetem, én a továb-
biakban csak elmélettel foglalkozom. Abban bízom,
hogy az kevésbé lesz megterhelõ.

– Nagyon jó! – mondja a fõorvos.
– Lehet, hogy tanítanék. – folytatja az ápolt – Van

jó néhány dolog, amit át kell adni a tudósok új nem-
zedékének, hogy a további felemelkedésünk biztosít-
va legyen.

– Remek!
– Aztán meg írhatnék is. Jelentõs szükség van a

nagyközönség számára a tudományra vonatkozó
könyvekre. Talán még regényt is írhatok a tapasztala-
taim alapján.

– Érdekes lehetõség – bólogat az igazgató.
– És végül, ha ezek közül egyik sem jönne össze,

még mindig maradhatok teáskanna.

Két atom beszélget:
– Képzeld, elvesztettem egy elektronomat!
– Most mihez kezdesz?
– Mit is csinálnék, pozitívan állok hozzá.

Figyelmeztetések az eladott tárgyak használati utasí-
tásaiban:
• Vigyázat, ez a tárgy meggörbíti maga körül a teret,

de az nem befolyásolja a használhatóságát.
• Az eszköz anyaga 99,99%-ban üres tér, rengeteg

gyorsan mozgó, apró részecskét tartalmaz és kis
intenzitású infravörös sugárzást bocsát ki.

• Az eszköz anyagában az entrópia (azaz a káosz)
állandóan növekszik, az ebbõl eredõ problémákért
a gyártó nem vállal felelõsséget.

• Az eszköz anyaga egy kisváros megsemmisítéséhez
elegendõ energiát tartalmaz, ezért szigorúan tilos
azt energiává alakítani, tehát tilos antianyaggal
érintkezésbe hozni.

• A vásárolt anyaghoz a gyártó pontosan ugyanolyan
elektronokat, protonokat és neutronokat használt,
mint más, drágább áruihoz.

Mágnesfiú a mágneslánynak: amikor hátulról nézlek,
vonzónak talállak, szembõl mégis taszítasz.

A hélium belép a kávézóba és sört kér.
Pultos: Sajnálom, nemesgázt nem szolgálunk ki.

A hélium nem reagál.

Csillagászat

Anyja a kis Kopernikusznak: – Mikor fogsz végre rá-
jönni, hogy nem körülötted forog a világ?

– Lõrinc, ha megígéred, hogy nem könnyezel,
elmegyünk hullócsillagot nézni.

– Persze, Ida!

A professzorom szerint a fekete lyuk nagyon érdekes,
szerintem szívás.

Vigyázz, a jobb oldali ábra közepén fekete lyuk van,
ne kattints rá!

Sherlock Holmes és Watson kirándulnak. Éjjel kettõ-
kor Sherlock felébreszti Watsont és megkérdezi: Nézz
körül, mit látsz?

Watson: Látom a fogyatkozó Holdat, a Göncöl-sze-
keret, ott a Sarkcsillag, a Vénusz és a Mars is. Látom a
Tejútrendszer milliárdnyi csillagát, és tudom, hogy egy
nagy fekete lyuk van a közepén. Milliónyi bolygó kell,
hogy legyen a csillagok körül, némelyiken még élet is.

Sherlock: Vedd észre, hogy ellopták a sátrunkat!

Vizsgakérdés: Definiálja maximum 400 szóban a
Világegyetemet és adjon rá három példát.

Tudományterületek együttmûködése

A matematikus szerint két pont meghatároz egy egye-
nest, de a fizikusnak több adatra van szüksége.

Éhesek a tudósok, konzerv van, nyitó nincs.
Mérnök: kõvel óvatosan verjük szét!
Fizikus: tûz fölött magától szétdurran, csak össze

kell szedni.
Matematikus: tegyük fel, hogy nyitva van, és

együnk!
Filozófus: igazából miért is kell kinyitni, miért nem

jó csukva?
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Most majd lassabban fogok az e-mailekre válaszolni.

Itt a pilóta beszél, ma otthonról dolgozom.

Egy fazék forró vízre van szükség a fõzéshez.
A mérnök vizet tölt a fazékba és alágyújt.
A fizikus fogja a tele fazekat és újból alágyújt.
A matematikus kiönti a fazékból a vizet, és azzal

visszavezeti a feladatot az elsõre.

Füstre ébred a szállóban a mérnök. Észleli a tüzet és
egy vödör vízzel eloltja.

A fizikus is felébred, látja a tüzet, megkeresi a tûz-
oltókészüléket, üzembe helyezi és eloltja a tüzet.

A matematikus is észreveszi a tüzet, megkeresi a
tûzoltókészüléket, „Van megoldás!” állapítja meg, és
visszafekszik aludni.

A matematikus, a fizikus és a biológus problémameg-
oldó képességét tesztelik, megoldást kell adniuk a
következõ problémára:

Egy üres liftbe beszálltak a földszinten 20-an, majd
megállás nélkül felmentek a 10. emeletre, ahol viszont
21-en szálltak ki. Hogyan lehet ez?

Biológus: biztosan volt a beszállók között egy ter-
hes anyuka, aki menet közben megszült.

Fizikus: ez csak mérési probléma lehet, pontatlanul
számolták meg õket a be- vagy kiszállásnál, Poisson-
eloszlást feltételezve 20 fõnél már ±4,5 lehet a bizony-
talanság.

Matematikus: definiáljuk úgy az üres liftet, hogy
van benne egy ember!

Egy matematikusnak, egy fizikusnak és egy mérnök-
nek meg kell határozniuk egy kis piros gumilabda
térfogatát.

A matematikus megméri a labda átmérõjét és kiszá-
molja a térfogatot.

A fizikus megtölt vízzel egy mérõpoharat, bele-
nyomja a labdát, és a kiszorított víz mennyiségébõl
megkapja a térfogatot.

A mérnök megnézi a labda sorozatszámát, majd
Google-keresés után a kis-piros-gumilabda-katalógus-
ból kikeresi a pontos térfogatot.

Tudományos irodalom

Miért nem szentelnek a híradások több idõt a tudomá-
nyos kérdéseknek:
• Nem találnak az Õsrobbanást elõkészítõ anyagot.
• Túl melegek a magas hõmérsékletû szupravezetõk.
• A Nagy hadronütköztetõben csak egy föld alatti

alagutat látnak.
• A sötét anyag ragályos lehet.

Amit tudományos publikációkban írunk és amit jelent

Mint az köztudott. → Úgy rémlik, valahol olvastam
errõl.

Az adatok trendje nyilvánvaló. → Nem igazodom ki
rajtuk.

A kérdésre nem sikerült határozott választ találnunk.
→ Teljesen sikertelen volt kísérlet, de muszáj pub-
likálnunk.

Az eredményekbõl hármat vizsgálunk meg részlete-
sebben. → A többi száz nem igazolja elméletünket.

Tipikus mérési eredmény. → Az egyetlen épkézláb
eredményünk.

Látszik, hogy a jelenség mélyebb vizsgálata szüksé-
ges. → Fogalmam sincs róla, mi van.

Kutatócsoportunk további vizsgálatokat fog végezni.
→ Õk sem értik.

Eredményeink értelmezéséhez további, független
vizsgálatok szükségesek. → Soha többé nem nyú-
lunk hozzájuk.

Munkámmal remélhetõleg utat mutattam a terület
további kutatása felé. → Tegnap kiléptem.

Tapasztalatom szerint. → Elõfordult már egyszer.
Néhány esetben. → Kétszer is.
Számtalan esetben. → Háromszor.
Ahogy bebizonyítottam. → Remélem.
Általánosan bizonyított tény. → Mások is remélik.
Egy bizonyos határértéken kívül található. → Sehol

nincs.
Statisztikai analízis alapján. → Körülbelül annyi lehet.
Köszönöm Kovács Józsefnek a közremûködést, Kiss

Annának pedig a konzultációkat. → Józsi végezte a
mérést, és Anna magyarázta el nekem, mi is történt.

És mit ír a bíráló a publikációról? – Ebben sok igaz és
sok új van, viszont ami igaz, az nem új, ami meg új,
az nem igaz.



SZEGED, AGÓRA
2021. SZEPT. 17–18.

Szervezõk:

THE EUROPEAN NETWORK OF SCIENCE TEACHERS

Természettudományos fesztivált és kiállítást rendez az Eötvös Loránd 

Fizikai Társulat, az Informatika-Számítástechnika Tanárok Egyesülete, 

a Bolyai János Matematikai Társulat, a Magyar Kémikusok Egyesülete 

és a Magyar Biológiatanárok Országos Egyesülete 2021. szeptember 

17– 18-án Szegeden, a Szent-Györgyi Albert Agórában.

További információk: https://szinpadon-a-tudomany.hu




