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,---tudni: az ész rovid, az akarat gyenge,

hogy ra vagyok bizva a vak véletlenre.

Es makacs reménnyel mégis, mégis hinni,

hogy amit csinalok, az nem lehet semmi.”
(Teller Ede)

A véletlenszerlség jelenléte a természetben és hét-
koznapjainkban mindenki altal megélt kozvetlen ta-
pasztalat, igy a kozépiskoldban és a felsGoktatds be-
vezets kollégiumaiban is meg kell mutatnunk tanitva-
nyainknak azokat a gondolatmeneteket, amelyekben
valoszintségi megfontolasokat alkalmazunk. A sta-
tisztikus fizika jellegzetesen az a tertilet, amely valo-
szinlségi gondolkodast igényel és kozépiskolai tar-
gyaldsa is idGszertivé valt. Fogalmai és modszerei
azonban mind matematikai appariatusukban, mind
szemléletikben idegenek, nehezen érthetSk akir a
kozépiskolas didkok, akar a BSc szintd fizikakurzusok
hallgat6i szamara. JelentGs modszertani kihivas, hogy
ezeket a fogalmakat érdekes hétkoznapi jelenségek-
hez kapcsolva targyaljuk, hiszen a didkok motivalasa
ebben az esetben kiilonosen fontos. Ezt Gjszerd, iz-
galmas jelenségek targyaldsaval és az érdeklSdést
felkelts korszert (multimédias) eszk6zok felhasznala-
saval érhetjuk el. A szamitdgépek haszndlata ezen a
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tertileten lényegében megkerilhetetlen. Jelen cik-
kinkben néhiny példa tomor bemutatdsaval illuszt-
raljuk ezeket a modszereket, a bemutatott szimula-
ciok letolthetSk az [1] linkrdl. A részletezve bemuta-
tott példik mellett néhiny mas alkalmazasra csak
megfelelS linkek megadasaval, kifejtés nélkil, pusz-
tin az emlités szintjén hivatkozunk. Ezzel — vallalva
az esetlegesség kockazatat — az a célunk, hogy a cikk
korlatozott keretei kozott is ramutassunk a valoszind-
ségi gondolkozas széles lehetGségeire.

Val6szindségi gondolkodas

A szerencsejatékok és a rajuk épuls fogadasok élet-
szerlek és haszonelviek, igy kivaloéan alkalmasak a
véletlenszerl jelenségek, folyamatok bevezetésére. A
fogadasok targyalasa nagyon hatékony lehetSség,
hogy a didkokat rahangoljuk a val6szintGségi megfon-
tolasokra. Az egyszerd dobokocka-dobasi fogadasok
sordan a relativ gyakorisdgon keresztiil bevezethet§ a
valoszintség, majd a varhatoérték fogalma. A valoszi-
niség, valoszintség-eloszlas, varhatoérték fogalma és
hasznositasa a fogadasokban kivaloan szemléltethets
a kozismert Galton-deszka modell kapcsan, amelyre
szamos nagyszerd szamitogépes szimulacio all ren-
delkezésre (példaul az [1] linkrdl letoltott csomagban
a galton konyvtarban az index.btml tjl megnyitasa
utin a leirdsban kiprobalhatd egy javascript alapua
szimulacio).

Minden roppant egyszertinek és a ,jozan paraszti
ész” szerint is nyilvinvalonak tdnik, mig egyenletes
eloszlasu valoszintségi valtozoval van dolgunk. Am
a ,jozan paraszti ész” rogton katasztrofilis cs6dot
mond, ha az eloszlis nem egyenletes. Példaul te-
gyuk fel a kovetkez6 kérdést: hiny f&s tarsasigban
fogadnal 1:1 aranyban arra, hogy van két ember,
akik azonos napon Unneplik a sziiletésnapjukat? A
diakok tobbsége abbdl kiindulva, hogy egy évben
365 nap van, 183 {Gs tarsasagot jelol meg, néhanyan
az intuicidjuk sugallatira (és csapdat sejtve) ennél
kisebb szamot mondanak, de szinte senki nem megy
80 {6 ala a becslésével. Igazi dobbenetet kelt, ami-
kor az 1. tablazat bemutatasra kertl: a tablazat ma-
sodik és negyedik oszlopiban azon p, érték all,
hogy az adott n {6s tarsasigban mekkora annak va-
l6szintisége, hogy van két azonos sziiletésnapu em-
ber. Kidertl, hogy 23 f&s tirsasigban mar nagyobb a
nyerés esélye, mint a vesztésé, 40 f&s tarsasigban a
fogadas mar tavolrél sem uriemberhez mélto, hiszen
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1. tablazat
Az azonos napon sziiletettek elofordulasi valosziniisége
a csoport létszamanak fiiggvényében
n b, valoszinlség | n ’ D, valoszintség
10 0,1169 40 0,8912
20 0,4114 50 0,9704
22 0,4757 60 0,9912
23 0,5073 70 0,9992
30 0,7063 80 0,9999

csaknem 90% a nyerés esélye, a tovabbiakrol mar
nem is beszélve... A valoszinlséget megado képlet
(a komplementer kimenetel valdszintségét kivonva
egybd:

po=1- 365 364 - ... -(365—(71—1))‘
n 365”

Hasonl6 megrazé6 ereji példa az ugynevezett
Monty Hall jaték. KvizmGsorok végén az izgalmak
fokozasara a nyertest még egy utolsoé probatételnek
teszik ki: tippelnie kell, hogy harom ajté kozil melyik
mogott van a nyereménye az alibb lathato forgato-
konyv szerint:

1. A dijat D ajt6 mogé helyezik, a misorvezetd tudja,
hogy ez melyik a hirombol.

2. Ajatékos a Jajtéra mutat, de nem azt nyitjak ki.

3. A musorvezetd kinyitja az M ajtdét, ami mogott
nincs dij és a jatékos sem valasztotta (M nem azo-
nos D-vel és J-vel).

4. A jatékos donthet, hogy a megmaradt két ajtobol
melyiket valasztja. Ez a kinyitand6 K ajto lehet az
eredeti /vagy a masik.

5. Kinyitjak a K ajtot, ha ez azonos a dijat tartalmazo
D ajtoval, akkor a jatékos nyert.

Alapvetéen két stratégia létezik a jatékos szamara:

vagy marad az elsének vialasztott ajtonal (nevezzik

ezt AZONOS stratégiinak), vagy a masik még csukott
ajtot valasztja (nevezzilk ezt KOMPLEMENTER stratégia-
nak). Szinte minden didk szerint a két csukott ajtd
mogott 50-50% valdszinlséggel van a nyeremény,
tehdt mindegy melyik stratégiat valasztjuk. Igen hata-
sos, ha a val6sagban, vagy a szamitogép segitségével

(példaul az [1] linkrél letoltott csomagban a montyball

konyvtarban az index.btm fajl megnyitisaval) szimu-

lilva elkezdjiik jitszani a szitudciot. Altalinos meg-
dobbenésre kidertil, hogy a KOMPLEMENTER stratégia-
val kétszer akkora a nyerés esélye, mint az AZONOS

stratégiaval! Még ezutin sem konnyu ezt a tényt a

didkok szamira matematikailag emészthetévé tenni

(talan a legfrappansabb magyarazat: ha a jatékos ere-

detileg nem-nyeré ajtot valasztott, akkor biztosan

megmutatjak neki a masik nem-nyerd ajtot, igy a val-

tassal biztositja, hogy nyerjen és mivel eredetileg 2/3

es¢lye van nem-nyerd$ ajtot valasztani, a valtassal 2/3

eséllyel nyer).
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Parrondo-paradoxon

A jelen szakaszban targyalt példak részletes kidolgo-
zasa megtalalhato a Fizikai Szemlében kozolt korabbi
cikkiinkben [2], illetve a cikk szinesebb, részletes ma-
tematikai szamitasokat tartalmazo elektronikus valto-
zatiban, amely tematikus oldalunkrol (3] letolthetd,
ahol az anyagot sok képpel, videoval, szimulacioval
és futtathato alkalmazassal illusztraljuk.

Hétkodznapjaink sordn, folyoiratokban, televizioban
és radidadasokban egyre gyakrabban talalkozunk
kockazatbecslésekkel, dontéshozatalt megkonnyité
valoszintségi megfontolasokkal, kovetkeztetésekkel.
A természettudomanyos torvények egy része is valo-
szinlségi megfogalmazasban jelenik meg és a min-
dennapok dontéshozatalaiban valéban fontos szere-
pet jatszanak a valoszinlségi megfontolasok. E gon-
dolatmenetek egyik legkézzelfoghatobb és legtisztabb
megjelenése a jatékelméletben talalhato, ezért targya-
lasunkat jatékelméleti bevezetéssel inditjuk.

A legtobb jaték sok 1épésbdl all, s a jatékosoknak
lépésenként kell Gjabb és tjabb dontéseket hozni. Ha
a jatékos dontéseit valamilyen egyértelmd szabaly
alapjan hozza meg, tehat ebbdl a szabalybol adott
helyzetben mindig ugyanaz a [épés kovetkezik, akkor
a jatékelmélet szerint tiszta stratégidat jatszik. A nem
tiszta stratégidk alkalmazasakor a dontéshozatal nem
egyértelmu. Nem tiszta stratégidat valaszt példaul az a
futballjatékos, aki ugyanabban a szituacidban éppen
akkori hangulata, megérzése szerint passzolja tovabb
a labdat. Kevert stratégids jatekmod esetében a jaté-
kos a jaték folytatasinak kilonbozé lehetSségei ko-
zott elére meghatarozott valoszintséggel valaszt, azaz
az altala meghatarozott valdszinlségek szerint vélet-
lenszerden hozza meg a dontését.

A tudomany szamtalan konkrét szituacidban — a
fizikatol kezdve a biologidig, a kozgazdasagtol a szo-
ciologidig — megmutatta, hogy adott helyzetben min-
dig valamilyen véletlenszerd kevert stratégia az opti-
malis. Példaul az allatok taplalékkeresési mozgasara
iranyul6 megfigyelések azt mutatjak, hogy egyes allat-
fajok (példaul ragadozo halak, albatroszok, majmok)
nem egyszerd (Brown-tipusi) bolyongissal, hanem az
ugynevezett Lévy-eloszlast kovetve mozognak: ebben
az eloszlasban a rovid tava véletlenszerd bolyongast
ritkdan el6forduld hosszabb 1épések bontjak meg. Ezt
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a taplalékkeressk vé-
letlenszer( kevert stratégiat alkalmaznak, a lokalis, ro-
vid tavon végzett bolyongast (kicsiny tertlet atféstlé-
sét) véletlenszerlen viltogatjdk a nagyobb léptékd,
hatarozottabb irdnyultsigt mozgassal (tertletvaltas). A
mikrorendszereket leir6 kvantumallapot a rendszer
makroszkopikusan (klasszikus fizikai szituaciokban)
mérhetS tulajdonsagaihoz rendelhetS allapotainak li-
nedris kombinacidja, komplex amplitGdokkal sualyo-
zott kevert allapot (izgalmas és lényegi eltérés az,
hogy itt a kimeneteli valoszintGségeket ezen amplita-
dok négyzetei adjak). Egyértelmuen kijelenthets, hogy
a kevert stratégiak a tudomanyban és a mindennapi
¢életben egyarant kiemelt jelent&séggel birnak.
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Ossznyereség

-2

netek sordn Gjra és Gjra egy B,
majd egy A, végul Gjra egy B
jatékot jatszunk. Példaul a
BAB minta szerinti kevert stra-
tégiaval a nyereség varhato
értéke 0,0574, vagy az ABBA
mintdé 0,0147, viszont példaul
az AB mintaé —0,0067. Vélet-
lenszerd kevert stratégiadk so-
ran mindig valamilyen adott p
valoszindséggel jatszunk A ja-
tékot és 1-p valodszinlséggel
B jatékot. Példaul p = 0,5 vagy
p = 0,7 valoszinlség esetén a
nyereség  varhaté6  értéke
0,0156, illetve 0,0084 lesz, vi-
szont példaul p = 0,9 valoszi-

T T T
0 100 200 300
lejatszott jatékok szama

A kevert stratégidkra vonatkozbéan Juan Parron-
do, a madridi egyetem fizikusa igen kiillonos és dob-
benetes felfedezést tett, ami erésen foglalkoztatja a
legktilonb6zébb tudomanytertletek (példaul fizika,
biologia, kozgazdasagtan és szociologia) képvise-
16it. Azt a ma mar Parrondo-paradoxon néven is-
mertté valt — e helyen jatékelméleti megfogalmazas-
ban interpretalt — allitast bizonyitotta, hogy két, sta-
bilan veszteséges stratégidt keverten jdatszva — akar
véletlenszeril kevert stratégiaval, akdar megfelel6 fix
minta szerint keverve — az eredmény folyamartos,
nagy nyereség lebet!

Tekintstink példaként két (A és B) szerencsejaté-
kot, amelyekben minden egyes jatékmenet sordn le-
gyen a tét egységnyi. A jatékok részletes leirasa a fen-
tebb megadott hivatkozasokon megtalilhato, e helyen
elegendd annyit rogziteniink, hogy mindkét jaték
nyeresége negativ varhat6 értékd, azaz veszteséges a
jatékos szemszogébdl. Parrondo megmutatta, hogy ha
ezt a ket jatékot keverten jatsszuk, akdr véletlensze-
rilen dontve el, hogy éppen melyik jdatékot jatsszuk,
akdar megfelel6 fix séma szerint felvaltva jatszva a keét
jatékot, akkor hosszii tavon stabilan nyereségre tebe-
tink szert! A varakozassal ellentétben tehit a kevert
jaték nem marad veszteséges, hanem alapvet$ vilto-
zas all be: a két veszteséges jaték (véletlenszerd, vagy
adott séma szerinti) valtogatasaval nyereséges jaték
alakulhat ki!

Az Olvaso figyelmébe, kiprobalasra ajanljuk az [1]
linkrsl letoltott csomagban a parrondo konyvtarban
talalhatd harom alkonyvtarban levs szimulaciokat. Jol
lathato, hogy mind az A, mind a B jaték negativ varhato
értékd (a pontos szamitds szerint az A jaték nyereségé-
nek varhato értéke jatékonként —0,01, mig a B jateké
—0,0087). Ezzel szemben, ha a két jatékot determiniszti-
kus vagy véletlenszerl kevert stratégidval jatsszuk, ak-
kor bizonyos stratégidk esetén a nyereség varhato érté-
ke pozitiv lesz! Adott minta szerinti kevert jaték jelenté-
se a kovetkezs: példaul a BAB minta szerinti jatékme-
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nlséggel jatszva —0,0034 (a
szamitasok szerint 0,0703 < p<
0,8471 esetén nyereséges a
stratégia).

Az 1. abran szamitogépes szimuliciot hasznilva
abrazoltuk az A, illetve B jatékok, valamint kiilonb6zé
kevert stratégiak sorin az Ossznyereség alakulasat a
lejatszott jatékok szamanak fliggvényében.

A Parrondo-paradoxon természetesen nem csak a
jatékelméletben jelenik meg, atfogalmazhatd példaul
mechanikai mozgasokra vonatkoz6 allitassa is, egy
konkrét példa tekintheté meg a [4] hivatkozason talal-
hat6 videon. A modellben mind a sarga szind A, mind
a zold szind B mozgolépcsd lefelé halad. Az A 1épcss
egyenletesen lefelé, a B 1épcsS pedig alterndalé moz-
gassal: rovid ideig felfelé, majd ugyanannyi ideig két-
szer akkora sebességgel lefelé mozog, igy tehat végiil
B dtlagsebessége is lefelé mutat, méghozza azonos
értékd A sebességével. A két mozgolépcsét kilon-
kilon Gzemeltetve tapasztalhatjuk, hogy a fekete go-
lyoval reprezentalt utas barmelyik [€pcsén lefelé mo-
zog. Ha azonban egyszerre mikodtetjiik a két mozgo-
lépcsét, és mozgasukat megfelelGen szinkronizaljuk
(az alternald lépcsé n-edik foka a masik 1épcsé
n-edik és (n—1)-edik foka kozott rezeg”), akkor azt
lathatjuk, hogy a két, egyenként lefelé haladé mozgo-
lépcsén az utas megfelel§ pillanatban atlépve az
egyik [épcsordl a masikra, felfelé haladhat. Az Ggyne-
vezett molekuldaris (Brownian ratchet) motorok mo-
delljei értelmezhetSk a Parrondo-paradoxon interpre-
tacidjaként [5]. Két, kilon-kiilon példaul balra mutato
eredé erGhatast potencialt kapcsolgatva a potencial-
térben mozgd mikrorészecskék statisztikus dtlaghban
jobbra haladhatnak (a fentebbi mozgdlépcsds model-
lel val6 szoros analbgia igen nyilvanvald). A témarol
magyar nyelven a Fizikai Szemlében megjelent [6]
cikket ajanljuk olvasasra.

Nyilvan sokakban vet&dik fel a kérdés, hogy mi-
ként lehetne ezt az izgalmas felfedezést a hétkdznapi
¢életben, példaul a szerencsejatékokban, vagy mond-
juk a t6zsdén kamatoztatni. A szerencsejatékok vonat-
kozasaban érdekes és részletes elemzés taldlhat6 a [7]
oldalon a pokerben val6 alkalmazdsra. Bar a gazdasa-

T
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2. tablazat
Ising-tipusii modellek
modell agensek, elemi dllapotok lokalis kolcsonhatas, J globalis hatas, H fluktuaciok, T
mAenes elemi magneses dipolusok, | rovid tava magneses vonzo- | kiils6 magneses tér hémeérsékleti fluktuacio
gnes [felfelé-lefelé és taszitd erdk
a neuronok, aktiv-passziv szinaptikus erdsitések és kilsé inger kiszobpotencial-ingadozas,
8y gatlasok elektrokémiai zaj...
p P valasztopolgarok, beszélgetések, média, aremelés, természeti | hangulatvaltozasok,
valasztds o P s i
republikdanus-demokrata munkakapcsolatok, szex... katasztrofak maganéleti torténések

gi tudomanyokba csak lassan hatol be ez az Gj ered-
mény, de azt mar kimutattak, hogy bizonyos esetek-
ben két kiilon-kilon hosszatavon veszteséges rész-
vényportfolio kozotti véletlenszerd tékeadtcsoportosi-
tasok révén az alaptSke novekedhet! Két kapcsolodo
érdekes olvasnival6 talalhat6 a [8], illetve [9] cimeken.
A [3] honlapunkon a témahoz kapcsol6do linkgytijte-
mény is segiti a tovabbi tdjékozodast.

Komplex rendszerek

A fizikdban nagy jelentGségliek az olyan modellek,
amelyekben az alkotéelemek nagy szama és a kozot-
tik [évs kolesonhatas révén a rendszer globalis visel-
kedése az egyes elemekétdl [ényegesen eltérd sajatos-
sagokat mutat. Masképpen fogalmazva: a kooperativ
viselkedés kovetkeztében az egész nem egyszerlien a
részeinek 6sszege. Az ebbdl kialakulé komplex rend-
szerek fogalma napjainkra interdiszciplindrissa valt és
a tudomany szamos teriiletén megjelenik olyan kol-
csonhato rendszerekben, ahol az egyes egyedek vala-
milyen optimalis allapot elérésére torekednek. Ilyen
tipust viselkedés megfigyelheté a gazdasigban, a
szociologidban, a bioldgidban vagy fizikai rendsze-
rekben is, ahol a kolesonhato elemek (dgensek) na-
gyon eltéréek, de hasonlé korrelativ viselkedésiik a
hattérben univerzilis torvényeket sejtet. Ezen rend-
szerekben a komplexitis az egyszerre jelenlévs kii-
16nb6z6 tényezok eredd hatasaként jelenik meg, tgy-
mint az egyedek (fizikai) kdlcsonhatasa, vagy dinami-
kai viselkedését leird torvényszerdségek (példaul
sejtautomata-szabalyok), vagy valamilyen kulsG té-
nyez§ befolyasa, esetleg a rendszer specidlis geomet-
riai struktrajabol ereds kényszerek.

A komplex rendszerek igen széles osztalya irhatd
le az alabbi tulajdonsagt modellekkel:

e azonos tipusy, véges sok lehetséges allapottal
rendelkezé agenst (elemet) tartalmaznak,

e az agensek szdma igen nagy (termodinamikai
hataresetben végtelen),

e az agensek meghatarozott topologidban (tobb-
nyire valamilyen racsstruktiraban) helyezkednek el,

e az agensek kozott lokalis (rovid tava ,szomszéd-
szomszéd”) kélcsénhatdsok vannak,

e létezhetnek a rendszer egészét (azaz minden
agenst) ér6 globalis (kils6) bhatasok,
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e az agensek szintjén véletlenszerii dllapotvdltoza-
sok (fluktuaciok) torténnek.

A fenti sajatossagokkal bird Potts-tipusii modellek
szamos kilonbozé tudomanytertileten hasznalatosak,
mint példaul fizika (magnesek, gizok, rugalmas tes-
tek stb.), kémia (oldatok, autokatalitikus reakciok
stb.), biolégia (populaciédinamika, agy stb.) és hu-
man tudomanyok (szocioldgia, makrogazdasagi folya-
matok stb.). A kétallapota Potts-modell az Ising-mo-
dell, amelyben a rendszer dgensei csak két lehetséges
elemi allapottal rendelkeznek. Az érdekladés felkelté-
se céljabol csupan két kapcsolodd olvasnivalo: [10]
cikkben az Ising-modell szocioldgiai interpretaciojat,
mig a [11] tanulmanyban a Potts-modell keresztrejtvé-
nyek megoldasara val6 alkalmazasat talalhatjuk.

A 2. tabldazat néhany példat mutat az Ising-model-
lel leirhat6 rendszerekre.

Jelolje az i indexd 4dgens elemi allapotat s, = £1 és
vegylk figyelembe, hogy a szomszédos elemek ko-
zotti kolesonhatas az elemi allapotok szorzataval ara-
nyos potencidlisenergia-csokkenést eredményez. Egy
agens E potencidlis energidjat (Hamilton-figgvényét)
konnyen felépithetjiik gy, hogy az energiaminimum
elvet kovetve az egymast erdsitd (,vonzo”) lokalis
szomszéd-szomszéd allapotkapcsolatok csokkentsék,
az egymast gyengité (,taszit6”) allapotkapcsolatok
pedig noveljék az energia értékét, illetve az E energiat
noveld (taszitd”) és azt csokkents (,vonzd”) kulsé
tereket vesziink figyelembe, példaul:

,szomszeéd”
E(s) = =] Z s,8,— Hs, =
' )

,szomszéd”

=/ Y st H|
7

ahol az 6sszegzés az dgenssel lokalis kolcsonhatasban
levé ,szomszédos” dgenseken fut végig, a paraméte-
rek jelentését lasd a 2. tabldazatban és k egy specifi-
kus dllando (fizikai rendszerekben a Boltzmann-dl-
lando).

A modell viselkedését szamitdgépes szimulacidval
tanulmanyozhatjuk a Monte-Carlo modszerek kozé
tartoz6 Metropolis-algoritmus segitségével [12]. Az
algoritmus ugy szimuldlja a rendszer id&fejlédését,
hogy egy-egy elemi szimulacios 1épésben valamely
véletlenszerten kivalasztott 4gens aktualis allapotat
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Ising-modell (Nagy P.)

setup -1 H setup-véletlen H setup +1 |

rendparaméter
-0.0070

Rendparaméter

\Latlagos magnesezettség .

o

idé 20

1, ha AE< 0

exp(~AE/RT), ha AE>0

atmeneti valoszintséggel megviltoztatja, amely kife-
jezésben a felsS eset annak felel meg, hogy az ener-
giaminimum elve szerint az allapotvaltozas biztosan
engedélyezett, ha az energiaviltozds negativ (hiszen
csokkenti az energiat); mig az alsé eset szerint a pozi-
tiv energiavaltozassal jaro allapotvaltozas is megvalo-
sulhat a statisztikus fizikabol ismert exp(-AE/kT)
Boltzmann-faktorral meghatarozott valoszintséggel a
(hémozgasbol eredd) fluktuiciok altal.

Egy Monte-Carlo lépésnek nevezzik, ha atlagosan
minden agens egyszer részt vett elemi szimuldcids
lépésben. A fenti algoritmus olyan ergodikus Markov-
folyamatot general, amely az egyensilyi eloszlashoz
konvergal, azaz megfelelGen nagyszama Monte-Carlo
lépés utan a rendszer a termodinamikai egyensulya-
nak megfelelS allapotba kerul.

A rendszer fentebb leirt szimulacios algoritmusat Net-
Logo programozasi kornyezetben valositottuk meg. Az
agens alapt komplex rendszerek szimulacidjara kifej-
lesztett ingyenes programozasi kornyezet telepits fajlja
letolthetS a [13] honlaprol. Telepités utin az [1] linkrdl
letoltott csomagban az ising konyvtarban talalhat6 Ising
np.nlogo fajl inditasaval futtathatjuk a szimulaciot.

A modell vizualis megjelenitése a kovetkezs:

e az Ndarab agens egy négyzethalo cellai,

e alokalis kdlcsonhatasban levé szomszéd” agen-
sek az élszomszéd cellak,

e a +1 allapotd agenseket (celldkat) piros, a —1
allapotaakat zold szinnel jeloljik.

A rendszer globalis (makroszkopikus) allapotanak
jellemzésére bevezetjik az

1w . _ NGD+N-(-D
me N T N

i=1
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rendparamétert, ahol N,, vala-
mint N_a +1, illetve -1 allapota
agensek szamat jelenti (a rend-
paraméter értéke +1, illetve —1 a
homogén, teljesen rendezett
allapotokban és 0 a rendezetlen
allapotban).

Alapértelmezésben egy 100 X
100 méretd négyzethalonk van,
tehdt az dgensek szdma N = 107,
A 2. abran egy a ,setup-vélet-
len” gomb megnyomasa utan ge-
neralt inhomogén, rendezetlen
(m = 0) kezdeti konfiguraciot
lathatunk. A szimulaci6é roppant
felhasznalobarat kezeldfeliilettel
rendelkezik:

e a2 modell (négyzethalo)
méretét a felsé — az dbran nem
lathaté — menisorban levé ,Set-
tings...” gombra kattintds utin megjelené ablakban
allithatjuk be,

e kezdeti konfiguriacidkat a ,setup” gombok vala-
melyikére kattintassal generalhatunk,

e a modell fentebb definialt hirom (H, Jés T) pa-
raméterének értékét a megfelels csuszkik segitségé-
vel allithatjuk,

e a szimulaciot a ,Start/Stop” gombbal indithatjuk,
illetve allithatjuk le,

e a szimulacio sebességét (speed) a felsG — az ab-
ran nem lathat6 — mentisorban levé csuszkaval allit-
hatjuk (huzzuk jobb felé a cstszkit, de ne titkdzésig).

A szimulacio6 futtatasa sordn a megjelenitési mezs-
ben mintegy filmszerden” vizualisan kovethetjik a
rendszer allapotanak idébeli alakulasat, valamint a bal
als6 részen a rendparaméter pillanatnyi numerikus
értékét és idébeli (szimuldcios 1épések szerinti) grafi-
konjat is.

A szimulacio segitségével igen izgalmas és fontos
jelenségeket tanulmanyozhatunk. A tovabbiakban a J
paraméter értéke legyen mindig 1.

Fazisatalakulas

(a) Allitsuk a H paraméter értékét O-ra (tehat nincs
,kulsS tér”), majd el&szor futtassuk a szimuldciot ma-
gas T értéknél (6 < T). Ekkor a rendszer mindvégig a
kezdeti rendezetlen, diffaz (m = 0) allapotban marad,
lasd a 3.a keépet.

(b) Ezutin csokkentsiik a 7 paraméter értékét, le-
gyen T'= 2,3 és futtassuk Gjra a szimulaciot. Ekkor a
rendszer allapotanak jellege megvaltozik: fokozatosan
(az agensek méretéhez képest lényegesen) nagyobb
kiterjedést homogén tertiletek, doménekjonnek létre,
amelyek folyamatosan viltoznak, de viszonylag hosz-
szG ideig fent is maradnak, lasd a 3.b képet.

(c) Még tovabb, 1 ala csokkentve a T paraméter érté-
két, azt tapasztaljuk, hogy a domének mérete draszti-
kusan novekszik. A rendezett dllapot 6 ismérvének te-
kintjiik, hogy a rendszer méretével 6sszemérhets nagy-
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sagli egybefliggé domének
jonnek létre, 1asd a 3.c képet.

A T paraméter tehat kont-
rollparaméter szerepét tolti
be: magas T értéknél a rend-
szer rendezetlen allapotban
(fazisban) van, mig alacsony
T értéknél rendezett allapot-
ban (fizisban) talaljuk. A T
kontrollparaméter valtoztata-
saval tehat fazisatalakulas
torténik, az atalakulashoz tar-
toz6 T, kritikus érték (ahogy
azt némi kisérletezgetés arin megallapithato) valahol
2 és 2,5 kozott van, a pontos elméleti érték:

T2 J

" ka2

= 2,27.

Spontin szimmetriasértés

Alacsony T értékekkel sokszor futtatva a szimulaciot
azt tapasztaljuk, hogy néha elktlonult, érdekes geo-
metriai mintazata frakciok jonnek létre (m = 0), sok-
szor azonban hosszu futasi id6 utan teljesen rendezett
allapotok alakulnak ki, azaz a rendszer ,bezuhan” az
egyik m = +1, vagy m = —1 homogén allapotba. Ve-
gyuk észre, hogy a rendszer dinamikajat meghatarozo
(1) képlettel adott Hamilton-figgvény H = 0 esetben
invarians arra, ha az 6sszes dgens allapotat ellentétes-
re valtoztatjuk, azaz szimmetrikus az s, > —s; (V1) cse-
rére, de a kialakuld homogén stabil allapotok mar
nem rendelkeznek ezzel a szimmetriaval. Ezt a visel-
kedést spontdan szimmetriasériésnek nevezzik. A je-
lenséget jOl szemlélteti a 4.a dbran lathatd ,sombre-
ro-modell”: a kalap alakja forgasszimmetrikus, viszont
a tetejére helyezett (instabil helyzetd) goly6 csak a
perem kortili volgyben taldlhat stabil egyensulyi 4lla-
potot, és hogy adott kisérletben éppen hol, az vélet-
lenszerd — pontosabban fogalmazva extrém érzékeny-
séget mutat a kezdeti feltételre —, de az egyensulyi
allapot mar semmiképpen sem mutat forgasszimmet-
riat. Ez a fizika egyik legfontosabb és legizgalmasabb
jelensége (olvasdsra ajanljuk példaul a [14] oldalp),
ezen alapszik tobbek kozott a Higgs-mechanizmus,
amely a részecskefizika standard modellje szerint az

4. dbra. A spontan szimmetriasértés jelensége.

o

2\

a) sombrero-modell b) vizudlis szimmetriasértés
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o T=07

3. abra. A fazisatalakulas jelensége.

elemi részecskék tomegét magyarizza és mellékter-
mékként létrehozza a napjainkban elhirestlt Higgs-
bozont, amely utan a CERN Gj LHC gyorsit6jaban folyt
intenziv kutatds (2013. évi fizikai Nobel-dij).

Konnyd megmutatni, hogy agyunk (€rzékelésiink,
gondolkodasunk) is produkalja a szimmetriasértés je-
lenségét. A 4.b abrat nézve két kilonbozé alakzatot is-
merhetlink fel, vagy egy fehér vizat, vagy két szembe-
nézG fekete arcot, adott pillanatban mintegy véletlen-
szerlen vilasztva a két lehetGségbdl. A [15] oldalon lat-
hat6 animacion forgd macska sziluettjét nézhetjiik, ame-
lyet véletlenszerten lathatunk forogni az 6ramutato ja-
rdsa szerint, vagy ellentétesen is. (Kérjik az Olvasot
probilkozzék a forgasirany tudatos megvalasztasaval, il-
letve megvaltoztatisaval. Nem mindenkinek sikertil!)

Hiszterézis

A Jparaméter értéke tovdbbra is maradjon 1, de most T
értékét is rogzitsuk, legyen 7'= 1, viszont kapcsoljunk
be ,kiilsé teret”, tehat a tovabbiakban H# 0. Végezzik
el az alabbi két szimulacidsorozatot, anélkil, hogy Gjra-
inditanank a futtatast (tehat futas kozben valtoztassuk
H értékén)! Minden 4j H érték mellett legalabb fél per-
cig varjunk, majd miel6tt megvaltoztatnank H-t jegyez-
zik fel az aktudlis H értékhez kialakult egyensilyi m
rendparaméter értéket! Az altalunk ,mért” sorozat:
(@0 H=1,H=08; H=0,6; H=04; H=0,2; H=0;
H=-0,2; H=—0,4; H=—0,6; H=—0,8; H=—1.
(b) H=-1,H=-0,8; H=-0,6; H=-0,4; H=-0,2;
H=0,H=02, H=0,4, H=0,6; H=0,8; H=1.
Abrizoljuk grafikonon az 6sszetartozd H-m értékpa-
rokat!

A kapott grafikon az 5.a dbran lathato jellegi lesz,
amely roppant fontos jelenséget reprezental: a hiszte-
rezis jelenségét. Kulso tér jelenléte esetén a fazisatala-
kulas tipusa megvaltozik: a korabbi masodrendd fa-
zisatalakulas helyett elsGrendd fazisatalakulas jelenik
meg, amely legmarkansabb megnyilvanulasa a hiszte-
rézis. A hiszterézis alapvelé vondsa minden memo-
riaval rendelkezo rendszernek.

Természetesen agyunk (illetve gondolkodasunk) is
(mint tipikus emlékezettel bir6 komplex rendszer)
produkilja a hiszterézis jelenségét. Az 5.b dbran
nyolc kis rajzot lathatunk. Ha a rajzokat nem egyszer-
re, hanem sorban egymas utan jelenitjiik meg, akkor —
attol fuggden, hogy jobbrol-balra, vagy pedig balrol-
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stabil tartomany
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stabil tartomany
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a) hiszterézisgorbe

b) vizuilis (kognitiv) hiszterézis

5. abra. A hiszterézis jelensége.

jobbra jelenitjik meg Gket — a kézépen levé rajzokon
mas figurat érzékeliink (jobbrol-balra sorrendben néi
akt figurat, balrol-jobbra sorrendben pedig férfi fej
karikatarat latunk). Az 5.b dbra értelmezése ravilagit
arra, hogy agyunk vizualis informaci6feldolgozasa (a
fentiekkel anal6giaban) tipikus hiszterézis-jelleg
Viselkedést mutat. A hiszterézis jelensége dzonban a
dedén remek, mulatsigos példat lathatunk arra, hogy
megfelelS kérdéssorral gondolkodasunk m1kent vezé-
relhetS a megfelels irdnyba, ugyanarra az eldontendd
kérdésre ellentétes valaszt kaphatunk, ha mis irinya
kérdéssorozatokkal jutunk el hozza.
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