MEGLEPETESEK A MAXWELL-EGYENLETEK

TEMAKOREBEN

E dolgozat eredete egy eléadds az ELTE Doktori Isko-
lajan 2014 decemberében. Az Iskola iranyitoja, Tél
Tamas professzor felkért, hogy a beteg Nagy Karoly
akadémikust, eloaddssorozata megszakitdsdt elkerti-
lendo, belyettesitsem. Orémmel késziiltem a segitség-
re, de el6bb telefonon beszéltem Nagy Karollyal, hogy
mirol is legyen sz6 az eléaddason. Vele egyeztem meg
errol a témardél. Most, hogy elbunyt, legyen szabad
Neki ajanlanom ezt az irdst. Az O emlékénck, aki
1952, mdsodéves egyetemi hallgaté korom — az elme-
leti mechanika vizsgam — ota kitiintetett bizalmdauval,
baratsagdaval. Azt gondolom, Ot is érdekelné ez a
téma, hiszen elfogadta elgondoldsomat.
Emlékét megorizziik. Nyugodjék békében!

Utban az elektrodinamika szintézise felé
— torténelmi visszapillantas

A fizika torténete arrdl tantskodik, hogy bizony hosz-
sza at vezetett az elektrodinamika atfogd szintézisé-
nek megalkotasaig, a Maxwell-elmélet felismeréséig.
Az is megillapithat6, hogy a Maxwell-egyenletek elfo-
gadasaban két fronton is folyt a harc. Egyfeldl a koz-
vetlen sikerek Gtjan, amelyek a dinamikus folyamatok
felismerésével jutottak egyre inkabb el6re. Ide tarto-
zik az dramok magneses terének felismerése (Am-
pere), a magneses indukcio jelentSs kapcsolatteremtd
leleplezése (Faraday), a dinamohatas feltarasa (Jed-
lik, Siemens) és ezaltal a mozgas és az indukcio jelen-
tés kapcsolatanak kideritése, a transzformator-elv
felfedezése, de elmehetiink az elektromagneses su-
garzas felismeréséig is. Az emlitett jelenségkorok —
tehat nem csak az ,aramkori” viszonyokban, hanem a
sugarzasi vonatkozasokban is — sorsdonté6 és bizalom-
kelt6 tulajdonsaga volt, hogy az elektrodinamikat
valami ,istenadta” Gj vilag ipari megvaltojaként azon-
nal a gyakorlati életben alkalmazni lehetett. Sorba
gyultak a villanylampak a vilag utciin, épiultek a tav-
beszéls kozpontok, indultak a villamosok (Budapes-
ten a ,foldalatti”), épiltek a villamoserémivek, az
elektromos energiat szallité tivvezetékek. — Masfeldl
azonban az elvi hattér kozel sem volt vilagos, eleinte
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Abonyi lvan
Eo6tvds Egyetem

1. dbra. James Clerk Maxwell, az igéretes zseni ifja koraban és az
érett kora kutato.

még konnyen attekintheté sem. Nem volt viligosan
attekintheté Maxwell csodalatos alkotasa (1873), a
,Maxwell-egyenletek” vilaga. Ennek mélt6 illusztra-
cidja lehet Eétvos Lorand ,kalandja”. Eotvos 1873-ban
Anglidban jart, ekkor jelent meg James Clerk Maxwell
(1831-1879) (1. dbra) skot fizikus Treatise on Electri-
city and Magnetism cimd nagy muve [1] az elektrodi-
namikai szintézis kimunkalasiarol. E6tvos természete-
sen megvette a mivet, nevét beirta a konyvbe (2. db-
ra), minden valdszinlség szerint j6l meg is nézte, de
mert meglehetGsen elfaraszthatta a sok matematikai
komplikacié Eotvost (aki pedig igen csak jartas a ma-
tematikaban), minden bizonnyal megelégedett azzal,
hogy becsukta a konyvet és tovabb folytatta kutatasait
a gravitacioval és a vele kapcsolatos elektromos jelen-
ségekkel () kapcsolatban. Tudomasunk szerint nem
hivatkozott Maxwellre! Ezt az ,unreadable” konyvet
az tette ,olvashatatlannd”, hogy abban az idében
éppen csak szlletében volt — de még nem sziiletett
meg a vektorok, a vektor-vektor, vektor-skalar és ska-
lar-vektor figgvények formailag is attekinthetd, kony-

2. abra. Maxwell korszakalkoté mivének cimlapja és ami kilono-
sen érdekes, a konyvet megvasarlo E6tvos szigndja.
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nyen kezelhetS, mégis
tomor targyalasmodja, a
vektoralgebra és a vek-
toranalizis.

Maxwell korai haldla
utan az angol Oliver Hea-
viside (1850-1925) (3.
abra) ismerte fel az Gj
matematikai formalizmus
szerepét és alkalmazta a
Maxwell-egyenletekre.
Hangsulyozzuk, Heavi-
side oridsi érdeme a Max-
well-egyenletek —  alta-
lunk is hasznalt — vektoralakjanak felismerése, feldolgo-
zasa, ami végll is nem kicsinylendé le (mert itt nemcsak
a vektor-vektor fliggvény, hanem a hely ez idé szerinti
derivaltak alkalmazisa is fontos szerepet jatszik).

A fizikai szakirodalomban gombamodra szaporod-
ni kezdtek az 0Osszefoglald, elsGsorban a  muszaki
igényeket” kielégits, célratoré munkak.

Olyan nagy nevek is szerepelnek a tankonyveket
ir6 atyak” kozott, mint a francia Henri Poincaré
(1854-1912) és a német Hermann von Helmboltz
(1821-1894), hogy egyeldre csak Sket emlitstk.

A magyar szakirodalom is biiszkélkedhet e téma-
korben megjelent munkaval [2]. Tavolrol sem szeret-
nénk kritizalni vagy éppen lebecsiilni a szerzék tan-
konyvirdi alapossagat, de az a véleménytink, hogy az
elektrodinamika alapjairdl értekezni eleinte tal rigods
falat lehetett. Az ismert és ma még konnyen fellelhets
tankonyvek kozil egy sem foglalkozott igazan az
elektrodinamika valodi alapkérdéseivel, annyira elé-
gedettek voltak az altaluk meghoditott matematikai
ismeretek alkalmazdsainak a bemutatasaval. Az elekt-
rodinamika-tankonyvek mindegyike legfébb feladata-
nak azt az immar szokasossa valt célt tartotta, hogy az
elektrodinamika kortlbelal 1900-as allapotat, és az
arra alapuld modern technikai vonatkozasokat mutas-
sa be. Hiszen a relativitiselmélet bemutatasa mar mas
tanrendi tétel lett.

Ezért azt hisszik, jelen irasunk mégis érdekes lehet
az Olvasok szamara.

Azzal kezdjik, hogy az irodalomjegyzékében felso-
roljuk az elektrodinamika jellegzetes magyar muveit [3],
de a teljességre torekedni
sajnos nem all modunk-
ban, ezért a kimaradot-
taktol elnézést kériink.

S most beszimolunk
részben sajat kutatasunk
szerény eredményérdl, de
kovetjik az Osszefoglald
elGadds menetét.

E szerint Max Planck
(1858-1947) (4. abra) volt
az igazan szerencsés a
tobbszor is megjelent el-
méleti fizikai tankonyv-
sorozataval. Ot az tiinteti

3. dbra. Oliver Heaviside

4. abra. Max Planck

ki a tankonyviro kollégai kozil, hogy nem csak az elekt-
rodinamikai eredmények széleskord alkalmazidsait ko-
vette, hanem a Maxwell-elmélet kiépitését is fontos koz-
lendének tartotta. Abban hitt, hogy a Maxwell-egyenle-
tek (féleg késébb Heaviside megfogalmazdsa szerinti)
alakja a tényleges fizikai valosagot irjak le a matematika
nyelvén. A leir6 fliggvények nem csak esetleges nyelvi
kényszerképzetek, hanem a fizikai valosagot irjak le,
jelentésiik mérhetd, a leirds leképezi az elektrodinamikai
valosagot, az elektrodinamika anyagi valosagit. Ennek
egyik pillérét az elektrodinamikai energiatételben szere-
pet jatsz6 Poynting-vektorban latta. A Poynting-vektor —
mint ismeretes — az elektromagneses erétérben aramlo
energiat, a térenergiat irja le. Ennek nyoman Planck azt
remélte, ha az elektromagneses erétérnek energiija és
energiadram-vektora is van, akkor impulzusa és impul-
zusnyomatéka is kell legyen. Legfeljebb a laboratoriumi
méretekben, az aramkorok viligaban az latszolag nem
oly lényeges (mert kicsi).

Ez a problémakor lesz tehat az, amivel a tovabbiak-
ban foglalkozni kivinunk. Annal is inkabb, mert
Planck ,mult szazadi” mivei az egyetemi konyvtarak
J2talzsifoltsiga” miatt killonféle vidéki tarolohelyeken
nyugszanak. Nem lehetséges, hogy az olvasok sétalja-
nak a konyvespolcok kozott, és itt-ott hol ebbe, hol
abba a kotetbe betekintsenek, ahogy ez e sorok ir6ja-
val tortént, aki évtizedekkel ezeldtt latta Planck azon
muvét, amelybdl az itt kifejtendd gondolatmenetet
megismerte, de ma mar sehol sem tud raakadni. Ezért
az Olvasok szives elnézését kéri.

Osszefoglalds a Maxwell-egyenletekrdl

Akarmennyire is anakronizmus, hogy a Planck idejére
vonatkoz6 elgondolasok felidézése kozben nem az
akkor divatos CGS mértékrendszert, hanem a mai
hasznalatnak inkabb megfelel6 SI mértékrendszert
hasznaljuk, ezt azért tesszik, hogy a mai olvasok sok-
kal kozelebb férk&zhessenek a mondanivalonkhoz.

Kezdjik tehat! A tovabbiakban legyen E az elekt-
romos térerGsség vektora, B a magneses indukcio
vektora, g az elektromos toltés térfogati strtisége és
J az aramstrdség vektora. A Maxwell-egyenletek szo-
kasos alakja most:

VB = 0, (1.a)
vxE+9B _ ¢ (1.b)
dt
1
VE = E—OQ, 2.2)
VXB—EOHO% - . (2.b)

Az itt fellépd g, és 1, dimenzids ardnyossagi tényezsk
(a vakuum esetére, mert egyébként g, illetve pu,
irand6, amennyiben nem vikuumrdl lenne sz0).
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A vikuum permittivitdsa: €, = 8,854-107"* AsV'm™",
mig a kozegé €, 2 1, valamint a vikuum permeabili-
tasa: [, = 1,256-10° VsA™'m™", mig a kozegé, ha dia-
magnesrél van sz6, akkor U, < 1, ha para- vagy ferro-
magnesrdl: g, > 1.

Az (1) és (2) egyenletekben a V vektor (a nabla)
az helyvektor r = (x, y, z) szerinti differencialas kife-

jezoje:
_Jo 9 0
V - {ﬁ, a_y, E}.

Mint ismeretes, az (1.a) egyenlet fizikai mondaniva-
16ja az, hogy a B eréterének nincs forrdsa, mert nem
letezik mdgneses egypolus (monopodlus), csak dipolus
vagy (magasabb rend) multipélus, mert ,a magnes-
nek mindig van két polusa: északi és délil”

Az (1.b) egyenlet az indukcié t6rvénye, eszerint az
id6ben valtoz6 magneses erétér korbefutd (Orvényes)
elektromos eréteret kelt. A (2.a) egyenlet szerint az E
elektromos erétér forrdsai az elektromos toltések
méghozza egypolus jelleglek (vagy paratlan multipo-
lusok), mert a természetben lehet elkiilonithets egy-
polustoltést talalni (pozitivat és negativat is) stb. A
(2.b) egyenlet azt fejezi ki, hogy az aramokat, és az

a—E -vel

ot

aranyos ,eltolasi” aramot is magneses erétér vesz ko-
ril (az indukci6 torvényéhez hasonlo ellenpar).

A Maxwell-egyenletekhez kapcsolodoan az
alabbi fontos megdllapitisok tehetSk

a) A Maxwell-egyenletek alapvets torvényeket fo-
galmaznak meg. Az E elektromos és a B magneses
erGtér forrasai kétfélék, az elektromos toltések és az
aramok (rendre), de vegytik észre, hogy ezek nélkiil
is lebetséges elektromos, illetve mdgneses, egyszoval:
elektromdgneses erétér, ez az indukcio és az eltolasi
aram jelenségei jovoltabol is létezik!

b) Az elektromos és a magneses eréterek, illetve a
leirt jelenségkorok nem fiiggetlenek egymdstol, az
egyik jelenségcsoport nem létezhet a masik nélkil. Ez
tiikrozédik az (1) és (2) egyenletek csatoltsigaban.
Oersted €s Faraday leirtak ugyan a gerjesztés és az in-
dukcio jelenségét, de az eltoldsi aram keltette magne-
ses erdtér bevezetésével Maxwell tette ezt a kapcsolat-
rendszert teljessé. Ez azért torténhetett, mert az elektro-
mos jelenségeket kisérd magneses torténés nem volt
elég intenziv ahhoz, hogy a kapcsolatot felismerjék.

A Maxwell-egyenletek kovetkezményei

A Maxwell-féle altalanos torvényszertségek felisme-
rése éppen jokor jott — fliggetleniil a matematikai for-
malizmus kidolgozottsagi szintjétsl. Ne feledkezziink
el a La Manche, a Csatorna masik partjan, a németor-
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szagi kutatokrol. Heinrich Hertz (1857-1894) nevéhez
flzi a fizikatorténet az elektromigneses sugarzas ki-
sérleti felfedezését és elméleti leirdsat, aki Maxwell
sejtése nyoman kisérleti bizonyitékat adta a fény
elektromdgneses hullamzdskénti azonositasinak.

Ha az E elektromos térerGsségre vonatkozo hul-
lamegyenletet szeretnénk megtalalni (egyelSre va-

s zs 2

képezve

Vx(VxE)—%(VxB) -0

adodik, ahova a (2.b)-bdl behelyettesitve

_ 0°E aJ
Vx(VXE) = —uoeow—uom

kaphato. De mivel
Vx(VXE) = V(VE)-AE,

ahol A a Laplace-operator, ezért

PE_ 1y, A

Ez pedig nem mas, mint az E elektromos térer§sségre
vonatkoz6 inhomogén hullimegyenlet. Az ,inhomo-
gén” jelzG azt fejezi ki, hogy az E térerGsség alakula-
sat kés6bb és masutt a p és a J (is) meghatarozza, a
zarojelbe tett (is) pedig arra utal, hogy a térbeli tarto-
many mindig tele van az E rezgéseivel, sét, terjeds
hullamaival.

(Még az a szerencse, hogy ezt az inhomogén hul-
lamegyenletet a matematikai jatékszabalyok szerint
tgy kell megoldani, hogy a homogén egyenlet altala-
nos megoldiasihoz hozza kell adni az inhomogén
egyenlet egy megoldasat — természetesen a kezdeti és
peremfeltételek kielégitésérsl sem feledkezhetiink
eD). Annyi pedig vildgos, hogy ezen egyenletnek meg-
felels hullaimok — a vikuumban

1

=30-100 2
S
80“0

sebességgel terjednek. De nem feledkezhetiink el
arrol sem, hogy az E-re vonatkozé bullamegyenlet
nem all egyediil a Maxwell-egyenletek egyiittesében.
Mert lassuk akar mindjart a

JB
VXE = ——
at
egyenletet. EgyelGre legyen szabad végtelen térben —
vezetSktdl és szigetelGktsl elhagyott, toltés és dram-
mentes esetrél beszélni, akkor az
E(r, ») = E(k, ®) expi(® i—kr)

alaka (elemi) hullam — amelynek korfrekvencidja o,
terjedési iranya k, amplitadoja pedig E(k, ®) — okvetle-
nil egyltt jar a

B(r, 1) = Bk, ®) expi(w t—kr)
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indukciovektor rezgésével (hullamaval), mégpedig
agy, hogy mindig fennall a

kxEk, o) = o Bk, ®)

relacio, vagyis a k, E(k, ®), B(k, ®) vektorok egymasra
merdlegesek és jobbrendszert alkotnak.

Megjegyezzik, hogy lehetnek olyan bonyolult el-
rendezések a térben, amelyekre ez a kategorikus kije-
lentés mar nem all fenn, vagyis nem biztos, hogy csak
egymasra merdlegesek lesznek a hullimok, mint pél-
daul toltéskoncentracié esetén. Ugyanis az E és a k
skalaris szorzata ekkor nem nulla, hanem a toltéskon-
centracio Fourier-transzformaltjaval aranyos.

Most még csak azt foglaljuk 6ssze, hogy mi van, ha
a kozeg ,mérsékelten” komplikaltabb, példaul nem
vakuumrol van sz6, hanem a tér oridsi kiterjedésii,
bhomogén és izotrép dielektrikummal van kitoltve.
(Természetesen, még tovabb lehetne fokozni krista-
lyos szerkezetd vagy elektroaktiv, magnetoaktiv
anyaggal, de ett6l most tekintsink el.) A homogén
dielektrikumot eszerint a

D =¢,¢ E ¢&s

B =u,uH

relaciok jellemzik, az egyel6re skaldrnak tekintett, a
kozegre jellemz6 €, és W, relativ permeabilitds €s rela-
tiv permittivitas mellett, valamint feltesszik azt is,
hogy €, és WU, a térben és id6ben allandok és 1-nél
nagyobbak. Ekkor a hullamegyenlet homogén része —
roviden — igy irhato:

v? o [IEL_
{ _EOEVMOH;"ﬁ}H =

Az egyszerlség kedvéért igy irva a hat hullimegyenle-
tet, a hdrom E- és a hirom H-komponensre. Innen le-
olvashat6, hogy ekkor a hullamok terjedési sebessége:

c = < CO
g,

a mondott feltételek mellett, tehat kisebb mint c,. (Le-
het, hogy W, < 1, igy elvben ¢’ nem feltétlentil kisebb
mint ¢,, de azt ma még nem tudjuk biztosan.)

Ezzel a megjegyzéssel bekoszontottiink az optika-
ba!l A fény 4ltaliban transzverzilis rezgés, a hullim
terjedési sebessége vikuumban ¢,, kozegben ¢’ < ¢,
a tobbi részletet — ha szlikséges — a hullamegyenletek
(parciilis differencidlegyenletek) firadsagos megolda-
sa adja — a peremfeltételek és szimmetriaviszonyok
miatt adédé komplikaciok kovetkeztében sokszor
bizony csak kozelité megoldas formajaban.

Ami pedig a hullimok terjedését biztositd kozeget
illeti, felmertl a sulyos kérdés: hol, miben terjednek
ezek a hullamok? Maxwell eredetileg feltételezett egy
ilyen kozeget (aether), de a Maxwell-elmélet mai, ein-
steini értelmezése szerint: vdakuumban! Esetleg az azt
kitolté anyagi kozegben, a dielektrikumban. Hiaba
orokoltuk eléddeink horror vacui” (irtdézas az Grtél)

elvét. Ugyanakkor korai lenne eleve tiltakozni a ,geo-
metriai tér” fizikai szempontbol lehetséges” szerkeze-
te ellen. A Maxwell-féle fenomenologiai (jelenségi)
elektrodinamikdban azonban erre nincs szlikség!

A Maxwell-egyenletek egytittese, mint parcialis
differencidlegyenletek csatolt rendszere, arra alkal-
mas, hogy adott toltés- és aramrendszer bemend ada-
taihoz (kezdeti és térbeli eloszlasihoz) meghatarozza,
hogy mi lesz az elektromagneses erétér alakja a tér
minden pontjdban és minden idSépontban. Ehhez az
ures (toltés- és arammentes) eset is rendelkezésre all,
a parcialis differencialegyenlet-rendszer matematikai
megolddsanak elGirdsa ezt tartalmazza is.

Okvetlentl ki kell térniink arra, hogy a (2.a) és a
(2.b) egyenletekhez — a megoldas érdekében — a kez-
deti idSpontban nekiink olyan toltés- és drameloszlast
kell megadni, amely nem lehet teljesen Onkényes.
Ennek belatisihoz a (2.b) elsG egyenletét idS szerint
derivaljuk, az eredményt a (2.b) masodik egyenletébe
helyettesitjik, ezzel adodik a

de

5 V=0

ugynevezett kontinuitdsi egyenlet. Ez a toltésslrlség
és az aramsUrdség kozti (folytonos) kapcsolatot, rovi-
den az elektromos toltés megmaradasat fejezi ki.

Ha mar elektromos toltésrdl — és dipolusokrdl stb. —
beszéliink, érdemes arra is kitérni, hogy jelenlegi tuda-
sunk szerint az elektromos toltés és a mdgneses dipolus
(sth.) nem létezik t6meg nélkiil. Az elektron toltésének
és tomegének a hanyadosat, a fajlagos toltését Robert
Andrews Millikan (1866-1953) hatarozta meg elGszor.
A proton fajlagos toltése kisebb (a proton nagyobb to-
mege miatt), meghatarozasa nem okozott akkora szen-
zaciot, mint az elektron esetében. A toltott mezonoké
sem, a nehezebb barionoké sem. Az igazan jelentGs 1é-
pésnek az elektron elemi fajlagos toltésének meghata-
rozasa, a toltés kétfajta elGjeléenek megallapitasa és a
magneses dipolnyomaték értékének mérése bizonyult.

Az elektromagneses erétérben energia van,
amely aramlik!

Az elektromagneses erdtér, mint lattuk, Gj és szokatlan
szerzet volt a fizikaban. Rdadasul, hiaba tinik ma a leg-
egyszertibb valodi fizikai vektortér-kombindcionak,
mégsem volt elegendd, jo6 hatisfokd a matematikai
fegyvertar, barmennyire is megbaratkoztak mar a fizi-
kusok és a matematikusok a linearis rugalmassagtan-
nal. Nem gy&zziik hangsulyozni, mennyi zavart okozott
a megértésben az, hogy az elektrodinamikai hatds a
vakuumban is képes tovaterjedni. De, hogy ebben a fu-
ra er6térben, ami még a vakuumban is képes tovater-
jedni, még az energia is képes aramolni, mindenesetre
szokatlan (nem is beszélve arrdl, hogy az elektromag-
neses erétérnek még mas tulajdonsagai is vannak!).
Lassuk csak! (Nekiink aranylag konnyd dolgunk
van, hala a vektoralgebranak, a vektoranalizisnek, de

legfGképpen a Heaviside-tol eredd atalakitasoknak!)
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A Maxwell-egyenletek elsé csoportjat irjuk fel va-
kuumban, most igy:

oD

VxB = HQJ+M0W7
0B
VXE = - 22,
X dt

Az els6t E-vel, a masodikat H-val szorozzuk skalari-
san:

E(VxB) = 4, EJ *HOE%,

H(VxE) - - 9B
dt

Az fels6 egyenletet elosztjuk p,-val:

E(VXH) = EJ+E%.

Most pedig a két egyenlet kilonbségét képezzik
(azonos dimenziojukrol meggySzédve):

= + al)+ a_B
E(VxH)-H(VXE) = EJ EW Hat.

A bal oldalon alkalmazzuk a
V@axb) =b(Vxa)—a(Vxb)
atalakitast. Ezzel a
0| E uH
+

V(E><H)+EJ=—m : 5

alakhoz jutunk. Ez az egyenlet roviden

v
at

alakban is irhat6, ahol

=Vs+E]J

1 .
U= Sle e B op, W, H?),

(altalanositva arra az esetre, amikor €} és U, is jellem-
zi a kdrnyezetben 1évé anyagot), az

S = iE><B =EXH

Ko

pedig a Poynting-vektor. Szemmel lathato, hogy ez az
eredmény az elektrodinamikai energiatétel! Az elektro-
magneses energiasiriiség (egy térfogatban, amire integ-
ralnunk kell) fogy, mert a térfogatbdl kiaramlik az S tér-
energia-arams(rdség (amit a térfogat feliletére kell in-
tegralni, hiszen dramsiiriiségrol van sz0o), illetve, a tér-
fogatban EJ energiastiriséget felemészt az aram Joule-
hdje alakjaban. Az S a Poynting-vektor pontosabb jelen-
tése a feliiletegységen idSegység alatt kidramlo térener-
gia. Az S bevezetését John Henry Poynting (1852-1914)
angol fizikus érdemének tekintjik, akinek az volt a
meggy6zédése, hogy az elektromigneses erGtér az

anyagi vilag egyik megnyilvanuldsa (1884).
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Az elektromagneses erétérnek
impulzusa is van!

Az impulzus is gyakori szereplGje a klasszikus fizika-
nak, hiszen a mozgd testeknek van impulzusuk. De,
hogy az elektromagneses erétérnek is? Ezt meg kell
vizsgalni!

Vegyiik azt az esetet, hogy egy @, mechanikai to-
megsiriségl anyagdarabnak @ toltésstrisége is van,
ezért ra elektromos erétér hat, és ha mozog, akkor még
aramsurlseéget is képvisel, igy a kornyezet magneses
erdtere is hat ra. Ezt fejezi ki a mozgasegyenlet, ahol a
jobb oldalon a Lorentz-erd (strdsége) is szerepel:

%(gmv) = gE+JxB.
Itt
J=eov

Ezt az er6t Hendrik Antoon van Lorentz holland fizikus
(1853-1928) ismerte fel. Most ebben a képletben a @
toltéssurlséget és a J aramsurlséget fejezzik ki a Max-
well-egyenletek sajatos olvasataval (jobbrol balra):

e = VD,
1 oD
= —_VxB-—.
J u, 8 Jt

(Mellesleg érdemes egy pillanatra elgondolkodni

azon, hogy ezek a ,forditva olvasott egyenletek” a

toltés és aram bizonyos jellegzetes erévonalképérdl is

arulkodnak!)

Ezzel a mozgasegyenlet jobb oldalat dtalakitjuk:

4 g,V = E(VD) + L (VxB)xB +Bx 22
K, dl

Ha most alkalmazzuk a

d _ dJD N JB
E(D><B) = wa Dxﬁ

differencidlasi szabalyt, akkor a

d d _
Lo, Loxm -

= E(VD)+L(V><B)><B+D><a—B

K, Jt

egyenlethez jutunk. Itt a kifejtési tételt fogjuk alkal-
mazni:

i[(VxB)xB} = —i[Bx(VxB)} =
0 l‘LO
__|y. B2 _gVB
24, )

Az utolso tagrol belathato, hogy tisztan orvényes te-
rek esetén, mint amilyen B, zérus. Igy kapjuk, hogy
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d B? 0B
E‘(gmv+D><B)=E(VD)—V2 )

0

Itt ismét felhasznaljuk az indukcidés Maxwell-egyenle-
tet és kiderul, hogy

Dxa—B = —li(VxD) = -V
dt g, g,

D> VD

€

D

0

Ha feltételezziik, hogy a vizsgalt tartomdnyban nin-
csenek toltések, o = p,, = 0, akkor D tisztan orvényes
erétér, D(VD) = 0 és a jobb oldalon 4ll6 utolso tag is
eltiinik. Rendezés utin — toltott anyag nélkil — a moz-
gasegyenlet

B? . D?

2u, 2¢g,|

d
~— (DxB) = -V
dt(X)

Ebbdl kiolvassuk, hogy az impulzus nem csak mecha-
nikai lehet, hanem ilyen fizikai mennyisége az elekt-
romagneses erétérnek is van. Ez pedig a g elektro-

magneses impulzusstriséggel irhato le:

g=DxB=¢ExB=¢u ExH

Es most jon a meglepetés!

De hat még csak most jon a javal Ha az elektromagne-
ses erdtérnek van

g =¢,ExXB

impulzusstrdsége és van
S = € EX B,
)

elektromagneses energiadram-sirdsége, akkor ve-
gyuk észre, hogy g és S parbuzamos vektorok, tehat
konny leolvasni, hogy egymassal aranyosak:

1
—g=LuS,
e, g = U,
vagyis
Lg-s,
80 u’O

ami a korabbi, vikuum esetén tett megallapitisunk
szerint

gc?=S.
Ez a relacio el6szor Max Plancknal jelent meg! Ez

pedig igazan furcsa megallapitas az elektrodinami-
kdaban! Tulajdonképpen, ha azt mondandank, hogy az

elektromagneses erétér térfogategységre ess része M
tomegu, és ez az ,anyag” ¢ sebességgel terjed, vala-
mint energiaja (térfogategységben) &, akkor

alapjan adodik, hogy az elektromagneses erStér olyan
Sura ,anyag” amely eleget tesz a

&= Mc?

relacionak. Ez Max Planck megallapitdsa. A 19. szazad
végén, még a relativitiselmélet megsziletése eldtt, sot,
a fotonhipotézis és a kvantumhipotézis elétt!

Konklazid

Az eddigiekbdl vilagosan latszik, mekkora hatassal
volt az elektrodinamika megjelenése és kifejlédése J.
C. Maxwell és O. Heaviside — meg természetesen sok
mas kutatoé (H. Hertz, M. Planck) nyoman. Igen lénye-
ges, hogy az elektrodinamikaba belépé kutatok egy
Uj Vilagban talltdk magukat (ez a feltalalds” azért
eltartott par évtizedig). Mi volt a kulcs? Az elektromos
és a magneses erStér kapcsolatinak, egymasra utalt-
saginak felismerése. Mi volt a jutalom? A technikai
¢élet villamositasa gyakorlati szempontjan és az optika
meghoditasan tal az egységes, elekiromdgneses erétér
komolyan vétele mellett az a megallapitds, hogy az
elektrodinamika nem klasszikus tudomdny, hanem a
relativitdaselmélet kiépitésének kapuja! Es az sem elha-
nyagolhato jellemvonisa a felfedezésnek, hogy ime,
van egy Uj, gyakorlatilag is fontos erStér, ami nem a
klasszikus fizikat (a Galilei-transzformaciot) koveti!
Erre a konklazioéra éptl, hogy Albert Einstein felis-
meri a specialis relativitis elvét (a fénysebesség va-
kuumbeli értékének univerzalis szerepét) azt, hogy a
Galilei-transzformacié nem univerzalis, hanem csak a
Lorentz-transzformacié — (vakuumbeli) fénysebesség-
hez képest — kicsi sebességekre vonatkozo kozelitése.
Az elv felismerése utan megalkotta a specialis relativi-

5. dbra. Albert Einstein
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tas elméletét, amiben az elektromagneses tér Gj arcu-
lata jelenik meg: a vektorpotencidl négyes vektortér
formajaban, a térerGsségek tenzortér alakjaban. S har-
cokkal teli b6 évtized utan az is kideril, hogy a gravi-
tacid sem (Galilei-invarians) skalartér, egyetlen skalar
gravitacios potencidllal, hanem (négyes) tenzortér, a
négy dimenzids Riemann-térben.

S gondoljunk bele, hogy milyen messzire hat6 sze-
repet jatszott ebben a fejlédésben Max Planck ,para-
nyi” felfedezése: az E= mc* megallapitasa az elektro-
dinamikaban!

Ezért aztan egyaltalin nem véletlen, hogy Albert
Einstein (5. dbra) korszakalkoto cikke [4], a Mozgo
testek elektrodinamikdja — ami koztudottan a specialis
relativitaselmélet hivatalos nyitinyava valt — éppen a
Maxwell-egyenletekkel kezdddik [1]. Einsteinnek az a
cikke [S], amiben az E = mc? llitist megfogalmazta
az elektrodinamikdban, hosszabb kutatbmunkara
serkentette Max Planckot az allitds altalanositasanak
bizonyitasara.
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