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1. ábra. A VI. állítás Maxwell 1860-as cikkében.
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Két gázt összekeverve hõmérsékletük kiegyenlítõdik.
A fizika tankönyvek ugyan meglehetõsen szûksza-
vúak szoktak lenni tudományuk történetét illetõen,
ám nem ismerek olyan statisztikus mechanika tan-
könyvet, amely ne említené Ludwig Boltzmann H-té-
telét, mint az elsõ mechanikai magyarázatot az egyen-
súly felé törekvés ezen jelenségére, „megnyitva a ka-
put a makroszkopikus világ molekuláris dinamikai
alapokon nyugvó megértése felé”.1 A fizikusokon túl

1 A széles körben használt [1] nyitó Boltzmann portréja alatt talál-
ható mondata talán a könyv egyetlen tudománytörténeti állítása.
2 Az idézet forrása egy másik klasszikus, [2] (3. o.). A téma egy
kiváló tudománytörténeti áttekintéshez és referenciákhoz lásd: [3].

a fizikatörténész szakma is egyetért abban, hogy
Boltzmann volt az elsõ, aki „molekuláris alapokat
nyújtott a fizikai rendszerek egyensúly felé való ter-
mészetes törekvésének és egyensúlyban maradásá-
nak”2 magyarázatához. Boltzmann prioritása több,
mint esetleges történeti állítás: a fizikán túlnyúló tudo-
mánytörténeti folklór része.

A folklór azonban gyakran téved; e rövid cikk arra
hívja fel a figyelmet, hogy Boltzmann helyett James
Clerk Maxwellt illeti az elsõbbség. Maxwell 1860-os
Illustrations of the Dynamical Theory of Gases címû
cikkében [4] kezdett el foglalkozni a kinetikus gázok
elméletével, és cikkének VI. állítása (1. ábra ) bizonyí-
tást ad a keveredõ gázok hõmérsékletének kiegyenlí-
tõdésére, legalább hat évvel megelõzve Boltzmann elsõ
próbálkozását. Maxwell jóindulatúan rekonstruált bizo-
nyítása ráadásul elegánsabb és egyszerûsége folytán
beemelhetõ lenne akár a középiskolai szintû fizikaokta-
tásba is, ezért tudománytörténeti jelentõségétõl függet-
lenül is érdemes megismerkedni vele.

Az Illustrations egy gáz részecskéit kiterjedéssel és
tömeggel rendelkezõ, egymással tökéletesen rugal-
mas módon ütközõ gömbökként modellezi, és amel-
lett érvel, hogy az ilyen módon felfogott gáz hõmér-
séklete arányos részecskéi átlagos mozgási energiájá-
val. Az Illustrations VI. állításának célja annak meg-
mutatása, hogy két gáz összekeverése után a részecs-
kéik közötti ütközések a gázok átlagos mozgási ener-
giája közötti kezdeti különbség csökkenéséhez, illet-
ve eltûnéséhez, vagyis az összekevert gázok hõmér-
sékletének kiegyenlítõdéséhez vezetnek.

Elõször a VI. állítás bizonyításának jóindulatú és kor-
társ jelölésrendszert alkalmazó rekonstrukcióját adjuk
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meg, majd történeti megjegyzéseket teszünk a rekonst-
rukció és a Maxwell által ténylegesen leírtak közötti
kapcsolatra. A rekonstruált bizonyításhoz elõször kiszá-
moljuk két részecske ütközés utáni mozgási energiájá-
nak különbségét, majd az összes ütközõ részecskepárra
összegzünk. Az ütközés elõtti mennyiségeket vesszõt-
len, az ütközés utáni mennyiségeket vesszõs változók-
kal jelöljük, és – az egyszerûség kedvéért – elõször te-
gyük fel, hogy a két gáz minden részecskéje azonos, m
tömeggel rendelkezik. Két részecske ütközés utáni moz-
gási energiájának különbségét rövid számolás után

alakban írhatjuk fel. A jobb oldalon található vCM az f
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az f részecske ütközés utáni, a tömegközponttól vett

(2)r̂ f′ = 1
rf′
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relatív, rf′ = vf′−vCM sebességének iránya.
A bizonyítás második lépésének kulcsa az a feltéte-

lezés, hogy sok hasonló részecskepár ütközése esetén
az ütközés utáni relatív sebesség minden iránya nagy-
jából azonos gyakorisággal fordul elõ, ekkor ugyanis az
összegzéskor az ellentétes ütközés utáni irányokra az
egyenletek jobb oldalai kiejtik egymást, és így az átla-
gos mozgási energiák különbsége az ütközések után
eltûnik. Egy kicsit formálisabban: írjunk -t( f, h ) ∈ I Δ t

v, V

pontosan akkor, ha f az összekevert „forró”, h a „hideg”
gáz egy-egy részecskéje amelyek Δt idõtartam alatt
ütköznek egymással úgy, hogy f ütközés elõtti sebessé-
ge v és h ütközés elõtti sebessége V. Tegyük fel, hogy
csak páronkénti ütközések lehetségesek, és hogy Δt
elég rövid ahhoz, hogy alatta a részecskék legfeljebb
egy ütközésben vegyenek részt, ám elég hosszú ahhoz,
hogy alatta az ütközõ, -ben lévõ részecskepárokraI Δ t

v, V

minden lehetséges ütközés utáni irány nagyjábólr̂ f′
azonos gyakorisággal forduljon elõ. Ekkor

hiszen rögzített v, V -re (és ezáltal rögzített rf -re és
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vCM -re) az összeadott (1) egyenletek jobb oldali tagjai
kiejtik egymást, amikor ellentétes iránnyal rendel-r̂ f′
kezõ ütközések hatását adjuk össze! Tovább össze-
gezve minden lehetséges ütközés elõtti (v, V ) sebes-
ségpárra számot adunk minden Δt alatti ütközésrõl,
így az ütközések számával osztva

eredményt kapjuk, amely szerint a „forró” és „hideg”
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gáz egymással ütközõ részecskéi közötti kezdeti átla-
gos mozgásienergia-különbség eltûnik!

Ha a „forró” és a „hideg” gáz részecskéi különbözõ
tömeggel rendelkeznek, akkor (1) helyett

egyenlethez jutunk.3 Innen elsõ lépésben v, V rögzíté-
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3 Megjegyzések: v ′CM = vCM a lendületmegmaradás miatt; rf′ = |rf′|
= |rf| = rf, mert az ütközések tökéletesen rugalmasak; 2 m rf vCM r̂ ′f =
−2 M Rh vCM R̂ ′h = (m rf + M Rh) vCM cosγ, ahol γ ∠(vCM, rf ). A számo-
láshoz lásd [5] függelékét.
4 Minél nagyobb a „forró” és a „hideg” gáz közötti kezdeti hõmér-
séklet-különbség, annál nagyobb az esély arra, hogy a két elõjel
megegyezik, ha Δt alatt ütközõ részecskepárok halmaza véletlen
mintának tekinthetõ. Ha az ütközések elõtti hõmérséklet-különbség
elenyészõ, akkor a két mennyiség elõjele az esetek közel felében
egyezik csak meg és így az ütközések kicsi hõmérséklet-ingadozás-
hoz vezetnek. Ez jól mutatja a bizonyítás statisztikus jellegét.

sével megismételjük a korábbi összegzést az egyenlet
jobb oldali harmadik tagjainak kiejtéséhez, majd – azzal
a további feltevéssel élve, hogy sok részecske ütközé-
sénél az ütközés elõtti sebességek irányainak eloszlása
is nagyjából egyenletes – második lépésben a v, V mag-
nitúdók rögzítésével tovább összegzünk minden lehet-
séges ütközés elõtti sebességirányra, ezáltal kiejtve az
egyenlet jobb oldali második tagjait. Harmadik lépés-
ként minden lehetséges v, V magnitúdóra összegezve
és az ütközések számával osztva (4) helyett

eredményre jutunk, amely szerint a „forró” és „hideg”
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gáz egymással ütközõ részecskéi közötti kezdeti átla-
gos mozgásienergia-különbség csökken. Mivel a két –
forró és hideg – gáz saját részecskéi közötti ütközé-
sek, illetve az edény falával történõ ütközések nem
befolyásolják a két gáz átlagos mozgási energiája kö-
zötti különbséget, ha az összes részecskére számolt

elõjele megegyezik az ütközõ részecskepárokra szá-
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molt (6) elõjelével, akkor a két gáz kezdeti hõmérsék-
let-különbsége az ütközések után csökken.4

Az Illustrations VI. állításában a (6) eredményként ér-
telmezett egyenlet levezetése után Maxwell arra a követ-
keztetésre jut, hogy ha az ütközések sokáig folytatódnak,
akkor a két gáz hõmérséklete kiegyenlítõdik. Maxwell
érvelése egyszerû, elegáns, és több szempontból is von-
zó – azon túl, hogy statisztikus jellegû, nincs hozzá szük-
ség a statisztikus fizika késõbbi fejlõdése során gyakran
felbukkanó, a fázistéren értelmezett absztrakt és gyanús
eredetû, a priori valószínûség-eloszlás feltételezésére
sem. A bizonyítás fõ feltevését – tudniillik, hogy minden
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ütközés utáni relatív sebesség irány nagyjából azonos

2. ábra. A II. állítás Maxwell 1860-as cikkében.
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gyakorisággal fordul elõ – Maxwell II. állításában (2.
ábra) megpróbálta alátámasztani annak megmutatásá-
val, hogy ez következménye azon természetesnek tûnõ
feltevésnek, hogy az ütközés utáni relatívsebesség-irányt
meghatározó ütközési paraméter nagyjából egyenletesen
oszlik el az ütközési körlemezen.

A fent rekonstruált érvelés – természetesen – a leg-
jobb esetben is hiányos, hiszen ahogyan erre Johann
Josef Loschmidt jól ismert megfordíthatósági ellenvetése
rögtön rámutat, az érvelés implicit valószínûségi füg-
getlenségi feltevéseit nehéz összeegyeztetni a mozgás-
egyenletek által meghatározott dinamikával, akármeny-
nyire is természetesnek tûnnek. Ebbõl a szemszögbõl
nézve azonban az érvelés nem rosszabb, mint Boltz-
mann H-tétele, amely szintén hasonló implicit valószí-
nûségi függetlenségi feltevésekkel él, és szintén elvér-
zik a megfordíthatósági ellenvetésen.5 Hogyan lehetsé-

5 Ahhoz, hogy az idõ irányának megfordítására invariáns mikrosz-
kopikus dinamikából valamilyen makroszkopikus szintû irreverzibi-
litást le lehessen vezetni vagy Maxwell, illetve Boltzmann feltevései-
vel analóg valószínûségi függetlenségi feltevésekre, vagy más, a
kezdeti értékek eloszlására vonatkozó feltevésre van szükség; a
lehetõségek tárgyaláshoz lásd [3].

ges akkor, hogy a fizikatörténészek eddig figyelmen
kívül hagyták Maxwell VI. állítását, és nem ismerték el
Maxwell prioritását az egyensúly felé törekvés elsõ me-
chanikai magyarázatának megadásában?

A válasz abban rejlik, hogy Maxwell elsõ olvasatra
meglehetõsen obskúrus módon jut el a (6)-ként ér-
telmezett egyenletéhez. A tömör bizonyítás azt a lát-
szatot kelti, mintha Maxwell nagyon speciálisan ütkö-
zõ részecskepárok mozgási energiái közötti különbsé-
get számolná ki: úgy tûnik, hogy egyrészt feltételezi,
hogy a visszaütközési ∠(vCM , rf ) szög derékszög, más-
részt feltételezi, hogy az ütközés elõtti sebességek
∠(vf , Vh ) szöge derékszög. Nyilvánvaló, hogy ilyen
speciális ütközésekbõl levezetett eredmény alapján
nem lehet következtetni az összes ütközés nyomán
kialakuló átlagos mozgásienergia-különbség változás-
ra. Emiatt még azon tudománytörténészek is, akik
futtában megemlítik Maxwell VI. állítását, „elképesz-
tõnek” találják, hogy a máskülönben zseniális Max-
well, vagy „bármely kortársa, aki vette a fáradságot az
érv vizsgálatára, az érvet elfogadta volna” [6] (344. o.).

Az (5)-ös egyenletre pillantva azonban nyilvánvaló,
hogy az elsõ összegzés, amelynek során kiejtettük az
egyenlet jobb oldalának harmadik tagjait, matemati-
kailag ugyanazt az eredményt adja, mintha a visszaüt-
közési ∠(vCM , rf ) szöget derékszögnek választanánk,
és a második összegzés, amelynek során kiejtettük az
egyenlet jobb oldalának második tagjait, matematikai-

lag ugyanazt az eredményt adja, mintha az ütközés
elõtti sebességek ∠(vf , Vh ) szögét derékszögnek vá-
lasztanánk. Ha jóindulatúan feltételezzük, hogy Max-
well speciálisan elrendezett ütközései csak geomet-
riailag intuitív helyettesítõi a fent rekonstruált érvelés
kiejtési lépéseinek (amelyekhez az Illustrations ko-
rábbi részeiben Maxwell alapos elõkészületeket tesz),
akkor Maxwell így rekonstruált VI. állítása rövid, ám a
kor bizonyítási sztenderdjeinek megfelelõ, meggyõzõ
bizonyításává válik az egyensúly felé törekvésnek.6

6 További tudománytörténeti részletekért lásd [5].
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